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Les  propositions  (jue  j'ai  en  vue  sonl  lus  suivantes  : 

I.  Le  mouvemeiK  d'une  ligtire  plane  dans  son  plan 
peul  être  produit  par  le  roulement  d'une  courbe  liée  à 
la  figure  sur  une  courbe  fixe. 

n.  Le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un 
point  fixe  peut  être  produit  par  le  roulement  d'un  c6nc 
lié  au  corps  sur  un  cône  fixe  de  même  sommet. 

III.  Le  mouvement  général  d'un  corps  solide  peut  ètrv 
produit  en  faisant  mouvoir  une  surface  réglée  liée  au 
corps,  de  façon  qu'elle  tooclie  constamment  une  surface 
réglée  fixe  le  long  d'une  génératrice. 

Malgré  l'importance  de  ces  tliéorèmes,  les  démonstra- 
tions qui  en  sont  données  laissent  beaucoup  à  désirer. 
Géométriquement  on  les  déduit  presque  sans  transition 
des  théorèmes  correspondants  sur  le  déplacement  discon- 
tinu. Analytïquement  les  démonstrations  sonl  simpler 
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(  6  ) 
ut  bien  ccmnaes,  inaîsclleslaiasent  de  c6té)a  discussion 
qui  accompagne  le  troisième  cas,  ainsi  que  tes  proposi- 
tions et  les  formules  concernani  les  mouvements  que 
l'on  obtient  quand  on  part  des  courbes,  des  cônes  ou  des 
Gurfacei  qui  figurent  dans  les  énoncés. 

La  présente  Note  »  pour  objet  de  combler  cette 
lacune  (')  : 

I.  Soit  d'abord  une  ligure  plane  en  mouvement. 
Figurons  la  courbe  C  lieu  des  centres  instantanés  de 
rotation  dans  le  plan,  et  dans  la  position  qu'elle  occupe 
n  l'époque  l,  la  courbe  G  lieu  des  points  de  la  figure 


mobile  qui  coïncident  à  cbaqile  insUut  avec  le  centre 
Instantané  de  rotation  au  même  instant.  Ces  deux  courbes 
ont  en  commun  le  centre  instantané  de  rotation  A  à 
l'époque  t.  Soît  M  le  point  de  la  courbe  C  qui  sera 
centre  instantané  de  rotation  à  l'époque  f +  /i,  M'  le 
point  de  ta  courbe  mobile  qui  viendra  à  cette  époque 
coïncider  avec  te  point  M.  On  peut  amener  la  courbe  C 
dans  la  position  qu'elle  occupera  à  l'époque  i-+-/i  par 
une  translation  telle  que  tous  ses  points  décrivent  des 


(')  La  miïtliode  analytique 
liiuliiJe.  C'est  de  ce  procédé  ij 
Cxcritcnle  thcra  pour  rrlroiivi 


giatc  dana    l'emploi 

d'i 
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17) 
droites  égales  cl  parallèles  à  M'M,  puis  par  une  rotalîon 
autour  de  M,  de  l'angle  cp  dont  la  figure  plane  a  tourné 
pendant  le  temps  /(. 

Soit  I  ui)  point  quelconque  de  la  figure.  Il  vient 
d'abord  de  I  en  I|,  de  façon  que  le  segment  IJi  soit 
égal  et  parallèle  à  M'M,  puis  de  I|  en  1'  par  une  rota- 
tion autour  de  M  de  l'anglu  (p.  Joignons  I|  ['  et  II'. 
On  a 

(H')  _  OM  ^  d.i') 

A     ~     A  A     ' 

Faisons  tendre  h  vers  zéro.    W-^   a  pour  limite  la 

vitesse  du  point  I  à  l'époque  r,  c'est-à-dire  un  segment 
perpendiculaire  à  AI  et  égal  â  uÂI,  u  étant  la  limite 
de  -J-  — 'y^  a  même  limite  que  —r-^  puisfjue  les  points 
I,  et  l'ont  pour  limite  I,  et  puisque  le  point  M  a  pour 
limite  A.  On  voit  donc  que  le  segment      .      et,  par 

suite,  le  segment  — j—^  doivent  avoir  pour  limite  zéro. 

Or  on  a 

(M'M)  _  (A.M)  __  (AM') 
~%  A  A 

—  .  a  pour  limite  la  vitesse  d  un  mobile  qni  parcourrait 
la  courbe  C,  de  façon  à  se  trouver  à  chaque  instant  au 
centre  instantané  de  rotation,  .  a  pour  limite  1» 
vitesse,  dans  la  figure  mobile  snpjwsée  fix«  à  l'époque!, 
d'un  mobile  qui  parcourrait  la  courbe  C  de  façon 
à  se  trouver  à  cliaque  instant  au  point  qui  coïncidera 
H  cet  instant  avec  le  ecnlrc  instantané  de  rotation. 
Ces  deux  vitesses  devant  être  les-  mêmes,  d'abord  les 
courbes  C  ci  C  devront  être  tangentes  en  A  ;  ensuite,  si 
l'on  désigne  par  s  ut  5'  les  ai-cs  comptés  sur  C  et  C  à 
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(») 

|)drtlr  de  deux  origioes  O  et  (V  et  terminés  en  M  et  M', 


Si  l'on  compte  les  arcs  s  eis'  dans  les  sens  où  les  mo- 
biles se  déplacent  sur  les  courbes  C  et  C  pendant  le 
mouTemeUt,  on  devra  prendre  le  signe  -f-  dans  le  second 
membre  de  l'équation  précédente,  et  si  les  points  O  elO 
doivent  venir  coïncider  à  une  certaine  époque,  on  aura 
s  =^  s',  et  la  courbe  mobile  roulera  cflcctivcmcnt  sur  la 
courbe  fixe. 

En  modifiantlégèrement  la  démonstration  précédente, 
On  voit  aisément  que,  si  une  courbe  C  roule  sur  une 
courbe  C,  le  point  de  contact  est  à  cbaque  instant  le 
centre  inslantaité  de  rotation  dans  le  mouvement  d'une 
figure  plane  liée  à  C.  Proposons-nous  maintenant  de 
trouver  les  formules  qui  représentent  le  mouvement  ob- 
tenu en  faisant  rouler  une  courbe  sur  une  autrciSoientC 

Fig.  I. 


la  courbe  Qxe  rapportée  à  deux  axes  Ox,  Oj';  rtet  iles 
coordonnées  d'un  point  A  en  fonction  du  l'arc  compte 
stir  la  courbe  dans  un  sens  déterminé  à  partir  d'une 
origine  P.  Soit  C  la  courbe  mobile;  O'j/,  d'y  des  axes 
liés  à  cette  courbe,  n'  et  h'  les  coordonnées  d'un  point 
eu  fonction  de  l'arc  s'  coitipté  à  partir  d'une  origine 
fîxc  1^  dans  un  sens  déterminé. 

Supposons  maintenant  que  la  courbe  C  soit  placée  de 
façon  k  roulor  sur  la  combe  C,  ci  admettons  que  les 
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(  9) 
poînis  A ,  A'  doivenl  coïncider  n  une  certaine  époque  cl 
qu'il  en  soil  de  même  pour  P  ei  P'.  Supposons  enfin, 
que  les  aies  5  et  s'  soient  comptés  dans  les  sens  PA,  F' A' 
uu  dans  les  sens  opposés.  Avec  ces  lijpolbêses,  s  et  s' 
sont  la  même  fonction  du  temps  t  aclievant  de  définir  le 
roulement. 

Considérons  en  A  deux  axes  de  coordonnées,  l'uu  la 
tangente  A  X|  à  ta  courbe  dans  le  sens  des  arcs  croissants, 
l'autre  la  Dormalc  AjKi  faisant  avec  cette  tangente 
l'angle  -  dans  le  sens  des  axes.  Soient  A'x',,  A'j',  les 
axes  analogues  pour  la  seconde  courbe.  Les  axes  Oxy, 
O'x'y  ayant  même  sens  par  hypothèse,  quand  C  est 
placée  sur  C,  de  façon  que  A'  coïncide  avec  A  et  que  les 
deux  courbes  soient  tangentes,  les  axes  Aa:,j  i,  \'x',j'', 
coïncident. 

On  a  pour  passer  de  Oxjr  à  Ax  ,jt  les  formules 

a^  =  a-)-a:,  cos9-^i  sinç, 

y=  b  +x,  sin ç  -f-  j-|  cos  f, 

f  désignant  l'angle  de  la  tangente  Ax,  avec  Ox.  On  a 

<la  .  db 

On  a  de  même  pour  passer  de  O'x'j'à  K'x\y\  les  for- 
mules 

j^  =  a-r-x\cm<^'-y\  sinç'. 

y=A'-i-j-;  sinç'+y,  cosf, 

o'  désignant  l'angle  de  h.'x\  avec  O'x'.  On  a 


Si  nous  éciivons  que  l'on  a  wCi  =  xj ,  yi  =^'11  nous 
aurons  écrit  que  les  deux  courbes  roulent  l'une  sur 
l'autre  et  l'on  aura  donc  pour  les  formules  de  transfor- 
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■nation  permettant  de  passer  <lc5  axes  fixes  aux  axes  lies 
à  la  figure  mobile 

(ir—a)cosf-f-(y—b)sinf=     (i'-(i')cos<p'+0''— è'I  sinf, 

Oq  les  résout  aisément  par  rapport  à  x  et  _j'  et  l'on 
peut  en  déduire  l'expression  connue  de  la  vitesse  de 
rotation  delà  figure  mobile. 

IL  Soit  inainteriant  un  corps  solide  mobile  autour 
d'un  point  fixe  O.  Considérons  le  cône,  lieu  des  axes 
instantanés  de  rotation  dans  l'espacc,et  dans  la  position 
(ju'il  occupe  à  l'époijue  t,  le  cAiie  lieu  des  droites  du 
corps  qui  coïncident  à  cliaque  instant  avec  l'axe  instan- 
tané de  rotation  à  cet  instant. 

Limitons  les  deux  cônes  d'un  même  côté  du  sommet 
et  considérons  sur  les  deux  demi-cônes  ainsi  obtenus  les 
courbes  d'intersection  avec  la  sphère  de  rayon  égal  à 
l'unité  ayant  pour  centre  le  point  lixe.  Soient  C  et  C 
ces  courbes. 

A  l'époque  (,  les  deux  cônes  ont  en  commun  l'axe 
instantané  de  rotation  à  cette  époque.  Les  deux  courbes 
ont  donc  eu  commun  un  point  A.  Je  dis  qu'elles  sont 
tangentes  en  ce  point  et  que  de  plus,  si  l'on  considère  les 
arcs  comptés  sur  les  deux  courbes  à  partir  de  deux  points 
P  et  P'  qui  sont  l'un,  le  pôle  instantané  de  rotation  à 
une  époque  /j,  l'autre  le  point  de  la  courbe  C  qui  coïn- 
cide avec  P  à  l'époque  /,,  les  arcs  PA,  P'A  sont  égaux. 

Pour  le  démontrer,  nous  supposerons  la  première 
courbe  parcourue  par  un  mobile  qui  se  trouve  à  cbaque 
instant  au  pôle  instantané  de  rotation  à  cet  instant,  la 
seconde  par  un  mobile  qui  se  trouve  à  cliaquc  instant 
au  point  de  cette  courbe  qui  coïnciderait  à  cet  instant 
nvcL-  le  pôle  insiantané  de  rotation. 
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Soient  M  et   M'  lv9   positions  des   deux  mobiles  k 

l'^poqoe  l-i-h;  pour  amener  le  coq>s  de  la  position 

qu'il  occupe  à  l'époque  t  à  celle  qu'il  occupe  à  l'époque 

Fig.  3. 


t  +  A,  on  peut  d'abord  amener  OM'  sur  OM  par  une 
rotation  de  l'angle  M'OM  autour  d'un  axe  perpendicu- 
laire en  O  au  plan  M'OM,  puis  imprimer  au  corps  une 
rotation  convenable  autour  de  OM.  Supposons  que  l'on 
fasse  tendre  h  vers  zéro  et  voyons  quelle  sera  la  vitesse 
d'un  point  quelconque  1.  Dans  le  premier  mouvement 
le  point  I  vient  en  I,,  dans  le  second  en  l';on  a 


limite  la  vitesse  du  point  I  dans  un  mouvement  de  rota- 
tion autour  de  la  position  limite  de  la  perpendiculaire 
au  plan  M'OM  avec  une  vitesse  angulaire  égale  à  la  limite 
de  l'expression  — ^—j *  Cherchons  la  limite  du  seg- 
ment -— .  — >  sa  grandeur  limite  est  la  vitesse  angulaire 
cherchée,  et  sa  direction  nous  donnera  la  position  limite 
du  plan  M'OM.  On  a 

(MM-)  _  (AM'i       fAM)  _ 
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(i')el(/)vtaiit  les  vitesses  à  l'époque  t  des  mobiles  con- 
sidérés précédeinmeiit.  Si  donc  on  représeiiU'  par  AN 

.-.,  .  .  ,  (MM') 

el  Ai\'  ces  vitesses,  on  voit  que  le  rapport  i— .^^  a  pour 

limite  (JNN').  Le  plan  M'OM  aura  pour  limite  ]e  plan 
mené  par  OA  parallèlement  à  NN'.  D'autre  part,  — V— 
a  pour  limite  la  vitesse  de  I  dans  un  certain  mouvement 
de  rotation  autour  de  OA,  puisque  les  points  ï,  et  l'ont 
pour  limite  lut  que  le  point  M  a  pour  limite  A.  Comme, 
en  définitive,  la  vitesse  de  I  doit  être  la  même  que  dans 
un  mouvement  de  rotation  autour  de  OA  et  qu'elle  s'ob- 
tient en  composant  une  vitesse  de  rotation  autour  d'un 
axe  pert>endiculaiFe  à  OA  et  une  vitesse  de  rotatioii 
autour  de  OA,  il  faut  que  la  première  disparaisse.  Il 
faut  donc  que  le  segment  NN'  soit  nul,  c'est-à-dire  qu« 
les  points  N  et  N'  coïncident.  On  voit  donc  que  les 
courbes  0  el  C  seront  tangentes  en  A  et  que  l'on  aura 
V  ^  i^,  c'est-à-dire 

'/'  -  ^' 
ï/i~  'fTi' 

5  et  y  désignant  les  arcs  PA,  P'  A,  et,  comme  on  a  à  lu 
fois  j=:  j'  =  o,on  en  déduit  j  =  f'.  Le  théorème  est  donc 
démontré.  De  très  légères  modifications  à  celle  démon- 
stration permettent  de  faire  voir,  que  quand  un  cône 
roule  sur  un  cône  fixe  de  même  sommet,  l'arête  de  con- 
tact est  à  cbaque  instant  l'axe  instantané  de  rotation  dans 
le  mouvement  d'un  corps  lié  au  cône  mobile. 

Proposons -nous  maintenant  de  trouver  les  formules 
qui  permettent  d'étudier  le  mouvement  obtenu  en  faisant 
rouler  un  côue  sur  un  c6ne  fixe  de  même  sommet. 

Soient  0:c,  0_>^,  Ox  desaxes  rectangulaires  fixes  ayant 
pour  origine  le  sommet  commun  des  deux  cônes.  Soit  A 
un  point  de  la  courbe  C.  Considérons  un  système  d'axes 
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(   '3) 
formé  il«  la  droite  OA  pour  axe  des  z',  de  la  parallèli; 
menée  par  O  à  ta  tangenle  à  la  courbe  dans  le  sens 


positif  pour  axe  des  x',  enfin  de  la  perpendiculaire  O  j-' 
au  plan  Ox'^'  telle  que  tes  deux  trièdres  Oarj'z, 
0'x'_y'z'  aient  même  sens.  Soient 


l«s  foroLules  de  transformation  permettant  de  passer  de 
l'un  de  ces  systèmes  à  l'autre. 

Le  point  A  ayant  pour  coordonnées  a,  l>,  c,  fonctions 
de  l'arc  s  définissant  le  cône,  ou  a 


^=0, 


db_ 
"  d> 


ds 


Soient  ^,  T|,  i^  les  angles  de  la  normale  principale  en  A 
avec  les  axes  et  p  le  rayon  de  courbure,  on  a 

^_^  ^  _  cos)]  tfJç  ^  cos; 

dt*   ~"      p  rfî'  p  ds'  p 

Soil  !p  le  rayon  de  courbure  sphérîque,  inférieur  à  7  en 
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valeur  absolue,  posilif  ci  le  centre  de  courbure  sphériqae 
est  du  cbié  de  O^'  par  rapport  à  O  z',  négatif  dans  le  cas 
coD  traire. 

Dans  le  premier  eas,  ou  a  les  relations 

a'  cosï  +  p'  cosr,  -^  -(■  cos;  =      cosç.        ?  =  sin?, 

et  dans  le  second 

a'cosï  -t-  ?'  co8>i  +  f  cos;  =  _  C059,         p  =  -  sinf , 
a'cose  +  p*  cosi)  -I-  Y*  crjsi;  =       sïn  ç. 

On  aura  donc  dans  tous  les  cas  lus  relations 

P  P  '      P 

p      "^   p      ^    p 

on  a  égaletitcnt 

^cosï  _|_     co^  _^     cosÇ  ^ 

p  p      '  p 

On  a  donc 


Ou  eu  tire 

Considérons  maiutunant  j  comme  une  fonction  du 
temps  t  cl  posons 
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D  aura  fînalenienl  les 

rurmulcs 

J=.(.'c..,-,-,, 

f=.>?>...,-r., 

f- 

£  =  .-(v-T-r), 

2- 

''      dï  -  •  ^■ 

Faisous  pour  le  cône  mobile  supposé  rappoité  à  cl«s 
axes  liés  à  lui  ce  que  nous  avons  fait  pour  le  cône  6xe, 
en  all'ectant  toutes  les  quanlitéa  Je  l'iudice  i.  Suppo- 
sons  que  les  arcs  soient  comptés  sur  les  deux  courbes  C 
et  C  dans  des  sens  lels  que  les  arcs  comptés  dans  le 
uième  sens  soient  destinés  à  rouler  l'un  sur  l'autre.  On 
aura  les  formules  suivantes  pour  passer  des  axes  fixes 
aux  axes  liés  au  câue  mobile 


hP>  H- y';  =  a',  1,-1-  Pi^)-+-ï;5i, 


Remarquons  enfin  que  l'on  aura  v=:v,,  puisque  les 
deux  courbes  roulent  l'une  sur  l'autre.  Si  l'on  dérive  les 
formules  précédentes  par  rapport  au  temps,  en  y  regar- 
dant ^, ,_)',,  z,  comme  des  constantes,  on  obtieut  aisé- 
ment la  formule  connue  de  la  vitesse  de  rotation  du 
corps  Hé  au  c6ne  mobile,  soit  la  =:  ("(cot»  ^~  cota,). 

III.  Je  rappellerai  d'abord  quelques  propriétés  fon- 
damentales des  surfaces  réglées  proprement  dites. 

Soil  L  une  génératrice  quelconque.  Quand  l'on 
s'éloigne  de  plus  en  plus  sur  la  génératrice,  le  plan 
tangent  est  à  la  limite  parallèle  à  la  génératrice  infini- 
ment voisine  de   L.  C'esl-à-dïre  que  si,  par  un  point, 
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on  mène  des  parallèles  aux  génératrices  de  la  surface, 
lu  pian  tangent.'i  l'iniini  sur  une  génératrice  est  paral- 
lèle au  plan  tangent  au  cane  le  long  de  la  génératrice 
correspondante. 

Il  y  a  un  point  A  sur  la  génératriee  L  pour  lequel  le 
plan  tangent  est  perpendiculaire  au  plan  tangent  à  l'in- 
lîni  sur  la  génératrice.  Ce  point  est  unique,  il  s'appelle 
\epoint  central.  Enfin,  si  l'on  désigne  par  x  la  distance 
d'un  point  M  de  la  génératrice  au  point  A,  distance 
comptée  positivement  dans  un  sens,  négativement  dans 
l'autre,  par  f  l'angle  du  plan  tangent  en  ce  point  avec 
le  plan  tangent  au  point  central,  ou  a  la  relation 


n  étant  une  constante.  Elle  est  positive  si,  quand  on  se 
déplace  sur  la  génératrice  dans  le  sens  positif,  le  plan 
tangent  tourne  dans  le  sens  adopté,  négative  dans  le 
sens  contraire,  n  est  en  valeur  absolue  la  limite  du  rap- 
port de  la  plus  courte  distance  de  deux  génératrices  voi- 
sines à  leur  angle. 

On  appelle  ligne  de  striction  le  lieu  des  points  cen- 
traux sur  les  générairices.  Soit  (î cette  courbe  et  s  l'arc 
compté  dans  uu  sens  à  partir  d'uue  origine  iixc.  Soit 
aussi  le  cône  formé  par  les  parallèles  menées  par  un 
point  fixe  aux  dire<^tions  positives  des  génératrices  et 
soit  la  courbe  d'intersection  de  ce  cône  avec  la  sphère 
de  rayon  égal  à  l'unité.  Soit  a  l'arc  compté  sur  cette 
courbe  dans  le  sens  correspondant  à  celui  compté  sur  la 
ligne  de  striction.  Soit  enlin  i  l'angle  de  la  tangente 
dans  le  sens  des  arcs  croissants  à  la  ligne  de  striction 
avec  la  direction  positive  sur  la  génératrice.  On  a  en 
grandeur 

_  ./isini 
"""      rfo     ■ 
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Soit  maintenant  un  corps  solide  en  Diouvemenl  dans 
le  cas  général.  Considérons  la  surface  lieu  des  axes 
instantanés  de  torsion  dans  l'espace  et  dans  la  position 
■qu'elle  occupe  à  l'époque  f,  Ja  surface  lieu  des  droites 
du  corps  qui  coïncident  A  chaque  instant  avec  l'axe 
instantané  de  torsion  à  cet  instant.  Ces  deux  surfaces 
ont  en  commun  l'axe  instantané  de  torsion  AL  à  l'époque 
t.  Appelons  points  correspondants  sur  ces  deux  surfaces 
deux  points  qui  coïncident  à  une  certaine  époque.  Soit 
C  une  courbe  quelconque  tracée  sur  la  première  surface. 

Fig.  5. 


Considérons  cette  courhe  comme  parcourue  par  un  mo- 
bile M  qui  se  trouve  à  chaque  instant  sur  l'axe  instan- 
tané de  torsion  à  cet  instant.  Soit  M'  le  point  corres- 
pondant de  M. 

Ce  point  M'  décrira  sur  la  seconde  surface  une  courbe 
C  et  ces  deux  courbes  auront  en  commun  un  point  A 
delà  génératrice  AL,  Nous  supposeronsque  l'on  compte 
sur  ces  courbes  les  arcs  *  et  j*  à  partir  de  points  corres- 
pondants et  dans  les  sens  où  les  points  M  et  M' les  par- 
courent par  suite  du  mouvement.  Les  vitesses  v  et  v'  de 
CCS  mobiles  seront  alors  positives.  Supposons  mainte- 
nant que  les  positions  M  cl  M' des  mobiles  correspondent 
Ann.de  .Valhémat..  3'iéne,  l.  XVIIl.  Il«a\icr  i»<^.)         2 
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à  l'époque  t-+-h  et  soient  MN,  M'&l'  les  génératrices 
des  deux  surfaces  passant  par  M  et  M'. 

Pour  amener  la  surface  liée  an  corps  dans  la  position 
qu'elle  occupe  à  l'époque  ï  +  A,  on  peut  d'abord  lui 
faire  subir  une  iranslalion,  di;  façon  que  tous  ses  points 
décrivent  des  droites  égales  et  parallèles  à  M'M;  puis 
lui  imprimer  un  mouvement  de  rotation  autour  d'une 
droite  passant  par  M,  perpendiculaire  à  la  fois  à  iMiV  et 
à  M'H',  l'angle  décrit  étant  celui  de  M'N'  et  de  MN  ; 
CD&n  terminer  par  uoe  rotalion  d'un  angle  convenablu 
autour  de  MN. 

Si  l'on  fait  tendre  h  vers  zéro,  oh  voit  que  la  vitesse 
(l'un  point  quelconque  du  corps  est  la  somme  des  trois 
quantités  suivantes  :  i"  un  segment  égal  à  la  limite  de 

/( 

(M' M)  _  (AM>  _  (AM') 
h        "       h  A      ' 

c'est  donc  le  segment  V'V  joignant  les  eïtrémités  des 
vitesses  des  deux  mobiles  en  A;  a"  la  vitesse  du  point 
dans  un  mouvement  de  rota li ou  auLour  d'un  axe  passant 
par  A  et  perpendiculaire  à  AL;  3"  la  vitesse  du  point 
dans  nn  mouvement  de  rotation  autour  de  AL.  On  eit 
déduit  que  la  vitesse  du  mouvement  de  rotalion  autour 
de  l'axe  perpendiculaire  à  AL  doit  être  nulle  et  que  la 
vitesse  t^f  doit  èti'e  parallèleà  AL.  Considérons  d'abord 
la  seconde  condition.  Elle  fait  voir  que  les  plans  tan- 
gents en  A  aux  deux  surfaces  coïncident  ei,  comme  le 
point  A  est  un  point  quelcoii(|ue  de  la  génératrice,  on 
voit  que  les  deux  surfaces  réglées  auront  même  plan 
tangent  tout  le  long  de  cette  génératrice.  Il  en  résulte 
d'abord  que  si  l'une  des  surfaces  est  réglée  proprement 
dite,  l'autre  le  sera  aussi  et  que,  si  l'une  est  dévelop- 
pablc,  l'autre  le  sera  aussi. 
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Considérons  d'abord  le  cas  où  lus  deux  surfaces  sonl 
réglées  proprement  dites.  Nous  affecterons  de  l'indice 
prime  les  quantités  relatives  à  la  seconde. 

Sur  tes  génératrices  destinées  à  coïncider,  -les  points 
centraux  sont  des  points  correspondants  et  les  para- 
mètres sont  égaux  et  de  même  signe.  Faisons  coïncider 
les  lignes  de  striction  avec  les  courbes  C  et  C  ;  la  condi- 
tion que  VV  doit  être  parallèle  à  AL  donne 

Je  dis  que  la  vitesse  de  rotation  autour  de  l'axe  per- 
pendiculaire à  AL  est  alors  nulle;  «cite  vitesse  est 
la  limite  du  rapport  de  l'angle  de  MiV  et  de  M'N'  à 
l'intervalle  de  temps  h.  Or  ces  deux  génëralrices  sont 
à  la  limite  dans  le  plan  commun  perpendiculaire  au 
plan  central  passant  par  AL  el,  comme  les  |>aramétres 
sont  de  môme  signe,  MN  et  M'iN'  viennent  dans  le  même 
demi-plan.  Les  paramètres  étant  égaux,  on  a 


Les  numérateurs  étant  égaux,  on  aura 

Or  l'angle  de  MN  et  de  M'N'  est  en  valeur  absolu^ 
l'iutîninient  petit  ih  —  du',  ce  qui  démontre  la  propo- 
sition . 

Ainsi  doue,  pourquedcmcsurfaces  puîssenlêu-c  l'une, 
le  lieu  des  axes  de  torsion  dans  l'espace,  l'autre  le 
lieu  des  axes  de  torsion  dans  le  corps,  il  faut  et  il 
suffit  que  si  l'on  considère  les  lignes  de  striction  et  que 
l'on  désigne  par  s  et  s' les  arcs  correspondant  à  des  gé- 
nératrices de  même  paramètre,  on  ait 
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Les  deux  surfaces  ne  sont  donc  pas  aibiiraïres. 

Dans  le  cas  particulier  où,  pour  l'une  des  surfaces,  lu 
paramètre  est  le  même  pour  toutes  les  géDératrîces, 
comme  cela  a^lieu  pour  les  liyperboloïdes  de  révolution 
à  une  nappe,  il  faudra  qu'il  en  soit  de  même  pour 
l'autre  surface  et  alors  la  relation  piéeédente  détermine 
les  génératrices  qui  doivent  s'appliquer  les  unes  sur  les 
autres. 

bj  iiou^'revenons  au  cas  général,  on  voit  que  la  vitcss» 
de  translation  du  corps  est 


Supposons  maintenant  (|ue  les  deux  surfaces  soient 
développables  et  qu'auctiiic  d'elles  ne  soit  un  cylindre 

Reprenons  U^^.  5  sur  laquelle  nous  avons  repré- 
senté en  pins  Iks  frètes  de  rebroussenient  R  et  R'  des 
deux  surl'aces  et  les  points  de  contact  B  et  U'   de  ces 


arêtes  de  rebroussemcnt  avec  la  génératrice  commune 
AL.  Supposons  que  les  points  N  et  ]\'  soient  les  points 
de  contact  des  génératrices  MN,  M'N'  avec  leurs  arêtes 
de  rebroussemcnt.  Considérons  deux  nouveaux  mobiles 
parcourant  les  courbes  R  et  R'  de  façon  à  se  trouver 
constamment  le  premier  en  N,  le  second  en  N', 

Désignons  à  l'époque  t  les  vitesses  de  ces  mobiles  par 
i-et  v'.  Considérons  les  longueuis  N.M,  N' M' comme  des 
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fonctions  du  temps  et  soii-nl  /  et  /'  leurs  valeurs  BA, 
B'A  «  l'époque  (.  Les  quantités  v,  t^,  l,  /  seront  complëes 
posiiivement  dans  la  direction  AL.  Dès  lors,  la  vitesse 
do  point  M  est,  à  l'époque  t,  quand  ce  point  esl  en  A,  la 
résultante  "^^  *"  "♦"  jT  portée  snr  la  direction  AL  et  de 
—  portée  sur  la  normale  principale  à  la  courbe  R  en  B, 
p  étant  le  rayon  de  rourture  de  cette  courbe  en  B.  De 
même,   la  vitesse  du  point  W  à  l'époqne  /,   quand  ce 

point  est  en  A,  est  la  résultante  de  */  +  j-  portée  sur  la 
direGliuu  AL  et  de  — ;-  portée  sur  la  tiorinalc  principale 
à  la  courbe  R'  en  6',  p'  étant  le  rayon  de  courbure  de 
cette  courbe  en  B'.  Les  deux  composantes  suivant  les 
normales  principales  sont  situées  perpendiculairement 
à  AL  dans  le  plan  osculateur  commun  aux  deux  courbes 
R  et  R';  la  droite  V'V  devant  être  parallèle  à  AL,  ou 
devra  avoir 


On  doit  prendre  le  signe  +  si  les  normales  princi- 
pales sont  de  même  sens,  le  signe  —  si  elles  sont  de 
sens  contraire.  Comme  on  peut  augmenter  /  et  /'  d'une 
quantité  arbitraire,  puisque  le  point  A'est  quelconque 
sur  la  génératrice  AL,  on  en  déduit  que  l'on  aura  sépa- 
rément 


=  '■, 


Les  deux  arêtes  de  rebrousse  ment  sont  donc  à  chaque 
instant  tangentes  au  même  point  do  la  génératrice  com- 
mune et  la  relation 
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détermineles  poîiils  successifs  de  ungencc;  les  arcs  sels' 
sout  alors  comptés  de  façon  à  aller  lous  deux  en  croissant 
ou  en  décroissant  dans  le  mouvement. 

Je  dis  qu'alors  U  vitesse  de  rotation  autour  de  l'axe 
perpendiculaire  à  AL  est  nulle.  En  eSet,  les  deux  droites 
NM,  r4'M'  sont  n  la  limite  dans  le  plan  osculateur  com- 
mun aux  deux  «tourbes.  Les  angles  infiniment  petits  que 
les  génératrices  KM,  N'M'  font  avec  AL  sont  alors  les 
angles  de  conLÎngeiice  —  et  — ;  i  et  sont  égaux.  L'angle 
infiniment  petit  de  NM  et  de  N'M'  est  donc  nul. 

La  vitesse  de  translation  du  corps  à  l'époque  t  est 

Considérons  maintenant  le  cas  où  l'une  des  surfaces, 
ta  surface  mobile  par  exemple,  est  un  cône.  Il  n'y  aura 
rien  de  changé  dans  la  méthode  précédente.  Seulement 
la  courbe  B'  n'existe  plus,  le  point  N'  coïncide  toujours 
avec  B',  et  -;  doit  être  remplacé  par  ^  i  a'  étant  l'arc 
compté  sur  la  courbe  d'intersection  du  cône  avec  la 
spbère  de  rayon  égal  à  l'unité.  On  voit  alors  que  le 
sommet  du  cône  doit  être  constamment  sur  l'arête  de 
rebroussement  delà  surface  dcveloppable  et  la  relation 

rf«       ,. 

—  =  dot 

P 
détermine  les  génératrices  correspondantes  sur  le  cône 
et  sur  la  surface  développable  proprement  dite.  La  vi- 
tesse de  translation  du  corps  l'st  -j-> 

Si  la  surface  ûxe  était  un  cône,  la  surface  mobile 
développable  proprement  dite,  il  faudrait  que  son  arête 
de  rebroussement  passât  constamment  par  le  sommet  du 
cône  et  l'on  aurait  la  relation 

..  1  '/»■ 
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pour  déterminer  les  génératrices  coiTcspondaiites  sur 
les  deux  surfaces.  La  vitesse  de  trauslation  du  corps  est 
alors  —  T-  ■ 

Si  les  deux  surfaces  sont  des  cônes,  on  voit  qu'iU 
doivent  avoir  même  sommet  et  ion  retombe  dans  le 
paragraphe  II. 

Enfin,  si  l'une  des  surfaces  est  un  cjlindre,  ou  voit, 
puisque  l'angle  infiniment  petit  de  NM  et  de  N'M'  doit 
être  nul,  que  la  seconde  surface  est  aussi  un  cylindre. 
La  question  est  alors  la  même  que  celle  qui  a  fait  l'objet 
du  paragraphe  1,  avec  cette  légère  modification  que  l'on 
a  à  y  considérer  en  plus  un  déplacement  parallèlement 
aux  génératrices  des  cylindres. 

Le  mouvement  du  cylindre  mobile  se  composera 
donc  d'un  roulement  sur  le  cylindre  fixe  et  d'un  glisse- 
ment parallèlement  aux  génératrices. 

Nous  allons  maintenant  étudier  aualylîquement  le 
mouvement  produit  en  faisant  mouvoir  une  surface 
réglée  de  fa^on  qu'elle  touche  constamment  le  long 
d'une  génératrice  une  surface  réglée  fisc. 

Supposons  d'abord  que  les  deux  surfaces  soient  ré- 
glées proprement  dites.  Soient  l'une  des  surfaces,  C  une 
courbe  tracée  sur  cette  surface  ;  a,  i,  c  les  coordonnées 
d'un  point  A  en  fonction  de  l'arc  s  ;  a",  P",  -('  les  cosinus 
directeurs  d'une  demi-droite  AL  passant  par  A  et  coïn- 
cidant avec  la  génératrice,  exprimés  également  en  fonc- 
tion de  l'arc  .t. 

Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  surface 
peuvent  s'écrire 

x=a-\-\3^,        _y  =  *-H>.3'.         i  =  c-t-  X-f', 

\  étani  une  arbitraire  qui  représente  la  distance  d'un 
point  de  la  génératrice  au  point  A,  distance  comptée 
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positivemetit  sur  ÂL,  négativement  en  sens  contraire. 
L'équation  du  plan  tangent  en  ce  point  est 


S-- 

f  r 

+  x 

i^ 

Y  — 6 


Pour  que  la  courbe  C  soit  la  ligne  de 
et  il  suffit  que  l'on  ait 


(') 


db  rf£' 
'  ds   ~ds  ' 


Nous  supposerons  désormais  cette  condition  remplie. 

Prenons  de  nouveaux  axes  liés  au  .mouvemeut  de  la 

génératrice^  AL  pour  axe  des  z';  soit  AT  la  tangente  à 


la  ligue  de  striction  dans  le  sens  des  arcs  croissants; 
prenons  Ax'  dans  le  plan  de  AT  et  de  Az'  et  du  même 
côté  de  Az'  que  AT  ;  enfin  Ay  sera  perpendiculaire  au 
plan  Axf^  de  façon  que  le  triédre  Ax'y'z'  ait  même 
sens  que  le  trièdre  des  axes  fixes. 
Soient 
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les  fortiiales  de  traits  format!  ou.  Nous  avous  déjà  désigné 
par  I  l'angle  de  AVet  de  AT.  On  a  les  relations 


L'équation  du  plan  tangent  en  un  point  du  la  généra- 
trice devient 

Cette  équation  donne  la  valeur  en  grandeur  et  en 
signe  du  paramètre  n,  soit 

'     d,^'     d,^^    d,  T. 

En  tenant  compte  de  (i)  et  de  (a),  on  a  les  équalions 

rit     ^  r      J.     -^  ^      J.     —  "^ 


•■S 

-rf 

-^■ï  = 

ïî.' 

-î 

*rî 

-^ï  = 

.. 

Oue» 

déduit 

dt' 

=  -.'îi^. 

a.- 

.in; 

4: 

3r  =  '  ' 
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Cherchons  ciiGit  la  quamilé 

„■  ^  ^  fi'  ^  -.-  v'  ^  . 
fis       ^  ds        '  di 

Pour  c«la,  remarquons  que  l'on  a 
,d^a       „,rf'6        ,  dlç  _  n'cosS-^P'ct 


Ç,  r„  ^  étant  les  angles  de  la  normale  principale  à  la 
courbe  C  avec  les  axes  fixes,  p  le  rayon  de  <:ourbure  d<! 
celte  courbe;  d'après  le  tliéorème  de  Mounicc,  le  second 
membre  est  égal  à  ^j  H,  étant  le  rayon  de  courbure  de 
la  section  normale  à  la  surface  réglée  pas'>ant  |>ar  AT, 
ce  rayon  de  courbure  étant  positif  ou  négatif,  selon  que 
le  centre  de  courbure  est  sur  O^''  ou  dans  la  direction 
opposée.  Posons 


Od  aura  alors  les  relations 


di 

->§ 

-vS=o 

du 

-rS 

-r'S^^ 

da. 

*rï 

-^S=" 
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On  en  tire 


jrf.  _       /!ini        CO.A 
On  trouvera  de  même 


C«9  formules  fitablics,  supposons  que  les  notations 
précédentes  se  rapportent  à  la  surface  fixe  et  désignons 
celles  relatives  à  la  surface  mobile  par  les  mêmes  lettres 
affectées  de  l'indice  i .  Remarquons  que  l'on  peut  choisir 
la  direction  A|  z\  et  le  sens  dans  lequel  on  compte  l'arc  St 
de  la  courbe  C|  de  façon  que  dans  le  mouvement  les 
«Ttes  A x'^z*  coïncident  avec  Atx\y',  z\  ut  que  tîi  soit 
égal  à  n  en  grandeur  et  en  signe.  On  aura  alors  les  for- 
mules suivantes  pour  passer  des  axes  fixes  aux  axes  liés 
à  la  surface  mobile 


=  «'(3;-a)-+-p'(^  — *)  +  Y'(*-c) 

=  a;(a-,~-a,)+p',(y.-*.)  +  -rl(ai-ci), 

=  k\  {x^  -  a,)  +  p;  (/i—  *i)  +  ïî  («1  —  Cl  ). 


Si  l'on  pose 
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(  =8  ) 
on  IrouYt',  en  dérivant  par  rapport  au  temps  les  équa- 
tions prét'édentes  et  désignant  par  V^-,  \y,  V,' les  projec- 
tions de  ta  vitesse  d'un  point  de  la  surface  mobile  sur 
lea  axes  Ax',  A^',  Az',  les  formules  suivantes 


V. —  V  cosi  +  ^-^y  =  —  f  I  coa t",  -h  c,  ^^ y. 

Pour  que  l'on  ait  un  mouvement  de  torsion  autour  de 
l'axe  des  t',  il  faut  et  il  suGGt  que  l'on  ait 


Considérons  maintenant  le  cas  où  l<:s  deux  surfaces 
sont  développaMes,  maison  aucune  [d'elles  n'est  ni  un 
cylindre,  ni  un  cône.  Soit  Cl'arèle  de  rebroussement  de 
]a  surface  lixe.  Prenons  la  tangente  eu  un  point  A  dans 
le  sens  des  arcs  croissants  pour  axe  des  z',  la  normale 
principale  pour  axe  des  x'  et  la  perpendiculaire  au  plan 
osculaleur  dans  un  sous  tel  que  le  triédre  Kx'y z'  ait 
même  sens  que  celui  des  axes  fixes  pour  axe  iles^'. 

Soient 

a  =  c-H^i'  +  ^y-i-Y'a', 

les  formules  de  transformation  de  coordonnées.  On  aura, 
en  désignant  par  p  le  rayon  de  courbure,  par  t  le  rayon 
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(le  torsion  aSecié  de  signe,  lus  formules  s 


dt        p  dt        p  ds    ~~  p 

^  =  "  ^  =  ?  EL  -1 

^  _  _  a'  _  a^  rf^ 1'  _  L'  ^  _  _  ï!  _  l' 

rfî  "^        P  ^'  "^         P  i^*  "^         P 

Désignons  inaiatuiiaut  les  notations  relatives  n  la  sur- 
face mobile  par  les  munies  lettres  affectées  Je  l'indice  i .  Il 
faut  placer  la  surface  mobile  sur  la  surface  fixe  de  façon 
à  faire  coïncider  les  axes  des  z'  et  des  s\  et  les  plans 
Ax'f'  et  A,  x\  z\ .  Nous  pouvons  supposer  que  l'on  fasse 
coïncider  la  direction  positive  de  Ar'  avec  la  direction 
positive  de  h.,z\. 

Od  aura  alors  lus  formules  suivantes  pour  passer  des 
axes  fixes  aux  axes  liés  à  la  surface  mobile 
x-=-j.{x~a)-\-^{y-b-i-\-'(lz  —  c) 

y  =  ^-{x-a)  +  ^'(.y-b)  +  i{s-c) 

=  ±[al(;r,-a,)-*-p;(/.-*i)  +  V'i(=i-'^.)l. 

=  ;  +  [«;(;j-.-«l)+3î(;',-6,)  +  YÎ(*--Ci)]. 
/désignant  la  distance  AA,,  les  signes  +  devant  être 
pris  si  les  novmales  principales  sont  du  même  côté  de 
la  génératrice,  les  signes  —  devant  être  pris  dans  le  cas 
contraire. 

On  en  tire,  en  posant 

di  _  rfj,  _ 

dt  ~  "'         'di  ~    '' 

et  dérivant  par  rapport  au  temps  les  expressions  des 
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■  projections  V,',  Vy,  V,'  de  la  vitesse  d'uu  point  sur  les 
axes  Ax*,  Aj(',  Ar'.  Ce  sodl 


Pour  que  l'on  ait  un  mouvement  de  torsion  autour  de 
l'ase  des  z' ,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 


Considérons  enfin  te  cas  où  l'une  des  deux  surfaces 
développables  est  un  cône.  Nons  venons  de  donner  les 
formules  relatives  à  la  surface  développable;  nous 
avons  donné  dans  le  paragraphe  II  les  formules  rela- 
tives au  côno.  Il  nou.s  suffira  de  les  réunir. 

Les  notations  relatives  an  cône  seront  affectées  de 
l'indice  i .  Quand  le  cône  est  placé  sur  la  surface  déve- 
loppable, on  peut  toujours  supposer  que  les  parties  po- 
sitives des  axes  A  z'  et  O,  «',  coïncident,  et  que  Ax"  est 
parallèle  à  0(  x\  et  de  même  sens. 

On  a  alors  pour  passer  des  axes  liés  à  la  surface  dé- 
veloppable à  ceux  liés  au  cône  les  formules 


(«;- 

-«)+  ?(^- 

-6)+  Y(-» 

-c)  = 

=  a,3;,-t-P,^,  +  Y,  31 

(■»- 

-»)+  P'(^- 

-bH-H~- 

-c)  = 

=  ";*.  +  P'.^.+7'.'. 

(»- 

-«)+r(j- 

-6)  +  ,-<»- 

-c,= 

(  +  <i,  +  ji;^,  +  T 

/désignant  la  distance  AO|. 

Si  niainlcnant  nous  supposons  la  surface  dévelop- 
pable fixe,  il  nous  faut  regarder  X|,  j  ,,  z,  comme  des 
constantes  en  dérivant  par  rapport  au  temps  cl  x,  y,  z 
comme  variables.  .Si,   au  contraire,  nous  supposons  le 
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coiie  fixe,  il  nous  fatil  regarder  x,  y,  «  comme  des  con- 
stantes elXi,^i,  z,  comme  variables.  Les  formules  ob- 
tenues ne  diiTereroiit  (ju'en  ce  que  les  projections  V^-, 
Vy,  Vj-sur  Aj:*,  A^',  A  z' d'un  point  de  la  (igure  mobile 
seront  dans  le  second  cas  dans  les  seconds  membres  des 
formules  suivantes 

v,._  !Z'  _  '^'  =  i,,  cot<p,y-  »•,(«'-  0. 

Vj^-l =  —  COt  fiV,!', 

^  p         dt         '     ' 

où  l'on  a 

Pour  que  l'on  ait  un  mouvement  du  torsion  autour  de 
l'axe  des  z',  il  faut  et  il  snflit  que  l'on  ail 

i  =  o,         -  =  v,. 

P 

Les  Torinulus  relatives  au  mouvement  d'un  cylindre 
touchant  à  cliacgue  îtistant  uu  cylindre  fixe  lo  long  d'une 
généralricesedêduîscnl  trop  simplement  du  paragraphe! 
pour  qu'il  y  ait  lien  d'insister. 


[Klo] 
FORMULES  rOUR  L'ÉTUDE  D'UNE  PlfiURE  REMARQUABLE; 

P*R  H.  GiACOMO  CANDIDO,  à  Pise. 


Le  but  de  cet  article  est  d'indiquer  quelques  formules 
qui  peuvent  servir  pour  l'étude  d'une  ligure  remar- 
quable. On  trouvera  même  quelques  applications. 
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M.  le  Professeur  F.  Ferrari  (Periodico  di  Matema- 
tica,  vol.  VIII,  p.  67}  en  gt^néia lisant  quelques  formules 
de  M.  le  Professeur  Tliiry  résout  le  problème  suivant  ; 
Calculer  les  distances  des  points  du  plan  aux  sommets 
d'un  triangle  et  les  distances  mutuelles  de  ces  points, 
connaissant  les  rapports  que  déterminent  sur  les  côtés 
du  triangle  tes  droites  joignant  ces  points  aux  som- 
mets.  Soit  ABC  le  triangle,  P  le  point  i 


extérieur  au  triangle  et  AD,  BE,  CF  les  droites  qui  le 
projettent  par  A,  B,  C  sur  BC,  AC,  AH.  Faisons 


cl  eu  prenant  m,  p,  q  positifs  ou  négalifs  selon  que  D, 
E,  F  tombent  sur  les  côtés  ou  sur  leur  prolongement, 
on  a 

ICP' =  [(!  + m)(o'»n -f- A>;  — me»]  :  (m/. -i-j> -t- 1)', 
Ap'=[(t-i-/i)    (pb^-hc')—pa*]:  ipq-i-p-ht)'. 

Supposons  mainleuant  que   AD,  BE,  CF  coupent    le 
cercle  circonscrit  au  triangle  en  A|,B,,  C,  respcelive- 
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ment,  on  a  ainsi  un  autre  triangle  A,  lt|Cf  Alors  ou  a 


AF 

H-FR 
FB 

=  m^., 

AF-i-F(î 

AF 

—  - 

ll'uÙ 

ÂF.Fiï 

("■  +  i)\ 

no 

ÂF.FB  = 

me» 

(m  +  i)'' 

d'ailleurs 

d'où 

FC,= 


FC.(m  +  0'' 


Maintenant  des  formules  (  I)  ou  tiie 

<i'où 

FCi  = 


(!  +  /«)• 

<1  + 

(n 

i  +  i)(mn'-)-6«) 

me 

(1  + 

"0*/C 

a'm  +  *» 

-me' 

Ai  + 

1R,= 

y/U^ 

Par  les   triauglcs  semblables    ABD,   CDA,,    BDA,, 
4na.  de  Malhémat.,  a-série,  t.  XVIII.(innvier  iNyij.)  3 
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AUC,  . . .,  uii  lire  les  aulrvï  fuiiDule»  : 


t'I 

apb 

-pa' 

l/( 

ab 

-/■<»' 

A. 

te. 

""' 

^^ 

eb 

-'"' 

A' 

+  m)(/Ho'+i' 

—  me' 

«i  à  ci'S  roniiulfs  nous  pouvons  c»  joindre  d'aiitn-s  rela- 
tives aux  angles  qnn  I<:s  dioites  AD,  BF,  CF  font  avec 
les  cotés  du  tiiaiigle  ABC. 
Posons 

BAA,  =  e,      c,ca=e,      678?:  =  ?, 


■''       Asin(A-e)             "■       asin(C 

"""T 

*=csin(B-?)' 

l'où 

Ap  sin  A                                   on 

nsini 

,,.._      ■:?■'"? 

'•""       <.  +  o,co..- 

l  do  ces  formules  on  lire  It-s  suivantes  : 

,.^g                     ApsinA 

v'6V-î-c>-i-aAc/)co 

A 

c  +  ApcosA 

v'*'/''- 
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^btp^+c^+tbcpco: 

;A 

.,.i„B 

/c'  ç'  +  n'  4-  a  aeq  ci 

ïsB 

«  +  .,co.B 

j/c'çï  +  aï-H'jacgci 

3SB 

a.sinB 

j/c'j'-+-a'+2«cgci 

osB 

cy-KicosB 

^c>y'-(- a"-t- affcç  et 

>sB 

a/H'*inC 

^a'm^+b^+iabme< 

>sC 

b  ■+■  am  coaO 

y/a^m'-i-b^  +  tabm 

cosC 

bt.\nC 

^a'  ni'  H-  i'  +  2  abm 

cosC 

flni  +  icosG 

in(C-î)  = 
os(C-ï)  = 


Phehière  APPLiciTioH.  —  Surface  du  triangle 
A|  B|  Ci  :  Les  angles  du  trianglu  A|  Bf  C|  sont  respect!- 
vemen  t 

A,=  B  —  ç-i-E,        B,  =  C-î  +  0,        G,  =  A,  —  e-+-ç; 

il  en  résulte 

sinA=smCB-,p)cosï  +  sinîcos(B-î) 

_      g  sinB(6  -t-  am  cosCj-v  am  cosC(cy  +  acoaB) 
v'(a'm>-t-*>+  2aémcosC)(c*9>-l-(i>+aaCîCOsB)' 

et  en  répétant  la   même  chose  pour  sinB,    et  sÎdCi, 
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^■^  .(.msinA-.6MnB^.mysinG) 

, b(amp  fin X  -i- bp  sinB -i- c  sinC) 

l/(a*ffi'  +  6'-h  aoifn  coaC)(6*jD'+  c'-t-  aéc/)cosA) 
ginC  =  cfnsinA  +  fc/iy  sinB-HcysinC) 

/(c'g'+d'  +  aacy  cosB){A*/t*M-c'+26c/tcosAJ 

De  ces  formules,  comme  on  voit  facilement,  on  tire  la 
formule  cjuî  donne  la  surface  du  ttiaiiglc  A|  B,C|,  et 
«n  appelant  S|  |la  surfacej^de  ce  triangle,  et  S  celle  du 
triangle  ABC,  on  a 

""{«'m'+6'-i-a«6mcosCX<;'î*  +  «'-i-2acyccisB)(&'^'+c'H-2Ac/ïeosA) 

Pour  la  surface  de  l'Iicxagone  AC|BA|CB,  on  a  la 
formule 

E  =  8B»S  ff  •^<^'/'''^'''>'='"8^    I    ?+(c'?'+n')cotKB 
|_è'/i'  +  c*  +  26c^cosA       c*9'-i-.o'-nacç  cosB 

d'mt-t-é'+aaftmcosCj' 

Si  le  point  P  est  te  centre  de  gravité  du  triangle  \KC 
on  a  la  formate 

S  ^ (a'-t-ft'+c')'S . 

'      (/i>-4-4iccos4)(*'+  i(acc(.sB)(c>-i-4a6cosG)' 

si  ce  point  est  le  point  de  Lenioine  du  triangle  AllC, 
on  a 

'       (a»-H  4AccosA)(A'+ 4  ac cosB)(c>-i- 4^6  cosC)' 

Deuxième  APPLiCATto».  —  Le  quadrilatère  karmo- 
n/fiie;  Supposons  que  le  point  P  soit  le  point  de  Lenioine 
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Par  lus  formules  (  IV  )  oa  a 

A7e.AB  =  I7B.CA, 
c;b.câ=  AG^.BG, 
g7Â.BG=  iîTC.AB, 

d'où    nous   concluons    :    Les    quadrilatères  KC,  BC, 
ABA,0,  ABCB,  sont  harmoniques. 

Considérons  en  paiiiculîcr  lu  quadrilatère  ABA,C; 
on  obtient  par  nos  formules 

ÂTb*  _  c»  AC"*  _  ^  _  ÂÏÏ"' 

d'où  nous  concluons  que  :  Le  point  de  concours  D  des 
diagonales  eU  le  point  de  Lemoine  du  quadrilatère. 
La  même  considération  pour  les  points  E  e/  F  rela- 
tivement aux  quadrilatères. 

CoKOLi.AinE.  —  Les  tangentes  menées  par  les  extré- 
mités d^ une  diagonale,  dans  un  quadrilatère  harmo- 
nique, se  coupent  sur  l'autre  diagonale. 

Considérons  le  quadrilatère  B|C|A,C;  par  nos  for- 
mules on  a 

Brc; .  Â7C7=  gT|  .X,^  , 

donc  :  Le  quadrilatère  B,  Ci  A,C  est  harmonique. 

H  en  est  de  même  des  quadrilatères  C|A(B|A, 
A.B.C.B. 

Cokollaiur.  —  Les  deux  triangles  ABC,  A,BiCl 
wnt  cosymédians. 
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Questions.  —  On  voit  fadlnmcnt  comment  ()ar  le 
moyen  des  formules  indiquées  on  peut  aborder  l'éHide 
d'une  foule  de  problèmes  relatifs  aux  difTérenlcs  rela- 
tions métriques  eulre  les  éléments  de  la  figure  que  nous 
avons  étudiée,  et  comment  la  combinaison  même  de  ces 
formules  peut  donner  quel(|ue3  propriétés  spéciales  de 
ligures  particulières  (en  pienant  pour  m, /',  9  des  valeurs 
particulières). 

Par  exemple  étudier  quand  on  a 

A,  G  _  B^A^  _  ^1  B 
AB  ~  BG  ~  CA  ' 
A,A=  AB-H  A,C 


A,D 

A, G, 

BP 
BÊ 

GP 
-  gF- 

*. 

B,G 

=  A,Gi 

PE 

=  PF  = 

-■(')■ 

Si  le  point  P  est  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC, 


[L*6a] 
SUR  m  QIIADRIQUES  CIIICOKSCftITES  A  UN  TÉTRABDRB; 

Par  m.  Gii.  BIOCHE. 


Ou  sait  que  le  triangle  formé  par  trois  points  d'une 
conique  et  le  tiiaiigle  formé  par  les  tangentes  en  ces 

{<)  liileimddiaire  tics  Mathématiciens,  l.  IV,  p.  97  (  lOU  ). 
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jioints  3onlliOtnulogi([ues.  Il  csl  iialiirelilc  se  demander 
jî  le  tétraèdre  formé  par  quatre  (loîiits  d'une  (juadriquc 
lion  d^veloppable  et  le  tétraèdte  formé  |>ai'  tes  plans 
taugents  sont  homologiques.  Je  vais  montrer  que  cela 
■l'a  pas  toujours  lieu,  mais  que  sur  une  quadrique 
(lonaée,  non  développable,  on  peut  toujours  trouver 
des  systèmes  de  quatre  points  présentant  celle  particu- 
larité. 

i.   Si  le  tétraèdre  de  référence  a  pour  facrs 

X,  =  o,        X,=  o,        X,  =  o,        X,  =  o, 

l'équation  d'une  quadrique  circonscrite  peut  s'écriie 

-AfttXftXt=  o, 

h  et  A:  prenant  les  valeurs  i,  a,  3,  4,  mais  ne  prenant 
pas  tous  deux  à  la  fois  la  même  valeur;  en  outre,  je  sup- 
poserai 

Aa,*=A*.a. 

Les  plans  tangents  aux  ditlérents  sommets  ont  pour 
équations 

A,.,X,+  A,,,X,-)-  A,,iXi  =  o, 
A,,iX,-i-  A,.,X,-H  AiiXi  =  o, 
A,,,X,  -1-  Aj,,X,-+-  Aj.vXt  =  o. 
Ai.,Xi-HAt,,X,-HA»,,X,  =  o. 

Pour  que  le  tétraèdre  formé  par  ces  plans  soit  liomo- 
logique  du  tétraèdre  de  référence,  il  faut  et  il  suffit  que 
les  traces  des  plans  tangents  sur  les  faces  dn  tétraèdre 
Je  référence  soient  dans  un  même  plan  ;  en  particulier, 
il  faut  que  les  plans  tangents  aux  sommets  d'une  arête 
coupent  l'arôLe  opposée  au  môme  point.  Or  l'arête 
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roupe  lus  plans  tangents  corrcs pondants  aux  points 
X,  =  X,=  o,        A|,,X,-(-  A,,tXi  =  o, 
X,  =  X,  =  o,        A,,,X,  -1-  A,..Xt  =  o. 

La  condition  pour  que  ces  points  soient  confondus  dsI 
que 

A,,,A,.t  =  A,,,A,.t. 

Si  l'on  oi>èrii  de  in<ïini!  pour  l'artite, 

X,=  o,        X,  =  o, 
on  trouve 

A,,,A,.,  =  A,.,A,.t. 

â,  Les  conditions  ti-ouvécs  sont  sufGsantos,  car  si  l'on 
pose 


l'cquatiou  de  la  suiTaen  prul  s'écrire 

X^X,       X,\,       X.Xt       X, X,       X,X,       X|X,  _ 

"^r"^  »T  "^  "  ^  fiY  ^  ps  '*'-^- 

et  les  traces  des  plans  tangents  sont  dans  le  plan 


<»>  .     f 


X,       X,       X, 

qui  joigneul 


Ia:s  droites  qui  joignent  It^s  somincls  du  tétraèdre 
de  référenco  aux  sumniet.i  du  tétraèdre  circousciil  se 
coupent  au  point 


(A) 


X,  _  X,  _  X,  _  Xt 


Ou  voit  qu'étant  donné  un  tétraèdre,  ou  peut  toujours 
prendre  arbitrairement  soit  le  plan  d'hoinulogie  H,  soit 
le  jiole  d'Iioinulugie  A;  on  a  nue  cjuadrique  rireonserite 
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au  tétraèdre  de  référence  et  inscrite  dana  un  autre,  homo- 
logiquede  celui-ci. 

3.  Si  l'on  se  donne  une  quadrii^ue  non  dévelop- 
pable  Q,  on  peut  trouver  sur  cette  surface  des  systèmes 
de  quatre  points  tels  que  le  tétraèdre  formé  par  un  de 
ces  systèmes  soiL  homologîque  du  tétraèdre  formé  par 
les  plans  tangents  en  ces  points. 

Soient  A,  B,  C  trois  points  pris  arbitrairement  sur  Q 
(mais  non  en  ligne  droite),  le  plan  ABC  coupe  Q  sui- 
vant une  conique,  et  les  tangentes  en  A,  B,  C  à  cette 
conique  coupent  les  càtés  opposés  en  trois  points  situés 
sur  une  même  droite  A.  Si  l'on  mène  par  A  un  pi  an  tan- 
gent à  Q,  soit  D  le  point  de  contact,  le  tétraèdre  ABCD 
réalise  la  condition  énoncée,  car  chaque  cAté  du 
triangle  ABC  coupe  les  plaus  tangents  aux  sommets  de 
l'arête  opposée  au  même  point,  et  l'on  a  vu  que  ces  con- 
ditions étaient  suffisantes. 

On  aurait  pu  se  donner  le  plan  d'iiomologie  ;  alors, 
on  pouvait  prendre  un  des  sommets  arbitrairement  :  les 
autres  sont  alors  sur  une  conique  déterminée,  sur  la- 
quelle on  peut  cboisir  l'un  de  ces  points  à  volonté,  car, 
si  le  plan  d'bomotogie  est  à  l'infitiî,  la  quadrique  Q  étant 
une  spbère,  le  problème  revient  à  tiouver  quatre  points 
de  la  sphère  formant  un  tétraèdre  régulier. 

i.  Si  l'on  considère  une  quadrique  quelconque  cir- 
conscrite au  tétraèdre  de  référence,  les  quatre  traces  des 
plans  tangents  aux  sommets  sur  les  faces  du  tétraèdre  de 
référence  sont  sur  une  quadrique  dont  l'équation  peut 
s'écrire 

A,,,A,,,A,,vXl  -1-  A,,,(A,,,A,.j-i-  A,.iA,,,)X,X,-t-. .., 

les  termes  non  écrits  se  déduisant  de  ceux  qui  sont  écrits 
Ann.  de  HfalhémaC.  3*  série,  l.  XVIII.  (Janvier  1899.  )         3 . 
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par  des  permutations  d'indices.  Cette  quadrique  se  ré- 
duit à  deux  plans  coul'ondus  dans  le  cas  particulier  pré- 
rédemment  étudié. 


CBSTIFfClTS  D'ÉTIBES  SUPÉRIEURES 
PES  FACULTÉS  DES  SCIENCES. 


SESSION    DE  JUILLET  1898.    -    COMPOSITIONS. 

Besançon. 

Calcul  différentiel  et  intégiial. 
Epbeuve    écrite.  —  Définition  de  la  fonction   F. 
Démontrer  ifue  Y {x)Y{\  —  x)~  -j^- 

PnoBLÈHE.   —  Etant  donnés  trois  axes  rectangu- 
laires et  un  Itélicoïde  représenté  par  l'équation 

z  =  Karcwng-j 

OM  K  est  une  constante  donnée,  calculer  /'aire  de  la 
portion  de  cette  surface  qui  se  projette  sur  le  plan 
des  xy  suivant  un  secteur  circulaire  ayant  son  centre 
au  point  O,  ayant  pour  rayon  a  et  pour  angle  au 
centre  a. 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  avec  cinq  décimales 
l'intégrale 


/; 
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MÉCANIQUE  RATIONNELLE. 

Epreuve  écrite.  —  Une  barre  homogène  pesante 
est  abandonnée  à  elle-ménie  ut  assujettie  à  passer  par 
an  point  Jtxe  O  sur  lequel  elle  glisse  sans  frottement. 

Déterminer  son  mouvement. 

EpBEUvB  PRATIQUE.  —  Trocé  d'une  came  soulevant 
un  marteau. 

Astronomie. 

Épreuve  écrite.  —  Forme  de  la  Terre.  Équalion 
déterminant  les  axes  a  et  h.  Formule  des  parallaxes 
en  A,  et  (D. 


SESSION  DE  NOVEMBRE  1898.  -  COMPOSITIONS. 


MÉCANIQUE  RATIONNELLE. 

Épreuve  écrite.  —  Un  mobile  pesant  glisse  sur  une 
circonférence  dont  le  plan  est  vertical  et  éprouve  une 
résistance  proportionnelle  à  la  pression  quil  exerce 
sur  la  courbe.  Déterminer  son  mouvement. 

A  quelle  hauteur  s'éli've-t-il  en  partant  d  un  point 
sans  vitesse  initiale? 

AsTRONOUIE. 

Epreuvb  ÉcniTE.  —  Exposer  la  théorie  de  la  réfrac- 
tion suivant  la  méthode  de  Laplace. 

Epreuve  pratique.  —  Mesure  du  temps. 
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CaLCDL  DIFFÉIIBNTIBL  et  INTéGBAL. 

ËpREVYE  ÉCRITE.  —  I.  Définition  et  conditions 
d'existence  de  l'expression 

oit  ^x{x^y),  \if[x,y)  sont  des  fonctions  données  des 
variables  indépendantes  x,  y. 

II.  Trouver,  en  coordonnées  rectiUgncs  rectangu- 
lairns,  l'équation  générale  des  sur/aces  caractérisées 
par  la  propriété  que,  pour  chacune  d'elles,  le  plan 
tangent  en  un  point  quelconque  m  et  le  plan  perpen- 
diculaire en  m  au  rayon  vecteur  allant  de  l'origine  à 
ce  point  coupent  tous  deux  l'axe  des  x  en  un  même 
point.  Disposer  des  éléments  d'indétermination  im- 
pliqués dans  cette  équation,  de  manière  tjue  la  surface 
représentée  par  elle  contienne  entièrement  la  droite 

X  =  0,        a  =  ay-t-b. 


Épreuve  écrite.  —  Précession,  nutatioti,  petits 
déplacements  de  l'équateur  et  de  Vécliptique. 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  l'ascension  droite  et 
la  déclinaison  d'un  astre,  connaissant  sa  longitude  et 
sa  latitude  L  —  247°4o'5o"8,  ).  =  i''43'2a"i  l'obliquité 
de  t'écliptique  est  ï3''ii')'8"g8. 
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UontpeUier. 

CtLCUL  DIFFBHIfNTiei.  BT  INltellAL. 

ËpnEUVE  ÉCRITE.  —  I.  Dàleiminer  l'intégrale  géné- 
rale lie  l'éqiiation  différentielle 

sachant  tfu'elle  peut  être  vérifiée  par  des  polynômes 
en  X. 

II.  Calculer  la  valeur  de  V intégrale  triple 

longue  X,  y,  z  prennent  toutes  les  valeurs  vérifiant 
les  deux  inégalitéi 

a:'+j'>  +  «»-  3o'<o. 

ErnEUVE   PKATiQtiB.    —    Les  axes  de  coordonnées 
étant  rectangulaires,  on  considère  la  courbe 


1"  L'aire  comprise  entre  celte  courbe  et  l'axe 
des  x; 

2"  Le  volume  engendré  par  cette  aire  en  tournant 
autour  de  l'axe  des  x\ 

3"  La  surface  i/uî  limite  ce  voliune. 
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Calcul  oiFFénE^TiBL  kt  intégral. 

Epreuve  ÉcniTE.  —  I.  intégrer  le  système  iVe 
lions  différentielles 


dy_^^ 


on  mettra  l'intégrale  générale  sous  forma  réelle. 

II.  Déterminer  les  surfaces  dont  le  plan  tangent 
fait  un  angle  constant  avec  un  planfiie.  Trouver  les 
lignes  de  courbure  de  ces  surftices, 

Lpheuvr  pratique.   —  Calculer  l'intégrale  double 


JP 


étendue  à  l'aire  du  triangle  formé  par  les  droites 

Mécamqli!  rationnelle. 

Epreuve  (tcRiTR,  —  Dans  un  plan  vertical Jixe  xOy, 
se  m<ut  s  uns  frottement  une  barre  homogène 
posante  AB,  d'épaisseur  in/lniment  petite,  dont 
l'extrémité  A  glisse snns  frottement  sur  Vaxc  fixeOy 
dirigé  suivant  la  verticule  descendante. 

Trouver  te  mouvement  de  celte  barre  en  supposant, 
à  l'instant    t  =  o,    ipie  le  point  A  soil    animé  d'une 
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vitesse  donnée  v^  suivant  Oy  et  que   la  barre  soît 
animée  dans  le  plan  xOy  d'une   vitesse  angulaire 
donnée  Wg  autour  du  point  A. 


Calculer  la  réaciion  de  l'axe  Oy  sur  la  barre  au 
point  Â,  à  un  instant  quelconque. 

examiner  le  cas  particulier  oit  w,  =  o. 

Épreuve  PRATIQUE.  —  On  considthe  un  ellipsoïde  de 
révolution  homogène  île  densité  5  do/tt  la  surface  a 
pour  équation 


et  l'on  drtac/ie  de  cet  ellipsoïde  la  franche  comprise 
entre  tes  plans  z  =  o  e(  z  =  A  (coordonnées  rectangu- 
laires). 

1°  Délenniner  la  masse  et  le  centre  do  gravité  de 
celte  tranche. 

a"  Calculer  le  moment  d'inertie  de  cette  tranche 
par  rapport  à  l'axe  Os. 

MÉC^MQUE     PIIYSIQCK. 

Epreuve  ÉCBiTE. —  I.  Principes  généraux  des  méca- 
nismes. Couples  cinématii/ues.  Chaînes  cinémaliques. 
Couples   d' emboitenient.    exemples. 

11.  Trouver  le  déplacement  fini  d'un  Irièdre  tri- 
rectangle  Oxyz  dans  lequel  le  sjstème  des  rotations 
instantanées  a  pour  coordonnées    par   rapport   à    ce 
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ilièâra 

E  =  a  cou mt-i- a'  iiamt, 
ri  =  Il  cosm(  +  à'  sin  mt, 
Ç  =  c  CQS mt  -t-  c'  sinmt, 

où  a,  b,  c,  a',  b',  c'  et  m  sont  des  comtanles. 

AsTAONOmE. 

EpREavE  ÉCRITE.  —  établir  les  formules  générales 
de  la  parallaxe;  a/ifilù/ner  ces  formules  au  cas  d'une 
étoile.  Énoncer  les  lois  de  la  />a/-allaxe  annuelle  d'une 
étoile  et  décrire  les  procédés  à  l'aide  desquels  on  peut 
déterminer  celle  parallaxe? 

Epreuve  pratique.  —  Une  planète  décrit  une  orbite 
flliptiqua  d'excentricité  e.  Calculer  les  valeurs  de 
l'anomalie  vraie  qui  correspondent  au  maximum  de 
l'équation  du  centre  et  la  valeur  de  ce  maximum. 

On  prendra  e^  0,0  iGi  et  l'on  emploiera  pour  le 
calcul  des  logarithmes  à  cinq  décimales. 


BIBLrOGRAPBIE. 

Leçohs  ëlémektaires  sur  L<i  Thëorce  nES  Formes 
ET  SES  APi'LiCATiows  of.OM ÉTHIQUES,  à  l'usâgu  des  caii- 
didals  k  l'AgirgalioD  dus  Si:it:i)<'es  iiialliéiii.ilitjues;  par 
M.  H.Andoyer.  i  vol.  iii-4  aiitograpUié  du  vi-iS4  [lagcs. 
l'aiis,  Gaulhici-Villars;  1898.  Prix  :  &". 

Voici  comment  s'exprime  l'oiitcur  Jons  l' Avertissement  : 
La   Théorie   des   Fonnus   et   ses   applications  géométriques 
oreupeiu  une  place  importante  dans  le  progiammi;  Jes  leçons 
(le  Mathématiques   spéciales,  pour  l'Agrégution  des  Sciences 
inalliéroaliquc»  en  lijtjS. 
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»  Aussi  ai'je  cm  utile  de  publier  les  leçons  que  je  fais  cette 
année  sur  ce  sujet  eux  candidats  à  rAf;régation  qui  suivent  les 
Conférences  de  la  Sorbonne.  La  lâche  ro'a  été  d'autant  plus 
facile  que  je  pi-t-pare,  depuis  plusieurs  années  déjà,  un  Ouvrage 
assez  considtirable  sur  la  Théorie  des  Formes,  principalement 
au  point  de  vue  de  ses  applications  à  la  Géométrie  analytique. 

a  VoulantoiTrir  aux  candidats  toutes  les  ressources  nécessaires 
pour  qu'ils  puissent  composer  sans  peine  les  leçons  qu'ils  auront 
à  faire  devant  le  jury,  j'ai  développé  d'une  façon  complète, 
quoique  aussi  Élémentaire  que  possible,  la  théorie  des  inva- 
riants des  formes  binaires  et  ternaires,  en  me  limitant  pour 
les  formes  binaires  à  l'étude  des  formes  des  quatre  premiers 
degrés  et  de  la  forme  bilinéaire;  pour  les  formes  ternaires,  à 
l'étude  des  formes  linéaires,  quadratiques  et  bilinéaires.  Pour 
éviter  les  répétitions  et  pour  bien  mettre  en  lumière  les  prin- 
cipes généraux,  j'ai  dû  consacrer  plusieurs  pages  à  la  théorie 
générale  des  formations  invariantes.  Je  n'ai  pas  cru  devoir 
insister  sur  les  applications  géométriques  ;  on  pourrait  les  mul- 
tiplier pour  ainsi  dire  indéfiniment,  et  j'aurais  craint  d'être 
trop  long.  Mais  je  crois  en  avoir  dit  assez  pour  rendre  ces 
applications  en  quelque  sorte  immédiales,loi-squ'eIles  ne  sortent 
pas  du  domaine  auquel  j'ai  dû  me  limiter. 

t  La  terminologie  que  j'ai  employée  et  qui  n'est  pas,  comme 
d'babitnde,  celle  de  la  Géométrie  ponctuelle,  a  précisément 
pour  but,  en  ne  spécifiant  aucunement  la  nature  des  éléments 
géométriques  que  l'on  peut  envisager,  de  rendre  plus  faciles 
et  plus  générales  les  applications  géométriques.  J'espère  que 
l'on  estimera  que  cet  avantage  justifie  suffisamment  mon  inno- 

ANNuAinE  DU  Bureau  des  Lo>GiTuDi!s  pouii  iSgy, 
I11-18  <li>  vi-784  pagiïs,  avuc  3  Cai  tes  inagnétitjuus  : 
l'^'.So  (fiaiico,  i",85). 

La  maison  Gaulhicr-Villars  vient  de  publier,  comme  chaque 
année,  VAnnuairc  du  Bureau  des  Longitudes  pour  1699.  — 
Ce  petit  volume  compact  contient  comme  toujours  une  foule 
de  rens< 

spécialement  celle  de  l'in^'cnieur-coiistructeur  ?.  Gautici 
Sur  le  Sidéros/af  <i  luncltc  de  soixante  mètres  de  foyer  i 
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de    (".aS    d'ouverture,    qu'il    construit    pour    l'Iilxposilion 
de  1900;  la  Notice  sur  les  ballons-sondes,  |>ar  M.  Bocqdet 
DB   i.A    Ghi'g,    et    la    Notice   sur    la    Géodésie   moderne    en 
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iSi  (I8K8,  186).   I.'équati< 


P,r''-«  +  ...j-n 
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moûts  autant  de  racin 
de  signes  dans  la  s 


Note.—  La  démonstration  d'Euler  [Introduction  au  Calcul 
infinitésimal)  n'est  pas  satisfaisante.  (Gbnoccri.) 

439  (IftKS,  187).  On  donne  le  périmètre  et  l'axe  d'une 
ellipse;  calculer  l'autre  axe  soit  par  une  série  convergente,  soit 
par  des  approximations  successives. 

448  (iSSS,  359).  Soient  A  et  6  les  extrémités  du  grand 
axe  ia  d'une  ellipse,  C  le  centre,  O  un  point  fixe  dans  le  plan 
de  l'ellipse  et  OC  =  d;  inscrivons  dans  l'ellipse  un  polygone 
de  3/1  côtés,  projection  d'un  polygone  régulier  inscrit  dans  le 
cercle  dont  l'ellipse  est  la  projection  orthogonale  ;  A  et  B  étant 
deux  sommets  opposés,  menons  du  point  O  des  rayons  suc- 
cessifs ri,  Ti,  T),  ....  fin,  et  par  le  centre  des  demi-dia- 
mélres  Rti  Bt,  R],  ...,  Rm  respectivement  parallèles  à  ces 
rayons,  on  a  les  deux  relations 

t^   r,    r,  rt„-,   _  ^  /     .    ^X" 

R,  B;  r,  "■  R„_,  \        a)  ' 

R,  Ri  R,  ■"  R„  Y       a)  ' 

te  signe  supérieur  lorsque  le  point  O  est  dans  l'intérieur,  et 
le  signe  inférieur  lorsque  le  point  est  extérieur. 


3*  série,  Tome  XVIl,  itiffS,  —  Pafic  îi/j,  et  Tabk-s.  p,  SMS,  ligne  10, 
en  rcmomait  :  classer  à  Elld,  au  lieu  de  02q,  l'article  de 
M.  d'Ocagnc  :  •  Sur  les  raccordements  par  arcs  de  cercles,  a 
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[D4]  [J5] 

SUR   QIBLOUKS    PROPRIÉTÉS    ARITHMÉTIQUES 
DES  FONCTIONS  ANALYTIQUES; 

Pab  m.  Paul  STAECKEL, 
ProfcsKur  t  rUDivorsité  de   Kiel. 

Mathamatische  Annalen,  t.  XLVI,  p.  âi4-5io 

Triduil  avec  l'auiormlion  de  l'auteur  par  M.  L.  LAUGEL. 

I. 

Théorème.  —  Soient  Xo,  x,,  ..  -iX-,,  ,. .  les  points 
d'un  ensemble  dénombrable  quelconque  l' de  points  dans 
le  domaine  de  ta  quantité  complexe  à  variabilité  illi- 
mitée X,  tandis  que  l'on  désignera  par  Q  un  ensemble 
quelconque  partout  dehsr  de  points  dans  ce  plan.  Il 
existe  alors  toujours  une  infinité  de  fomctioms  vm- 
FORMES  AH*L¥TiQiiEsy(x)  qui,  pouvlous  Ics arguments 
X»,  Xx,  ...  de  l'ensemble  P,  prennent  seulement  des 
valeurs  appartenant  à  l'ensemble  Q. 

DÉHOHSTRATion.  —  Coiislruiflons  les  roiiolioiis  ra- 
tionnelles entières 

'a,(x)  =  I, 


etcousidûronsd'uiie  manièred'abonl  purement  formelle 
Ann.  de  Mathtmat.,y  série,!.  XVIII.  (hé\rier  .Sy^.)        4 
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t 'expression 

les  cfuantités  Uv  jsont  des  constaiiK^s  dont  on  a  encore  la 
faculté  de  disposer. 
On  a  alors 

ut  l'on  peut  donc  poser 

où_y,  est  un  point  quelconque  de  l'ensembleQ.  Il  vient 
ensuite 

f{^\)  =^»+  UiXx(Ti  —  Xa). 

Si  l'on  fait  encore  cette  convention  que  Xq  =^  u, 
loi's<|ue  le  point  a:  =  o  appartient  à  l'ensemble  P,  l'on 
peut  alors  poser 

où  jTy  est  un  point  quelconque  de  l'ensemble  Q.  On 
obtient  de  la  même  manière 

/(^f)=^e-^(/|  — J'o)-Vr' ^-, +  M«a;i(a-i  — 3rg){a^i— iF,), 

*  1 1,  *  I  —  *i)  ; 

et  l'on  peut  encore  dëlerminer  u^  de  telle  sorte  que 
l'on  ait 

ou  yi  est  un  point  quelconque  de  l'ensemble  Q. 

Si  l'on  procède  ainsi  successivement,  après  avoir  dé- 
terminé u,,  U|,  ■  ■■jUi^i,  ou  a  pour  Uv  une  équation  de- 
là forme 
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ufi  «v  désigne  une  foiiciion  ralionnelln  connue  de  x«, 
X,,  ...  ,Xv_i  et  de  j'o,^,,  .  ..,^v-tT  tandis  que  y^  est 
un  point  quelconque  de  l'ensemble  Q. 

11  résulte  de  ceci  que,  pour  une  pareille  détermination 
des  constaiiles  ti,,  [l'expression  f{x),  considérée  d'uue 
manière  formelle,  possède  la  propriété  requise,  et  il  ne 
reste  doue  plus  qu'à  rechercher  comment  doivent  être 
choisis  les  points  j'g,  ^i ,  . .  -,  ^'vi  ■  ■  ■  encore  arbitraires, 
de  l'ensemble  Q  de  façon  que  /(x)  soit  une  série  de 
puissances  de  x  toujours  convergente. 

Si,  dans  le  terme 

on  eflectuc  les  multiplications  en  ordonnant  ensuite 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  le  développe- 
itienl  commence  avec  l'exposant 

et  (init  avec  l'exposant 

Par  conséquent  /{x),  lorsqu'on  eflectue  les  multi- 
plications, se  transforme  en  une  série  de  puissances  de  x 
que  l'on  peut  écrire  sous  ta  forme 

ici  Cv,a  désigne  le  coefficient  de  x°  dans  ^v(x). 

Par  suite,  si  pour  chaque  valeur  entière  positive  on 
parvient  à  satisfaire  aux  inégalités 

.■,v-i) 
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1  mëinL-,  aux  suivantes 


Jv(v  +  li  ^       ,  ^     J-[ïV(v  +  l)  +  «]l 

l'^    ,.,.-(a:v  — ar,)...(Tv— a^v-i)  i 

alors  cette  série  de  puissances  pour  J^(x)  sera  toujours 
convet^enle.  Or,  il  est  toujours  possible  d'atteindre 
ce  but  d'une  iiifiitiié  de  manières,  car  les  points  de  l'en- 
semble Q  doivent  recouvrir  le  plan  de  la  variable  corn- 
plexex  d'une  manière  partout  demse;  en  cfTel,  d'après 
cela,  les  yy  peuvent  être  choisis  suffis  a  m  ment  voisius 
des  Ay  pour  que  les  valeurs  absolues  des  v  grandeurs 

a.-.)  ..„:;■"'""""•" — 

a:*"    "^    (t,  — a:o)...(a:ï  — a^v-i) 

soient  toutes  iuréneures  à  l'unité. 
Par  conséquent,  l'expression 

représente  une  fonction  uniforme  analytique,  possédaitt 
UD  seul  point  singulier  essentiel  x^co,  qui,  pour  tous  les 
arguments  pris  dans  l'ensemble  dèiiombrableP,  prend 
seulement  des  valeurs  apjiartenant  à  l'ensembie/fd/VoiiI 
dense  Q;  que  les  constantes  Uy  s'évanouissent  toutes  à 
partir  d'un  certain  indice  déterminé,  c'est  ce  que  l'on 
peut  toujours  empêcher,  cela  saule  aux  yeux,  au  uiuyeu 
d'un  choix  convenable  des  points  j\. 

CoKOLLAiBE.  —  Uu  llléorème  analogue  a  lieu  lorsque 
l'ensemble  dénombrable  P  est  formé  de  points  tous  réels 
et  que  l'ensemble  Q  est  partout  dense  sur  l'axe  des 
quantités  réelles. 
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H. 


AppLrcATioNS.  —  Pour  faire  des  applications  de  ce 
thëorèaie  général,  je  vais  d'abord  supposer  que  l'en- 
semble P  est  constitué  par  In  totalité  des  nombres  com- 
plexes rationneh  et  que  l'on  a,  par  conséquent, 

Xï=  a:^-(-  ix%, 
où  Xy,  xC  désignent  des  nombres  rationnels  réels.  L'en- 
semble Q  peut,   ce  qui   est  permis,  être  identique  à 
l'ensemble  P.  On  a  alors  ce  ihéurème  : 

H  existe  une  injinilé  de  fonctions  transcendantes  de 
la  variable  complexe  X  qui,  pour  toutes  les  valeurs 
rationnelles  de  leur  argument,  prennent  elles-mêmes 
des  valeurs  toutes  rationnelles. 

Cette  propriété,  par  conséquent,  n'est  pas  caracté- 
ristique pour  les  fonctions  rationnelles  de  x  à  coeffi- 
cients rationnels.  Il  est  vrai  que  l'un  a,  d'après 
M.  Hilbert  ('),  le  théoréuie  : 

«  Lorsqu'une  fouclion  algébrique  de  x,  [wur  toutes 
les  valeurs  réelles  rationnelles  comprises  dans  un  inter- 
valle, quelque  petit  qu'il  soit,  prend  toujours  elle-même 
des  valeurs  rationnelles,  alors  celte  fonction  est  néces- 
sairement rationnelle.  » 

Qu'une  fonction  analjrtique  qui,  pour  toutes  les  va- 
leurs réelles  rationnelles  de  l'argument,  prend  elle- 
même  des  valeurs  réelles  rationnelles,  doive  être  néces- 
sairement une  fonction  rationnelle;  c'est  ce  qu'Emile 
Strauss,  mathématicien  plein  de  talent,  mort  prématu- 
rément,  avait   cherché    à   démontrer    en    1886;   mais 

(')  Journal  de  CrtUt,  t.  UO,  p.  iîq;  1893- 
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Weierstrass,  à  ({ui  il  avait   annoncé  qu'il  recliercUait 
cette  déinonstration,  lui  Ht  remarquer  l'inutilité  de  ses 
vlTorts.  En  effet,  Weierstrass  construisit  une  fonction 
transcendante  de  x  possédant  la  propriété  exigée. 

Avec  sa  bienveillante  autorisation,  je  puis  ici  com- 
muniquer le  passage  en  question  de  sa  lettre  du  19  mars 
1 886  à  Strauss  (  '  )  : 

('   ...  On  posera  (pour  n  :=  1 ,  3, 3,  . . ,) 


alors  cpa(jr),  /^r{x)  tiont  des  fonctions  ralioiiiielles 
entières  de  x  à  coefficients  numériques  tous  rationnels; 
le  degré  de  la  première  est  a»,  celui  de  l'autre  est 

»  On  posera  enfin 

m*     = /«|-+-a,3  +  i. 


/Hv+i  =  'ny-Hv(v  -i-i)-i-  I. 

n   On    peut  alors  déterminer    une   série    infinie   de 
nombres  rationnels 
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en  90i'le  que  l'expression 

/(x)^n,  +  a,x'«,f,(^x)+a^^-«.Mx)+...+anCc-.Mr)+... 

soit  une  fonction  transcendante  entière  de  x  et  soit 
représentable  par  unu  serre  de  puissances  toujours 
convergente  de  la  forme 

où  les  coefficients  sont  tous  des  nombres  rationnels. 

M  A  cet  elfel,  prenons  une  série  (quelconque  de  puis- 
sances de  X,  toujours  convergente 

C»+Ci3;-HC,ar'-t-... 

à  coefficients  tous  positifs,  et  alors  (pour  chaque  valeur 
déterminée  de  h)  choisissons  aa  de  telle  sorte  que,  dans 
la  fonction  développée  suivant  les  puissances  de  x 

le  coelCcicnt  de  cbaque  terme  soit  en  valeur  absolue 
plus  petit  que  le  coefficient  du  terme  renfermant  la 
même  puissance  de  X  dans  la  série 
G,+  C,;r-v.... 
»  Alors,  non  seulement  l'expression  y(x)  sera  con- 
vergente pour  chaque  valeur  finie  de  x,  mais  encore  elle 
peut  être  aussi  transformée  en  une  série  de  puissances 
toujours  convergente  Jouissant  de  la  propriété  énoncée. 
U  est  clair  en  même  temps  que,  dans  cette  série,  les 
coelBcients  de 


sont  respectivement 

et,  par  conséquent,  Iors<pi'on  prend  les  nombres  a, ,  a^. 
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(la,  ...  de  telle  sorte  qu'à  partir  tl'uu  rang  déterminé 
ils  ne  soient  pas  tous  égaux  à  zéro,  la  série 

Ce+ Cl H- Cja;' H- . . . 

est  une  série  infinie  et  représente  [Mir  suite  une  l'oDction 
transcentlante  entière  de  X. 

»  Ceci  posé,  soit  maiutenant  j;,  un  nombre  rationnel 
quelconque,  difTéreut  de  7^ro,  que  l'on  mettra  sous  la 
forme 


où  X,  [X  sont  des  nombres  eniic-rs  positifs  sans  diviseur 
commun  ;  on  a  alors 

par  conséquent,  toutes  les  fonction  s  ^„(j;)  pour  lesquelles 
on  a 

s'évanouissent  pour  x  =  j;»  et  f{x)  possède  uue  valeur 
rationnalte. 

n  II  en  est  de  même  pour  x  ^  o  et  l'on  a  donc  dé- 
montré que  '. 

M  II  existe  des  fonctions  transcendantes  entières  d'une 
variable,  jouissant  de  cette  propriété  que,  pour  chaque 
valeur  rationnelle  de  leur  argument,  elles  ont  également 
une  valeur  rationnelle....  tt 

«  J'observerai  encore  qu'il  est  possible  (de  bieu  des 
manières)  de  former  une  fonction  trauscendante  entière 
de  X  qui  ait  des  coefficients  tous  rationnels  et  qui,  pour 
chaque  valeur  algébrique  de  x,  ait  également  une  valeur 
algébrique.  » 

Inspiré  par  cette  dernière  remaitjue  de  Weierslrass, 
!>transs    a    clierclié    à    cimslruire    une    pai-eille    func- 
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tion  tramcendaïue  de  x  et  il  s'y   esl  pris   comme   it 
suilC): 

A  l'exemple  de  M.  Georg  Cautor  (')  à  toute  fonction 
nuniéi'ique  irréductible  de  x 

on  aitrlLuera  comme  haiiteui'  (Hôhe)  le  nombre  entier 
positif 

A  =  «  —  1  +  I  «e  )  -F  I  a,  I  +. . .  + 1  an-,  |  +  |  fl„  |. 

Le  produit  de  toutes  les  fonctions  de  même  hauteur /t 
est  une  fonction  entière  de  :i:  à  coefficients  entiers,  divi- 
sible par  x,que  l'on  désigucia  par/n(x).  Si  l'on  forme 
alors  les  produits 

gh(^)  =  WM=e)        (A  =  1,  a,  3,  ...,«'). 
l'expression 

où  les  ^4  doivent  être  des  nombres  entiers  positifs,  jouit, 
cela  saute  aux  yeux,  de  cette  propriété,  qu'à  chaque 
valeur  algébrique  de  x  (dans  la  région  de  convergence) 
correspond  une  valeur  algébrique  de  G(x). 

Si  l'on  déliuit  maintenant  les  nombres  |1a  au  moyen 
des  équations 

(«A=  M, -t- Ml -4-...  + Ma 

+  {A-i)X,-4-(A-a)i,-+....-t-a.XA_,-^-i.>A 
(A  =  i,>,3,...,«), 

t")  BerichU  de»  freien  Dtutichen   Hochati/tei  au  Frank/urt 
am  Main  (neue  Firlgc.  Dritter  Bind,  p.  18-39;  i^sa)- 
{')  Journal  de  Crelle,  t.  77,  p.  139;  1873. 


b,  Google 


(6"  ) 
OÙ  M) ,  Mj,  ■ . . ,  Mjj  désigneiiL  respectivement  les  cocffi- 
cieiils  lespluséievéseii  valeur  absolue  de  gt,  gt, ..,,  g/,, 
i;l  oû\i,X%,  .  ..,Xa  désigiieDt  respectivement  les  degrés 
de  ces  deniiera  produits,  alors  G(!x)  est  une  série  de 
puissances  de  x  qui  a  pour  cercle  de  couvei^ciice  le 
cercle  qui  a  pour  rayon  l'unifé. 

Que  G{x)  ne  représente  aucune  fonction  rationnelle 
de  Xf  c'est  ce  qui  est  facile  à  rcconnaitre. 

En  effet,  la  puissance  la  plus  élevée  de  x  dans 

a  pour  exposant  [i^  ~  Ma  ;  1»  puissance  la  moins  élevée 
de  X  dans 

a  pour  exposant  \j.i,+  i  ,  de  telle  sorte  que  les  M^  puis- 
sances de  X  tuteriuédiaires  ont  pour  coefficient  zéro. 
Maintenant,  comme  les  grandeurs  M*  pour  h  croissant 
surpassent  toute  limite  finie,  il  ne  peut  exister  enti-e  les 
coefficients  de  la  série  de  puissances  G{x)  aucune  for- 
mule de  récurrence  d'ordre  lîni,  comme  cela  devrait 
avoir  lieu  si  cette  série  de  puissances  représentait  une 
fouet  ion  rationnelle  de  X. 

Néanmoins,  lorsque  de  ce  qui  précède  Strauss  conclut 
qu'il  a  trouvé  en  G(x)  une  fonction  transcendante 
jouissant  de  la  propriété  requise,  il  oublie  alors  cette 
possibilité  que  le  proloiigemeuL  analytique  de  sa  série  de 
puissances,  pourrait  bien  ne  pas  fournit'  une  fonction 
rationnelle,  mais  une  fonction  algébrique  de  x.  Sa  dé- 
ntonslration,  d'ailleiws  très  ingénieuse,  ne  peut  donc 
pas  être  regardée  comme  valable. 

On  peut  du  reste  combler  cette  lacune.  Dans  ce  but 
il  sufifil  en^ effet  d'observer  qu'à  chaque  valeur  ration- 
nelle de  X  (à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  égal  à 
l'unité)  corres|>ond  une  valeur  rationnelle  de  (»  {x)  et 
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du  se  rappeler  alors  \b  théorème  préeédemnieiil  cilé  de 
M,  Hilbert.  Par  conséquent  G{x)  représente  effective- 
ment une  fonction  transcendante  de  x. 

Mais,  Dième  si  l'on  fait  abstraction  du  fait  que 
l'exemple  îudiqué  par  Strauss  ne  possède  pas  la  simpli- 
cité désirable,  il  se  présente  eucore  le  défaut  essentiel 
qui  suit.  Cet  exemple  montre  seulement  qu'à  chaque 
valeur  algébrique  de  x  intérieure  au  cercle  de  rajon 
égal  à  l'unité  peut  correspondre  une  valeur  algébrique 
d'une  fonction  transcendante  ;  et  ainsi  reste  encore 
ouverte  la  question  de  savoir  s'il  existe  aussi  des  fonc- 
tions transcendantes  de  x  pour  lesquelles,  n  choifue 
argument  (fini)  algébrique,  correspond  une  valeur  algé- 
brique delà  fonction. 

Cette  question  doit  être  résolue  affirmativement; 
c'est  ce  qui  résulte  de  mon  théorème  général,  tfuand 
pour  ensemble  P  l'on  pivnd  la  totalité  des  nombres 
nlgébriques  et  que  Von  suppose  l'ensemble  Q  iden- 
tique à  l'ensemble  P.  Il  est  à  peine  nécessaire  de  dire 
que  pour  un  cboix  convenable  des  nombres  algébriques 
qui  fonnent  l'ensemble  P,  l'on  peut  obtenir  pour/(x) 
une  série  de  puissances,  toujours  eonvergente,  n  coeffi- 
cients tous  rationnels. 

D'ailleurs,  lorsqu'on  a  une  telle  série  de  puissances 
^(x)  toujours  convergente,  on  peut  aussi  assigner 
immédiatement  une  iniinilé  de  séries  de  puissances  à 
convergence  limitée  jouissant  de  la  même  propriété 
etreprésentantégalement  des  fonctions  transcendantes. 
A  cet  edét,  l'on  a  besoin  seulement  d'adjoindre  iif{^) 
une  série  de  puissances  provenant  d'une  équation  algé- 
brique quelconque 

à  coefficients  eniiers. 
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Et  l'on  peut  encore  aller  plus  loin.  Si  l'on  suppose 
que  P  est  coustitué  par  tous  les  nombres  algébriques 
vl  Q  par  tous  les  nombres  rationneli,  ou  obdimt  ce 
théorème  : 

Il  existe  une  infinité  de  fondions  tmnscendantes 
de  X,  qui,  pour  toutes  les  valeurs  algébriques  de  l'argu- 
ment, prennent  elles-mêmes  des  valeurs  toutes  ration- 
nelles. 

Qu'il  existe  des  fonctions  d'une  variable  réelle,  qui, 
pour  toutes  les  valeurs  réelles  algébriques  de  l'argu- 
ment, prennent  eties-mëutea  des  valeurs  toutes  réelles 
rationnelles,  c'est  ce  qui  m'a  été  communiqué  orale- 
ment par  M.  Georg  Cantor;  cela  m'a  inspiré  le  désir 
de  démontrer  le  tliéorème  correspoudaiit  pour  les  fonc- 
tions d'une  variable  complexe. 

La   remarque   suivante    servira  ici    de    conclusion. 

D'après  M.  Lindcniaiin  (')  la  fonction  e'  possède 
cette  propriété  de  prendre  pour  toutes  les  valeurs 
algébriques  de  l'argument,  la  valeur  zéro  exceptée, 
des  valeurs  transcendantes.  Mais  il  existe  aussi  des 
fonctions  analytiques  de  X,  pour  lesquelles  à  chaque 
valeur  algébrique  de  l'argument,  sans  exception,  cor- 
respond une  valeur  transcendante  de  la  fonction-,  en 
effet,  ici,  l'on  a  seulement  besoin  de  supposer  que  l'en- 
semble P  est  la  lolalitédes  nombres  algébriques,  tandis 
que  l'ensemble  Q  est  la  tolalitë  des  nombres  trans- 
cendants complexes. 

(')  Mal/itnuUûehé AnnalM,  t.  \\,  p.  ni;  iSSi. 
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[A8k] 
NOUVEAU  nmM  pour  RÉSOUBRB  les  fiOUATIOKS 
DU  TROISIÉIE  DBfiRÉ; 

P*«    M.  ANTOINE  PLESKOT, 
Proresaeur  A  l'École  rojale  de  Plzen  {Bohême}. 


^'ous  allons  cliei-clier  dans  l'équation  du  second  degré 


la  relation  ontrc  a  et  B,  de  sorte  qu'tiin 
soit  le  carré  de  l'autre. 

Si  X  est  une  de  ses  racines,  on  aura 


On  tire  tout  de  suite  de  ces  deux  équations 

I  =  .  î/^,       où        E  =  V7 
et 

Mais  on  [>eut  exprimer  la  relation  entre  a  et  h  sous 
une  auti'e  forme,  en  détermiiiaut  la  résultante  des  équa- 
tions (k);  on  trouvera  aisément 
(Y)  a*  — 3o*-+-ô«+6  =  o. 

On   considère    inaîn tenant,    dans    l'équation    (y),    a 
eonime  une  inconnue,  et  alors  ses  racines  sont  données 
par  l'équation  (^).  Ou  peut  se  servir  de  cette  i-cmarque 
pour  résoudre  Téquatioa 
(i)  x^-^px-h^  =o, 

si  on  lui  donne  la  forme  de  l'équation  (y). 
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A  cet  cfTist,  formons  unv  é<]uatioii  dont  les  racines 
soient  X  fois  les  racines  de  l'équalion  (i). 

Cette  équation  est  la  suivante  : 
(a;  aî'+joX'a:-)-  yX'  =  o. 

Si  cette  équation  doit  avoir  la  forme  de  l'équation  {y), 
il  en  résulte  que 


En  éliniinaiit  b  entre  ces  équations,  on   obtient  la 
alcur  de  X.  L'équation  résultante  est 


il  en  résulte 


(3)         l^^±,/l^'^À, 

■>p*    y  ip"-     p 

relation  où  l'on  peut  choisir   soit  le    signe  -4-  soit  le 
signe  — .  Mais  puisque 

les  racines  de  l'équation  (a),  d'après  (P),  sont 

d'autre  part,  les  racines  de  l'équation  (i)  sont  A  fois  pins 
petites;  donc  elles  sont  données  par  la  foi  mule 


Si  l'on  substitue  n  X  la  valeur  fournil!  par  l'équa- 
tion (3),  les  racines  vont  prendi'c  la  forme  connue 
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[L*17d] 

SUR  BES  POLYÈDOES  MOBILES  COMPARABLES  AUX  POLYGONES 
DS  POKCELBT; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


I. 

Théoilême  I.  —  Étant  données  deux  quadriques  U 
et  V,  pour  que  les  huit  conditions  par  lesquelles  un 
tétraèdre  A«!>S(D  est  circonscrit  à  l'une  et  inscrit  à 
l'autre  se  réduisentà  sept,  ou  encore  pour  que  les 
tétraèdres  circonscrits  à  l'une  et  inscrits  à  l'autre 
dépendent  de  cinq  paramètres  au  lieu  de  quatre,  il 
faut  et  il  suffit' que  ces  deux  quadiiques  aient  quatre 
génératrices  communes. 

i"  La  (condition  esl  suffisante.  Soient  LM,  MN,  NP, 
PL  les  quatrv  génératrices  cooiniuncs;  les  deux  qua- 
dritjues  admettent  en  nombre  doublement  infini  des 
tétraèdres  conjugués  communs  ABCD,  les  artïtes  AC 
et  BD  étant  dirigées  suivant  LN  et  MP;  un  plan  tan- 
gent à  la  quadrique  U  rencontre  LN  et  MP  en  deux 
points  que  nous  prendrons  comme  points  A  et  B.  Les 
équations  des  deux  quadriques  U  et  V  rapportées  au 
tétraèdre  ABCD  sont 
{U>  X>— Y>-    Z'-i-T»=u, 

(V)  X«-/:>Y'-Z'-hA>T»=o; 

le  plan  langent  à  U  est  Z^T.  Prenons  sur  la  qua- 
ilrîque  V  un  point  (E)  de  coordonnées  a,  b,  c^d,  ce  (jui 
donne 

*  "'  Âï  _  rfï  '  A  -  - 1  _  -        -^ ,  _  ^^^ 
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(68) 
et  considérons  le  cône  de  sommet  (£)  circonscrit  à  U  : 
(A  — i)(6'  — rf')(X'-Y'— Z»4-T>) 

-(oX  — frY-cZ-^rfT)^  =  o. 

11  faut  démontrer  <|ue,  si  l'on  coupe  ce  cône  et  la 
qiiadrique  V  par  le  plan  Z  =  T,  tangent  à  U,  les  deux 
coniques  u  et  c  obtenues  admettent  des  triangles  AiIbS 
circonscrits  à  u  et  inscrits  à  c;  s'il  en  est  ainsi,  les 
tétraèdres  .l<illi£(0  dépendent  de  cinq  paramètres  :  deux 
)>onr  le  sommet  lE),  deux  pour  le  plan  XUbS,  un  pour  le 
triangle  X^C  Or  ou  a,  en  faisant  Z  ^  T  dans  l'équa- 
tion du  cône  et  dans  celle  de  la  quadrique  V, 

(P)  X>-AY'  +  (A-i)Z'  =  (,, 

(>t  les  invariants  <lu  système  doivent  satisfaii-e  à  la  rela- 
tion connue  6* —  4^^'^  °-  On  trouve  d'abord 

B=_(c~d)'(A'-rf')>{A-i)'; 
ou  a  ensuite 
6  =(*-!)(&*- d')[<*-l-i)(c-rfj>-(*-,)'(6t_rf.) 

ou,  en   remplaçant  dans  le  erocbel    (A' — '){t'  —  <^) 
para* —  b'  —  c'+rf', 

6  =  2(c-d)(M-rf«)(*-i)(((c-d); 
on  a  cnGn 

+  *'(*  — i)-*(c»-i-d'—acd). 
ou,  en  i-emplaçant  (k  —  ')(^^  —  d')par 
al— fri_ci-i-rfï, 

^-  -^  -  A-tc*-  /c'ib'  ~  d')-(a*--c')-  il* 

+  /(a»- c'J -I- X-{6' -  t/»)-!- sX-crf  = -(*c  -  rf)': 

on  a  donc  bien  6'  —  4  °^'  '^-  "■ 
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a"  La  conditioR  est  nécessaire-,  (.es  deuxquadriques  U 
el  V  étant  supposées  quelconques,  si  l'on  se  donne  le- 
somiuet  (E)  sur  la  quadrique  V,  les  plans  A.Ut>S  sont  les 
plans  tangents  communs  à  la  quadrîque  U  et  à  une  sur- 
face qui  est  l'enveloppe  des  plans  coupant  le  cône  de 
sommet  (£>  circonscrit  à  U,  et  la  quadrique  V,  suivant 
deux  coniques  »  et  v  qui  admettent  des  triangles  cir- 
conscrits à  u  et  inscrits  à  v;  or,  il  existe  une  qua- 
drique V  inscrite  au  cône  et  ayant  avec  V  quatre  géné- 
ratrices communes  :  cette  quadrique  est  l'enveloppe  en 
question,  d'après  ce  qu'on  a  vu;  dès  lors,  pour  que  le 
plan  tangent  à  la  quadrique  U  puisse  être  quelconque, 
il  est  nécessaire  que  la  quadrique  U,  qui  doit  se  con- 
fondre avec  U',  ait  avec  V  quatre  génératrices  com- 
munes. 

Quand  les  deux  quadiiques  U  et  V  sont  quelconques, 
comme  les  deux  quadnques  U  et  U'  sont  inscrites  à  un 
même  cône,  elles  ont  un  second  cône  circonscrit  com- 
mun, de  sorte  que  les  plans  AitlC,  tangents  à  U,  qui 
correspondent  à  un  même  point  (ù  pris  sur  V,  passent 
par  un  point  déterminé. 

Théorème  II.  —  Four  que  deux  quadriqiies  V  et  V 
admettent  des  tétraèdres  dont  les  arêtes  leur  soient 
tangentes,  il  faut  que  tes  racines  du  discriminant  de 
la  forme  IV +\,  soit 

ûi'-(-eX'-(- *>»-(- e'x-i- y, 

vérijient  la  relation 

(!)  S./^.eVV=o, 

ce  qui  a  lieu  si  les  invariants  vérifient  la  relation 

(i")  ■I'  =  ±2/ïy±a/ëë"', 

Ana.  de  Matbémat..  î-  série,  i,  XVIII.  { Février  iflgn.)       5 
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OU 

(,')         *'— 8*'(ii'+ee')+i6(ii'— ee')*=o; 

il  existe  alors  une  simple  infinité  tie  tétraèdres  répon- 
dant à  la  question. 

1°  Si  un  tel  tétraèdre  existe,  en  le  prenant  comme 
tétraèdre  deréféreiico,  les  équations  des  deux  quadriqucs 
sont  de  la  forme 

en  posant  ^  =  a,  . . . ,  on  trouve  que  les  rapports  des 
cinq  invariants  ne  dépendent  que  des  trois  quantités  la, 
SapY'  ''Py^'  ^^  ""'^  clîminalinn  facile  donne  !a  rela- 
tion (i').  Le  discriminant,  égalé  à  zéro,  donne 

ou,  en  désignant  ^par  [i, 

IL^)/J±  n»  /—  e  ±  |ji/—  e'±  /!'=  o, 

ce  qui  donne  la  relation  (i);  on  verrait  d'ailleurs  que  (i) 
donne  (i")  en  comparant  cette  équation  en  fii  à  Iwjuaiion 
aux  carrés  des  racines^ 

a"  Considérons  la  6gure  formée  par  un  tétraèdre  et 
deux  quadriqucs  inscrites  aux  arêtes  :  en  partant  du 
tétraèdre,  cette  figure  dépend  de  paramètres  en  nombre 


si  l'on  part  des  deux  quadriques,  liées  par  la  relation  (i), 
et  dépendant  de  dix-sept  paramètres,  le  tétraèdre  doit 
dépendre  d'un  paramètre.  Il  j  aurait  à  elierclier  ta 
courbe  r  qui  est  le  lieu  des  sommets  des  tétraèdres, 
celle  r'  qui  est  osculée  par  les  plans  des  faces,  et  la  sur- 
face réglée  qui  est  le  lieu  des  arëies.  Si  l'on  considère  le 
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tétraèdre  iiifiiiiment  voisin  tlu  tétraèdre  de  référence  et 
répondant  »  la  question,  en  désignant  les  coordonnées 

dessommel8par(n-a.a',i",3;"'),(p,  n-p'.p".  ^"'),..;, 
et  en  supposant  A'=:  [}'^C'=  I)'=  i, on  a,  avec  e  in(i- 
■limeut  petit, 


(AB— CD)(G~D)       (\C— Dn)(D—  IJ) 

^  (AD  -  BG|(lï  — (T)  =  -^  '^  ^• 


(ItC— L»A)(U  — A)     "  tHD  — AG)lA  — C) 

"  (lï.ï^^cDTrc^i»)  ^  ~  '*'' 

on  constate  que  la  courbe  F  ne  peut  pas  £lre  une  cubique 
gauche,  comme  on  pourrait  lu  soupçonner;  les  tan- 
gentes en  A,  B,  C,  D  percent  les  plans  BCU,  . , . ,  en  des 
points  a,  ^,  f,  ô,  tels  que  le  plan  pf^  par  exemple  passe 
en  A.  On  a  nn  fait  corrélatif  pour  la  courbe  F'. 

Pour  deux  sphères,  quadriques  bilaitgi^ntes,  en  appe- 
lant d  la  distance  des  centres,  R  et  R'Ies  rayons,  on 
obtient 

R  =  R'         ou         ^=±U±R'; 

dans  le  second  cas,  les  tétraèdres  sont  des  pyramides 
triangnlaircs  régulières,  disposées  autour  de  la  ligne  des 
centres,  et  la  réalité  suppose  la  relation  avec  deux 
signes  4-;  dans  le  premier  cas,  tes  tétraèdi-cs  ont  leurs 
arêtes  opposées  égales  deux  à  deux,  et  ils  dépcudent  de 
deux  paramètres. 

Heniarque.  —  Il  y  aurait  à  elierclier  si  les  dix  condi- 
tions par  lesquelles  un  tétraèdre  a  ses  ai-ètes  tangentes 
à   une  quadrique  U  et  est   inscrit   (uu  circonscrit)  à 
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une   quadrique    V    peuvent  se  réduire  à  un  nombre 
moindre. 

II. 

La  figure  corrélative  d'un  octaèdre  à  diagonales  con- 
courantes est  un  liesaèdre  pour  lequel  les  droites  d'in- 
tersection des  plans  des  faces  opposées  sont  dans  uit 
même  plan,  ou,  d'une  manière  abrégée,  un  hexaèdre  à 
intersections  coplanaîres.  Comme  deux  quadriques 


sont  polaires  réciproques  par  rapport  à  cbacune  des  huit 
quadriques 

des  hexaèdres  à  intersections  coplauaires  circonscrits  à 
une  quadrique  U  et  inscrits  à  une  quadrique  V  donnent 
lieu  à  des  octaèdres  à  diagonales  concourantes  circon- 
scrits à  U  et  inscrits  à  V. 

Théorème  III.  —  Aï  l'on  se  propose  d'obtenir  un 
hexaèdre  à  intersections  coplanaires,  ou  un  octaèdre 
à  diagonales  concourantes,  circonscrit  à  une  qua- 
drique U  et  inscrit  à  une  quadrique  V,  le  problème, 
qui  paraît  être  doublement  indéterminé,  n'est  possible 
que  si  les  racines  du  discriminant  de  la /orme  XU  4- V 
vérifient  la  relation 
(a)  -X-hX'+X'-hX'"=o        ou        2X  =  2l, 

ce  qui  a  lieu  si  le  discriminant  admet  la  racine  ^—r 
ou  encore  si  l'on  a 


le  problème  est  alors  triplement  indéterminé.  Le  plan 
des  intersections  est  le  même  pour  tous  les  hexaèdres. 
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c'esl  le  plan  ABC  de  l'une  (les  faces  du  tdiraèdre 
conjugué  commun  aux  deux  quadrîqucs ,  et  le 
triangle  .ÇpIL?^  des  intei-seitions  est  l'un  quelconque 
des  triangles  conjugués  par  rapport  n  la  conique  U  sui- 
vant laquelle  le  plan  ABC  coupe  la  quadrique  V;  le 
point  de  concours  des  diagonales  est  le  même  pour  tous 
les  octaèdres,  c'est  le  sommet  D  du  tétraèdre  conjugué 
commun,  et  le  trièdrc  des  diagonales  est  l'un  quelconque 
des  trièdrcs  conjugués  par  rapport  au  c6ne  de  sooimet  D 
circonscrit  à  la  quadrique  U. 

1°  Un  hexaèdre  à  diagonales  coplanaîres  circonscrit 
à  une  quadrique  U  dépend  de  neuf  paramètres;  s!  une 
quadrique  V  passe  par  les  huit  sommets,  cela  fait  sept 
conditions;  mats  V  n'est  pas  quelconque  par  rapport 
à  U.  Si  I)  est  le  pôle  du  plan  ^3ILX  par  rapport  à  U, 
comme  les  équations  des  six  plans  rapportés  au  té- 
traèdre ^3ILXD  sont 


de  sone  que  l'on  a  pour  les  coordonnées  des  huit  som- 

meW 

—  =  ■^*  =  f!  =  î! 
al  -  5ï  ~  c*  ~  t  ' 

la  quadrique  V  est  conjuguée  par  rapport  au  tétraèdre 
^^3R.3tD,  D  est  le  pôle  du  plan  J^'IIl3^.  par  rapport  à  V, 
cl  la  section  de  V  par  ce  plan  est  une  conique  v  con- 
juguée au  triangle  J^JIIX.  Si  l'on  désigne  par  5,  6,  9',  S' 
les  invariants  du  système  des  deux  coniques  u  et  f 
obtenues  en  coupant  les  quadrîqucs  U  et  V  par  le 
plan  JJ^at>,  on  trouve  que  le  discriminant  de  la 
forme  W  +  V  doit  être,  k  un  facteur  près, 

(SX  +  fl)(5X'-4-fti>+  e'X  +  3'), 

ce  qui  donne  la  condition  (a). 
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a"  Comme  pour  le  ihcîorètne  II  (pour  le  ihéorème  1, 
où  l'un  a  démontré  d'abord  que  la  condition  est  su  di- 
sante, on  a  dû  employer  un  aulrc  mode  de  raisonne- 
meiil).  Le  lliéoréme  comprend  la  sphère  de  Monge,  et 
peut  s'y  ramener;  les  diagonales  des  octaèdres  sont  alors 
trois  diamètres  conjugués  de  la  quadriquc  U. 

Pour  deux  sphères,  quadriqucs  bitaiigciil.es,  on  doit 
avoir 

ou 

</'  =  R«  H-  R'»  ±  a  R  /it» -ïnî'î, 

Hemaïque.  —  Si  l'on  demande  uu  polyèdre  d'espèce 
donnée,  dont  les  arêtes  soient  tangentes  ii  une  quadriquu 
donnée,  ce  polyèdre  dépend  di:  six  paramètt-es  ;  s'il  s'agit 
d'un  hexaèdre  dont  les  plans  des  faees  doivent  toucher 
une  autre  quadiique  donnée,  nu  d'un  octaèdre  dont  les 
sommets  doivent  être  sur  une  quadrique  donnée,  le 
problème  parait  être  déterminé.  L'est-ÎI  réellement? 


[A2al 

SOLUTrON  6RAPHI0IIE  DE  n  ÉQUATIONS  UNÉAIRKS 
AVEC  n  VARIABLES; 

Pab    m.    F.-J.    VAES. 


La  solution  suivante  est  très  simple  et  est  applicable 
à  toute  valeur  de  n. 
Soit  donné  le  système  : 
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prenons  (J'g-  i)  Ail  =  a,,  BK=;  i,  traçons  par  E  ei  A 
des  perpendiculaires  sur  AB,  mesurons  sur  la  droite  pas- 


sant par  A  des  longueurs  =  b,,  c, ,  (/,  à  partir  de  A,  et 
en  ayant  égard  au  signe,  et  joignons  avec  B  les  points 
obtenus  ;  alors  sur  la  droite  qui  passe  par  E  on  obtiendra 

des  longueurs  — i  — .  —  • 
o  a,    o,    ai 

En  agissant  de  même  pour  a,  et  a^,  on  obtiendra  des 
longueurs  — .  -•  -,  —,  ■■-,  comme  l'indique  la  Jig.   t. 
Les  équations  peuvent  s'écrire 
rf,  _  6,         c,  _ 
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d'où  résulm 

n,        a,        \a,        ai/"         \a,        a,/ 

a,       fli       Va,       n,/-^       \a,       aj    ' 

i^tations  dans  lesquelles  x  ne  se  trouve  plus. 
Écrivons  pour  plus  de  simplicité 

'■i  =  /'i^  +  îi=>       —'■i  =  pir—qts; 
les  valeurs  de  r'i,  pi,  . . . ,  peuvent  èlre  mesurées  direc- 
tement sur  la  _/(^.  I. 

Prenons  {^fig.  a)  A'B'=/»,,  A'yi(~  A'B')=:  ^,, 
A'/'i  ^  r,,  B'D'=^  i;  alors  nous  obiiendi-ous  sur  la  per- 
pendiculaire  par   ly  sur  B'D'  des   longueurs  —  et —• 

Faisons  R'C'  =  />i,  (!'£'=  i  et  nous  trouverons  des 
longueurs  —  et  ^■ 

Puisque 

Pi       -^        Pi  />»  /■! 

il  en  résulie 


\P>      PU 


relation    d'où   z   se  lire    par    le  mojon  indiqué  dans 
U/ïff.3,  oùA''B"=2î-|-îl,  B''C''=i. 

z  étant  trouvée,  nous  jmuvons  prendre  sur  B'A'  une 
longueur  =:  z,  et  tracer  par  le  point  obtenu  une  per- 
pendiculaire sur  lî'A'.  A  droite  de  B'A'  nous  trouvons 
une  longueur  z  x  —  laquelle  peut  être  soustraite  de  la 
longueur—)  ce  qui  donne  la  valeur  de  ^. 
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Comme  moyen  de  contrôle,  nous  pouvons  a 
cber^  dans  la  partie  inférîeare  de  \^fig-  ^,  o 


..-(ri-. 


Mesurons   les    valeurs  de  y  et  de  z  sur    BA   dans 
la  ^^.    i;   alors  nous  aurons  sur  les  perpendiculaires 


.  *'.  ,Jl 

,^ 

^    \ 

r- 

=3 

i 

*  Ift 

Ky-h 

^                  -^ 

■>■ 

sur  BA,  passaot  par  les  points  ohtcnus,  des  lon- 
gueurs 2  X  ~  et^X  ~i  tandis  que  nous  avons  déjà  la 
longueur  —  •  Nous  pouvons  donc  trouver  sans  peine 


Comme  moyen  de  contrôle  nous  pouvons  chercher  x 
aussi  dans  l'une  des  deux  autres  parties  de  \ijig.  1 . 

Il  est  évident  que  nous  avons  suivi  totalement  l'élimi- 
nation algébrique  par  addition  et  soustraction. 

Les  figures  et  leurs  parties  sont  placées  l'une  sous 
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l'autre  de  la  m^me  manière  que  dans  la  solulioi)  algé" 
brique.  Il  va  sans  dire  que  les  figures  peuvent  être  pla- 
cées autrement  l'une  parrapport  à  l'autre,  par  exemple 
de  manière  que  les  droites  BA,  CB,  DC  coïncident,  à  la 
condition  que  la  clarté  u'en  souffi'e  pas.  Dans  lajï^.  i  les 
proportions  ~ ,  ■  ■  ■  ont  été  transportées  sur  uite  seulti 
droite,  de  même  pour  — .  ■  ■  -  ■ 

En  plaçant  la  droite  A'C  comme  les  figures  l'în- 
diquenl,  nous  pouvons  déterminer  directement  r,  et  l'j. 
De  même  pour  la  position  de  A'B",  indiquée  dans 
la  /le.  3,  nous  avons  trouvé  la  valeur  de  —  H — ^• 
Pour  un  système  de  n  équations  nous  aurons  n  figures. 
Chacune  des  variables  se  trouvera  dans  ta  figure  qui 
sert  H  l'élimination  de  cette  variable. 

Evidcmmenl,  il  n'est  pas  nécessaire  de  faire 

BE  =  Cn=...=  i; 

une  longueur  quelconque  /  suffira.  Seulement  dans  la 

dernière  figure,  dans  laquelle  on   trouve    la   preoiièn^ 

variable,  nous  sommes  obligés  de  faire  usage  de  l'unité. 

La  solution  graphique  peutrendre  des  services  impor- 
tants dans  quelques  problèmes  techniques,  tels  que  : 

Le  calcul  des  courants  dans  les  diverses  parties  d'un 
réseau  de  distribution  électrique; 

Le  calcul  de  la  pression  de  la  vapeur  dans  le  récepteur 
d  une  machine  compound; 

Le  calcul  des  tensions  dans  les  diverses  parties  d'une 
construction. 

Il  peu!  arriver  que  l'une  ou  l'autre  des  équations  ue 
soit  pas  propre  à  être  construite,  par  exemple,  quand  ^ti 
di  cl  di  sont  très  grandes  par  rapport  à  ai,  ...,/',,..., 


bvGoogIc 


(79) 

Dans  ce  cas  les  équations  doivent  être  cliangëesd'unv 

manière  quelconque,  par  exemple  en  posant  x=:  niXi, 

y:=my,,s^=mZi,  où  m  est  une  ronstante;  une  mé- 

(hode  générale  ne  peut  pas  être  donnée. 

La  solution  peut  être  beaucoup  simplifiée,  à  l'aide 
d'une  règle  à  glissière.  Car  alors  nous  pouvons  facile- 
ment calculer— .  ...,—,...,-!,...  Plaçons  ces  valeurs 
fli  a,  a, 

à  Taîdc  du  compas  sur  des  droites  parallèles;  nous  pou- 
vons mesurer  p,,q,,  ....  et  calculer  ^'.  •■-.—  >  •  ■•) 
(]ui  peuvent  être  placées  sur  d'autres  droites. 

Alors  z  se  trouve  exprimé  par  (  —  H — ^  1  :  (^  +  ^1  > 
^         '^     \pt       pj     \pi       Pi/ 

tandis  que  nous  pouvons  calculer  avec  la  règle  zX-^' 
•pour  trouver^,  et  «  X  — >  y  X  — >  pour  obtenir  x. 

En  ce  cas  la  solution  dilTère  de  la  solution  algébrique, 
seulement  en  ce  que  l'ou  ne  fait  plus  des  additions  ou 
des  soustractions  sur  des  nombres,  maïs  que  l'on  fait  ex- 
clusivement usage  de  U  règle  et  du  compas  ;  il  en  résulte 
que  le  calcul  s'effectue  plus  vile  et  plus  sommairement. 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATflÉHATIQUBS. 

CONCOLRS  DE  1898. 

SOLUTION    DK    LA    QUESTION    DE    HATHÉHATIQUBS 

ÉLÉMENTAIRES; 

PAft  M.  A.  VACQUANT, 

Ancien  élève  de  l'École  Polytechnique, 
Profeajeur  au  tycée  de  Nancy. 

On  considère  ua  triangle  T  dont  les  sommets  sont 
A,  B,  C,  el  une  droite  A  dans  son  plan.  On  prend  les 
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symétriques  d'un  point  O  quelconque  de  la  droite  A 
par  rapport  aux  côtés  du  triangle  T,  et  l 'on  construit 
le  centre  C  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ayant 
pour  sommets  les  trois  points  ainsi  obtenus  : 

I.  Trouver  le  lieu  du  point  O'  lorsque  le  point  O 
décrit  la  droite  A.  Ce  lieu  est  une  conique  S  dont  on 
discutera  le  genre  en  faisant  varier  la  position  de  la 
droite  ^  par  rapport  au  triang/eT.  On  indiquera  éga- 
lement les  positions  de  A  pour  lesquelles  S  lui  est  tan- 
gente ; 

II.  Trouver  le  lieu  du  centre  de  la  conique  S  lorsque 
la  droite  A  se  déplace  parallèlement  à  elle-même. 

Ce  lieu  est  une  conique  S,  qui  dépend  de  la  direction 
de  à; 

III.  Trouver  le  lieu  du  centre  de  S,  lorsqu'on  fait 
■varier  la  direction  de  A  ; 

IV.  Démontrer  que,  par  tout  point  I  de  S,  on  peut 
mener  trois  droites  00'  et  faire  voir  que  deux  de  ces 
droites  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux 
droites  qui  joignent  le  point  I  aux  points  de  rencontre 
de  à  et  de  Si 

V.  Dans  le  cas  particulier  où  la  droite  A  passe  par 
le  centre  w  d'un  cercle  inscrit  au  triangle  T,  on  pro- 
pose de  trouver  l'enveloppe  de  la  droite  OC.  Dé- 
montrer que,  dans  ce  cas,  les  centres  des  trois  antres 
cercles  inscrits  au  triangle  T  et  les  points  de  rencontra 
des  diagonales  du  quadrilathre  complet  ayant  pour 
côtés  A  et  les  côtés  de  T  sont  six  points  placés  sur  une 
même  conique. 

I.  Si  l'on  considère  le  point  O  comme  un  foyer  d'uni* 
conique  tangente  aux  trois  côtés  AB,  HC,  CA  du 
triangle  T,  le  centre  O'  du  cercle  eîrc'onscrii  au 
irîangle  A'H'C  ayant  pour  sommets  les  symétriques  de 
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O  par  rapport  aux  côtés  du  liiaDglc  T  est  le  deuxième 
foyer  rëel  de  celte  conique.  Soient  b>o,  <0|,  <>>i,  u,  les 
centres  des  cercles  tangents  aux  trois  cfttés  du  IriangleT. 
Les  droites  AO',  BO',  CO'  sont  respectivement  symé- 


triques des  droites  AO,  BO,  CO  par  rapport  aux  bis- 
sectrices des  angles  A ,  B,  C  du  triangle  T,  ou  des  angles 
extérieurs,  et  ces  bissectrices  se  coupent  deux  à  deux 
aux  points  u.  Le  point  0'  est  donc  Vinverse  du  point  O, 
le  triangle  de  référence  étant  ABC.  (Consulter,  par 
exemple,  le  Traité  de  Géométrie,  de  MM.  Rouché  et 
de  Comberousse,  Note  111). 

Le  point  O  décrivant  une  droite  A,  son  inverse  O' 
décrira  une  conique  circonscrite  au  triangle  ABC  ;  en 
effet,  les  faisceaux  BO'  et  CO',  liomographiques  des 
faisceaux  BOetCO,  sont  homograpliiqucsi  donc  le  lieu 
de  O'  est  une  conique  S  passant  par  B  et  C  ;  on  voit  de 
même  qu'elle  passe  par  A.  Sî  à  rencontre  les  câtés  BC, 
<.^A,  AB  aux  poinu  m,,  mg,  m,  les  tangentes  en  A,  B,  C 
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à  SsoDL  les  droites  symétriques  du  Ani,,  Xinit,  C'Mj  par 
rapport  aux  blsscctrictis  A<do,  Bto,,  Cun. 

Les  poiiils  A'  et  6'  étant  les  symétriques  de  O 
par  rapport  aux  côtés  CB,  CA  du  triangle  T,  on  a 
CO=-CA'=GB',  et  la  perpendiculaire  élevée  à  A'B' 
un  son  milieu  passe  par  C;  de  même  BO'est  perpendi- 
culaire à  A'C  et  A'O'  à  B'C;  cette  autre  manière  de 
construire  le  point  (V  permet  de  voir  aisément  le  genre 
delà  conique  S.  Pour  qu'un  point  O' s'éloigne  à  l'iiinnï, 
il  faut  que  BO'et  CCV  soient  parallèles,  par  suite  A', 
B',  C  seront  en  ligne  droite  et  le  point  O  sera  sur  le 
cercle  circonscrit  au  triangle  T.  Réciproquemeui,  si  O 
est  sur  le  cercle  circonscrit  au  triangle  T,  les  points  A', 
B',  C  sont  en  ligne  droite  ;  les  rayons  BCy  et  CO',  per- 
pcndJL'ul aires  à  A'C  et  A'B',  sont  parallèles,  et  le 
point  O'  est  à  l'iiiiini.  Donc,  suivant  que  la  droite  A 
ne  coupe  pas,  touche  ou  coupe  le  cercle  circonscrit  au 
triangle  T,  la  conique  S  est  une  ellipse,  une  parabole 
on  une  Ityperbole. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'inverse  de  la  droite 
de  l'înlini  est  le  cercle  circonscrit  au  triangle  T,  ce  qui 
est  d'ailleurs  facile  à  établir  directement;  de  ce  résultat 
on  déduit  îmméiiiatcineuL  le  genre  de  la  conique  S 
quand  A  se  déplace. 

Pour  que  la  droite  A  soit  tangente  à  S,  il  faut  et  il 
suffit  qu'elle  passe  par  l'un  des  points  u,,  i»,,  ti>j,  (o,. 
En  elfet,  l'inverse  Cy  d'un  point  O  deA  est  distinct  de  O 
si  ce  point  O  n'est  pas  l'un  des  points  (d;  cela  résulte  de 
la  construction  de  O';  alors,  si  la  droite  A  ne  passe  pas 
par  un  des  points  u,  elle  rencontre  la  conique  S  eu  deux 
points  0|  et  Oi,  réels  ou  imaginaires,  inverses  l'un  de 
l'autre  et  distincts;  car  l'inverse  de  Oi  qui  appartient  i 
la  fois  A  A  et  à  S  appartient  h  la  fois  à  5  et  à  A,  comme  ce 
n'est  pas  O,  c'est  un  autre  point  Oj  comuiun  à  S  et  A  ; 
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mais,  si  A  passe  par  Viin  des  points  u,  soit  u,,  l'in 
de  la,  étant  W),  le  point  ùi,  appartient  à  S;  d'autre  part, 
si  la  droite  A  rencooiraitS  va  un  autre  point  Oi  elle  la 
i-eaconlrerait  encofu  au  point  O3,  inverse  de  O,  et  dis- 
tinct de  0| ,  et  par  suite  en  trois  points  O, ,  Oj,  to, ,  ce 
qui  est  impossible;  donc  A  est  tangente  à  S  eu  tli^.  Sî 
la  droite  A  passait  par  deux  points  u,  elle  passerait  par 
un  des  sommets  du  triangle  T  et  serait  à  elle-même  son 
inverse.  Donc,  pour  que  la  conique  S  soit  tangente  à  A, 
il  faut  et  il  suffit  que  A  passe  par  un  seul  des  points  u, 
qui  est  alors  le  point  de  contact  de  A  et  de  S. 

H.  Quand  la  droite  A  se  déplace  parallèlement  à  elle- 
même,  elle  passe  par  un  point  fixe  P  situé  sur  la  droite 
de  l'infini;  son  inverse,  la  conique  S,  passe  par  un  point 
fixe  M  du  cercle  eii-conscrit  à  T;  on  a  donc  à  cherclier 
le  lieu  des  centres  des  coniques  S  passant  par  quatre 
points  fixes  A,  B,  C,  M.  On  sait  que  c'est  une  conique  S, 
passant  par  le  milieu  de  chacune  des  six  droites  obtenues 
en  Joiguant  les  quatre  points  A.,  B,  C,  iM  deux  à  deux  et 
par  les  points  de  rencontre  des  eâtés  opposés  du  qua- 
drilatère ABCM;  à  ces  neuf  points  on  doit  ajouter  le 
centre  ^  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  car  ce 
cercle  est  une  conique  S  particulière;  c'est  l'inverse  de 
la  droite  de  l'iufjui  dont  la  direction  est,  comme  on  sait, 
indéterminée.  Si  |A|  ,  [Xi,  jjL)  sont  les  milieux  de  BC,  CA, 
AB,  la  conique  S,  passe  donc  par  les  quatre  points  [jl, 
[1., ,  [Xj,  [Xg  indépendants  de  la  direction  de  A.  Comme  \l 
est  l'orlhocentre  du  triangle  jji,[x,[tj,  toutes  les  co- 
niques S|  sont  des  hyperboles  équilatères. 

III.  Quand  la  direction  de  A  varie,  le  lieu  des  centres 
des  coniques  S|,  c'est-à-dire  le  lieu  des  centres  des 
hyperboles  équilatères  passant  par  les  quatre  points  [x, 
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l*-!,  |^3i  |A)  est,  on  vient  de  le  rappeler,  une  conique  qui 
est,  dans  le  vas  actuel,  le  cercle  des  neuf  points  du 
triangle  ^,  [^i^xi,  car  les  six  points  obtenus  en  prenant 
les  milieux  des  droites  joignant  deux  à  deux  les  pointa 
y-t  [*i  )  ^11  i'-3  appartiennent  au  lieu  et  sont  sur  le  cercle 
des  neuf  points  du  triangle  [a,  [J^zJJL). 

IV.  Soit  K  l'inverse  de  I;  ia  droite  IK.  est  déjà  une 
droite  0(y  passant  par  I  ;  je  remarque  eusuite  que  les 
faisceaux  10,  lU'  sont  Itoinographiques,  comme  homo- 
graphiques  au  faisceau  CO;  cela  est  évident  pour  le 
faisceau  10;  quant  au  faisceau  Ky,  il  est  homographique 
au  faisceau  CO',  lequel  est  homographique  au  fais- 
ceau CO.  Les  faisceaux  homographiques  lO,  10'  ont 
deux  droites  doubles  qui  sont  deux  droites  00'  passant 
par  I.  On  a  ainsi  trois  droites  OO*  passant  par  I  et  il 
n'jen  a  pas  davantage,  car,  pour  une  telle  droite, ou O' 
coïncide  avec  I  et  alors  O  est  en  K,  ou  O'  ne  coïncide 
pas  avec  I  et  dans  ce  cas  00'  est  une  droite  double  des 
faisceaux  10,  10'. 

Les  droites  Id  et  lOj  sont  deux  rayons  bomologues 
des  faisceaux  bomographiques  10,  10';  de  plus  I0|, 
considéré  comme  appartenant  à  l'un  ou  à  l'autre  de  ces 
faisceaux,  a  toujours  le  même  homologue  lOj  ;  donc  ces 
deux  faisceaux  sont  en  involution  et  les  rayons  bomo- 
logues lO, ,  10]  sont  conjugués  liarmoniques  par  rap- 
port aux  deux  rayons  doubles  qui  sont  deux  droites  OO'. 

V.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  si  la  droite  A  est 
quelconque,  l'enveloppe  de  00'  est  une  courbe  de  troi- 
sième classe  pour  laquelle  Â  est  une  tangente  double, 
car  ou  obtient  pour  00'  la  droite  A  quand  O  passe 
en  0|  ou  O]  en  décrivant  A.  On  aperçoit  le  même  résul- 
tat en  considérant  la  courbe  polaire  réciproque  de  l'en- 
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veJopjje  de  00'  par  rapport  n  la  conujue  S  :  c'est  une 
rubique  ayant  un  poiut  double  en  S,  p6le  de  i,  les  tan- 
gentes au  point  double  étant  SO,  et  SOj. 

Maintenant,  dans  le  cas  particulier  où  A  passe  par 
l'un  des  points  w,  u,   par  exemple,  alors  10,  et  10, 

Fig.  î. 


sont  confondus  suivant  Iw,;  les  faisieaux  eu  iuvolu- 
lion  lO,  10'  ont  un  de  leurs  rayons  doubles  confondu 
avec  Im,  ;  de  sorte  que  toute  droite  passant  par  u,  est, 
dans  le  cas  actuel,  une  tangente  n  l'enveloppe  de  GO* 
qui  se  compose  alors  du  point  w,  eL  d'une  conique  <p; 
les  deux  tangentes  à  cette  conique  cp  issues  d'un  point 
quelconque  I  de  S  sont  IK  cl  le  deuxième  rayon  double 
des  faisceaux  10,  IC.  Celte  conique  f  passe  en  to,  et  y 
admet  pour  tangente  la  droite  A,  comme  on  le  voit  aisé- 
ment en  faisant  venir  I  en  w,.  Quelques  positions  re- 
niarquables  de  O  sur  i  vont  faire  connaître  des  tangentes 
à  la  conique  tp.  Quand  O  est  au  point  de  rcnconire  de  A 
avec  la  bissectrice  Bujtoa,  le  point  O'  est  sur  cette  bis- 
sectrice en  son  point  de  rencontre,  autre  que  B,  avec  la 
Ann.  de  â/athemat..  î-  ,érie,  t.  XVllI.  (Février  ,899.)  6 
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ionique  S,  <le  sorte  que  la  droite  Hugbij  est  taiigviiie  h 
la  conique  f,   il  en  est  de  même  des  droites  CugUt, 
Âci>g(i}g  ;  mais  les  bissectrices  Bu,,  C(ii|  iic  sont  pas  tan- 
gentes R  tf. 

Soient  n,,  »j,  Rj  les  points  de  rencontre  de  A  avec 
les  côtés  BC,  CA,  AB  du  triangle  T.  Quand  O  vient 
en  n,  le  point  O'  viiriit  en  A  ;  donc  la  diagonale  A  ni  du 
quadrilatère  complet  BCHjngn,  A  est  tangente  à  la  co- 
nique f  ;  on  voit  de  môme  que  les  deux  autres  diago- 
nales Br;,  et  Cn,  sont  tangentes  n  ro. 

Les  côtés  du  triangle  formé  par  les  diagonales  du  qua- 
drilatère complet  hCnittiH,  \  et  ceux  du  triangle 
ciioU^ro]  sont  donc  tangents  à  la  conique  ^ ,  et  l'on  sait 
que,  <|uand  deux  triangles  sont  circonscrits  à  une  même 
conique,  leurs  six  sommtts  sont  sur  une  couique. 


CERTIFICATS  D'ETllDES  SUPERIEURES 
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SESSION    DE  NOVEMBRE  1808.  -  COMPOSITIONS. 

Cun. 

Éléments  généhai'x  de  M  atuéh*  tiques - 

Épreuve  écrite.   —  Soit  C  la   courbe  définie  ■ 
coordonnées  rectangulaires  peu'  les  ^qualionn 


montrer  que  C  esl  une  hélice  et  déterminer  la  section 
droite  du  cylindre  dont  elle  est  une  géodésiçue.  Mon- 
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trer  que  les  développantes  de  C  sont  pliuies  et  con- 
struire celle  qui  part  de  C  à  l'origine  des  coordonnées. 

On  Iroiive  que  l'arcj  compta  n  partir  de  l'origine  est 
égal  h  x  +  z;  C  est  une  hélice  :  la  section  droite  du 
cylindre,  située  dans  le  plan  œ-i-  z=zo  est  définie  par 
les  relations 

pour  la  déveltippaiite  partant  de  l'origini;,  ou  a 

X    -„  Y    -"'^"-^)  7    _         -i'VÎ 

A,-o.  '■-     3  +  6,1     ■         ^^'--3^767'* 

Epreuve  pbatiqijk.  —  On  suppose  que,  dans  l'orbite 
apparente  du  Soleil,  on  ait  e=  ■^,vi=:ii8o'',  et  l'on 
considère  In  position  S  du  Soleil  j  d'année  sidérale 
après  son  passage  au  périgée.  Montrer  que  u  est  com- 
prise entre  -  -i- e  et -^  -t- e  —  fi'  ;  la  valeur  — \- e  est 
approchée  à  moins  de  i"  :  en  l'acceptant  pour  u,  cal- 
culer la  longitude  de  S. 

On  a 


i:  aisément  le  calcul. 


Calcul  DiFFiRENTiEL  et  intégral. 
Oreuve  éckite.  —  I.  Soit  f(^x,y,u)  une  fonction 
do  trois  variables  dont  on   regarde  la  dernière    u 
comme  fonction  des  deux  autres. 
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Formant  -:  ■■{■  ei  regardant  dans  son  expression  x, 


on  propose  de  déterminer  f  de  sorte  ijue  -r-\-  soit  de 
la  forme 

d'K  j  /        àu       du       du  du\ 

On  trouve 


II.  Une  surface  S  a  pour  équation,  en  coordonnées 
rectangula  ires, 

(ay  -t-  bi  -,-  c)^>-t-(o>  +  b-z  +  c')(r'-  a»»»)  =  <>, 

m  étant  une  constante  donnée,  a^b,  c,  a',  b' ,  c' six  para- 
mètres indéterminés,  former  l'expression  du  rayon  de 
courbure  d'une  section  normale  de  S  en  un  point  de  la 
parabole  X  ^  o,j^=  nmz.  Déterminer  a,  b,c,  a',b',^ 
de  sorte  que  tous  les  points  de  la  parabole  soient  des 
ombilics. 

La  méthode  ordinaire  donne 

_l_  _         f«'         (6>''+ama^  +  c)rfJ^'-^  (fty  +  a  ma'jr-t-  c')dy' 

Pour  que  tous  les  points  de  la  parabole  soient  des 
ombilics,  Rdoii  être  indépendant  de  -^i  quelque  soil^y. 
On  trouve 
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Épdeuve  pratique.  —  Calculer  l'intégrale  de  t'équa- 


-m- 


qui  se  réduit  à  ^  '  pour  x  =  i, 

«=  ^(ar-.)»+|(;r-.)x +  i[9{^ -.)'-.- 4^]' ■ 

Mécanique, 

Ëpibuve  éciite.  —  I.  Un  plan  P  glisse  sur  un  plan 
fixe  de  manière  qu'un  de  ses  points  A  parcoure  avec 
une  vitesse  constante  une  circonférence  de  centre  O  et 
de  rayon  R,  tandis  qu'un  second  point  A'  du  plan  P 
demeure  sur  une  circonférence  de  centre  Gf  et  de 
rayon  R  :  les  droites  AA',  00'  ont  une  même  lon- 
gueur aR,  mais  ne  sont  pas  parallèles. 

Construire,  pour  une  position  quelconque  du  plan  P, 
le  centre  instantané  de  rotation  et  le  centre  des  accé- 
lérations. 

On  te  rappellera  que  ce  dernier  est  à  la  rencontre  du 
cercle  des  inflexions  et  d'un  cercle  orthogonal  qui  passe 
par  A,  dont  le-^  est  nul. 

II.  Une  plaque  carrée  homogène  OPQR,  soustraite 
à  l'action  de  toute  force  extérieure,  peut  tourner 
autour  du  sommet  fixe  O  ;  le  côté  eit  égal  à  i,  la 
masse  A  3.  On  considère  trois  axes  liés  à  la  plaque, 
Ox  suivant  la  diagonale  OQ,  Oy  parallèle  à  PR, 
Oz  normal  à  la  plaque.  Déterminer  le  mouvement  de 
cette  plaque  en  supposant  t/u'à  l'instant  initial  elle  est 
animée  d'une  rotation  instantanée  dont  les  compo. 
santés  sont  p„^=  ■ii,  qo^  o,  /"o  ^  a^/3. 

On  est  dans  le  cas  sjogulier  où  la  distance  du  point 
fisc  au  plan  deThcrpolbodie  est  égale  au  demi-axe  moyen 
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de  l'ellipsoïde   d'incrlie.   Lu  problème  est  connu 
j'écrirai  seulement  les  deux  formules 
g  =  IV  tang  Uypat  i/ï. 


+  =: 


''8/3H.94_98ei«/i/i 


ËpitEUV)!  PRATIQUE.  —  Attraction  d'une  couche, 
xphériçue  homogène  sur  un  point  intérieur  ou  exiè- 
rieur,  l'attraction  étant  réctprot/ue  à  la  quatrième 
puissance  de  la  distance. 

n   ■        •      .  ■  a  /Ma- 

Point  intérieur  :  ^  sr^T" — rr,! 

„  .  .  .  /M(3R'— 37') 

Point  extérieur  ;  —  ■^,   aini^    iit' 

Oreuoble. 
Calcul  DiFFÉneNTiEL  et  intkqhjil. 

Epreuve  écrite.  —  Plan  tangent,  lignes  de  cour- 
bure, lignes  asyjnptotiques  de  l'hélicoïde  gauche  à 
plan  directeur. 

Lieu  des  points  de  la  surface  pour  lesquels  le  plan 
tangent  est  parallèle  à  une  droite  donnée. 

,  Épreuve  prati^uk.  —  Équation  générale  des 
courbes  qui  coupent  sons  un  angle  donné  les  lemnit- 
cates  définies  par  l'équation  [x^-^y^Y^  n*(x' — jj*), 
dans  laquelle  a  désigne  un  paramètre  variable.  Mon- 
trer que  les  courbes  obtenues  sont  encore  des  lemnis- 
cates. 

Cas  particulier  des  trajectoires  orthogonales, 

MÉCtNlQCE- 

Epreuve  tc^nr..  —  f^n  point  matériel  pesant  se 
meut  sans  frottement   sur  un   cylindre  parabolique 
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dont  l'équalion  par  rapport  à  trois  axes  rectangu- 
laires Jixes  est  y'* —  a/JX^  o. 

On  donne  les  cosinus  directeurs  a,  p,  y  de  la  direc- 
tion de  la  pesanteur,  les  coordonnées  Xq,  y „  de  la  posi- 
tion initiale  du  point  supposée  dans  le  plan  xy  et  les 
composantes  a,  A,  c  de  la  vitesse  initiale. 

On  discutera  les  circonstances  générales  du  mouve- 
ment du  point  et  en  particulier  de  sa  projection  sur  le 
plan  xy,  on  calculera  la  réaction  du  cylindre  quand 
les  données  sont  quelconques,  et  l'on  considérera  en 
particulier  le  cas  oit  l'on  aurait 

3  =  o,        a*+  ô'—  -iffaxo  —  fftp  =  o. 

Epheuve  pratique  .  —  Calculer  les  moments 
d'inertie  d'un  cylindre  droit,  homogène,  de  révolu- 
tion :  1°  Par  rapport  à  une  génératrice;  -2"  Par  rap- 
port à  un  diamètre  de  sa  Base. 

Trouver  quel  doit  être  le  rapport  de  la  hauteur  h 
du  cylindre  au  rayon  r  de  sa  base  pour  que  les  deux 
pendules  composés  obtenus  en  faisant  osciller  le  cy- 
lindre autour  d'une  génératrice  et  d'un  diamètre  de 
sa  base  {ces  deux  axes  étant  supposés  rendus  horizon- 
taux) aient  même  longueur  de  pendule  simple  syn- 
chrone. 


Épreuve  tcRiTE.  —  Étant  admis  que  la  sur/ace  ma- 
thématique de  ta  Terre  est  un  ellipsoïde  de  révolution, 
on  demande  : 

i"  De  calculer,  pour  un  point  de  latitude  X,  les 
rayons  principaux  de  courbure  de  cet  ellipsoïde  ; 

1°  D'exprimer,  en  fonction  des  latitudes  extrêmes, 
la  longueur  d'un  arc  de    méridien,    application  au 
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quart  du  méridien,  à  l'arc  de  un  degré  d 'une  latitude 
moyenne  donnée,  et,  enfin,  à  la  détermination  des 
éléments  de  l'ellipsoïde  terrestre  à  t'aide  des  lon- 
gueurs de  divers  arcs  de  méridien. 

Épreuve  pratique.  —  Détermination  de  la  décli- 
naison d'une  étoile  par  la  durée  T  de  sa  course  au- 
dessus  de  /'horizon  d'un  lieu  de  latitude  connue, 
calcul  de  l'azimut  du  lever  de  l'étoile, 

f^ariations  de  l'azimut  et  de  la  déclinaison  corres- 
pondant à  un  accroissement  S  de  T. 

Données  numériques  : 


n  à  la  logique  de  11  théorie  des  régioi 


soLumns  h  tuisTroiis  PMPOsÉts. 


Par  an  foyer  F  d'une  conique  donnée  on  mène  une  corde 
quelconque  MM'.  Le  cercle  de  diamètre  MM'  rencontre  la 
conique  en  deux  autres  points  M|  et  MJ.  Montrer  que  : 

l"  Ln  droite  Mj  M',  passe  par  un  point  fixe: 
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■i'  Le  lieu  det  points  de  rencontre  des  iéeantet 

au  cercle  et  à  la  conique  te  compose  d'une  droite  et  d' 

cubique.  (E.-N.  Bahisien.) 


SOLUTION 

Par  M.  E.  Malo. 


Soient  désignés  par  F,  Q,  R  les  trois  points  de   rencontre 


des  sécantes  communes  à  la  co 
deux  à  deux.  Je  dis  que  l'un  d'ci 
Focale  MM'  coupe  la  directrice. 


au  cercle  MM'  prises 
X  le  point  où  la  corde 


1 — ,Aj{j\ — „---' 


En  effet,  le»  points  P,  Q,  R  sont  caraclcrisés  par  cette  pro- 
priété que  chacun  des  trois  eûtes  du  trian(;le  qu'ils  forincnt 
est   la  polaire   du   sommet   opposé   à   la   fois    par  rapport  au 

cercle  MM'  el  par  rapport  à  la  conique  donnée.  Or,  la  perpen- 
diculaire menée  à  MM'  en  F  est  la  polaire  de  F  par  rapport  à 
la  conique,  en  vertu  de  la  définition  même,  en  Géométrie,  du 
foyer  et  de  la  directrice  (fojer,  point  où  chaque  couple  de 
droites  conjuguées  est  rectangulaire;  directrice,  polaire  du 
foyer),  el  aussi  par   rapport  au  cercle,  d'après   les   propriétés 
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les  plus  élëmeniaires  de  cette  courbe.  La  deuxième  sécante 

commune  au  cercle  MW  et  à  la  conique  donnée  dans  le  couple 
dont  fait  partie  MM',  est  donc  la  droite  passant  par  P  et  fai- 
sant avec  les  axes,  en  sens  inverse,  le  même  angle  que  MM'  : 
elle  passe  manifestement  par  le  point  G,  symétrique  <le  F.par 
rapport  à  la  directrice. 

Les  points  Q  et  R  sont,  sur  la  perpendiculaire  à  MM'  menée 
par  Fi,  les  deux  points  conjugués  à  la  foisau  segment  NN',  in- 
tercepté par  l'ellipse,  et  au  segment  LL',  intercepté  par  le 
cercle.  L'ordre  de  U  courbe,  lieu  des  points  Q  et  R,  est  donc 
mesuré  par  le  nombre  i  augmenté  du  nombre  qui  exprime 
combien  de  fois,  dans  le  pivotement  de  la  droite  LL'NN'  au- 
tour du  poiat  fixe  F,  l'un  des  points  du  couple  (Q,  R)  vient 
en  F.  Or,  quand  cela  a  lieu,  comme  F  est  le  milieu  de  07 
l'autre  point  de  ce  couple  est  à  l'inlloi,  et  F  est  aussi  le  milieu 
du  segment  NN'.  La  circonstance  envisagée  ne  se  présente 
donc  qu'une  seule  fois,  quand  LL'NN'  est  perpendiculaire  à 
l'axe  focal,  et,  par  suite,  le  lieu  cherché  est  bien  une  cubique, 
avec  un  sommet  en  F  et  une  asymptote  perpendiculaire  a  l'axe 
focal  de  la  conique  donnée. 


Il  est,  du   reste,  aisé  d'en   écrire  l'équation.  Soi 

t  u  l'angle 

que  fait  la  droite  LL'MN'  avec  l'axe  focal, et,  p.ir  ci 

onséquent, 

(0-!^  celui    que   fait,   avec  ce  même  axe,  la    dr 

oite   MST  : 

l'équation   qui   admet  comme   racines  les   longucui 

-s  des  seg- 

ments  FN,  ÏWest 

*(?)  =  (i  — e'cos'ù))p'-i-a;îep  cnsu  — p'  - 

=  o; 

semblablemcnt  l'équation  qui  détermine  le  couple 

(L.  L')cst 

V(p)  =  {i-e*9in«c)p*-/>»  =  o. 

de   points 

On  aura,  par  suite,   pour  l'équation  déterminant 
doubles  de  l'involution  *(p)+ ^'i^fp)  =  o. 

k,  poini. 

d*  àW        d*  âV  _ 

•)p    dp        dp   dp         ' 
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et  il  suffît  di!  multiplier  par  p  pour  passer  immédiatement  aux 
coordonnées  reetangulaires 

(a»j:»  +  6'_>-»H-A')x— 6'e(T'— ^')  =  o. 

L'asymptote,  toujours  réelle,  passe  donc  par  le  centre  de  la 
conique.  Les  tangentes  issues  de  F  s'obtiennent  en  coupant 
l'axe  non  focal  par  le  cercle  décrit  de  F  comme  centre  avec 
le  rayon  3a  :  les  points  de  contact  sont  sur  la  conique  et  sur 
la  polaire  du  point  G. 

Autre  solulioD  par  M.  Audibebt. 


Étant  donnée  une  surface  quelconque  F,  pour  laquelle 
l'in/iicatrice  eu  e\\iplir[ue,  lasurface  V,  lieu  des  centres  de 
courbure  de  toutes  les  sections  normales  ou  obliques  que 
l'on  peut  /aire  autour  de  chacun  de  ses  points,  est  repré- 
lenlée  par  l'équation 


x*-\-}^  +  z 


RiR,(a!'-t-/*) 


Ri  et  R]  étant  les  rayons  principaux^  de  F  relatifs  au  point 
que  l'on  considère. 

Cela  étant,  vérifier  que  l'aire  de  la  surface  V  et  le  vo- 
lume qu'elle  enveloppe  ont  respectivement  pour  expression 


.(£ii£!)/ïï7Tr„ 


V  =  —  (3RÎ  +  2R,R,-t-3RÎ)/R7Rt■ 
(A.  ISSALY). 


1°  Prenons  pour  ases  les  tangentes  aux  sections  principales 
et  la  aormale  à  la  surface  F  au  point  0  considéré,  et  considé- 
rons toutes  les  sections  ayant  la  même  tangente  OT.  En  vertu 
du  théorème  de  Meusnïer,  les  centres  de  courbure  de  ces  sec- 
tions  se  trouvent   sur  un  cercle  de  diamètre  0<u,  m  étant  le 
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(9«) 
centre  (le  courbure  de  la  section  normale  ZOT;  le  cercle  pré- 
cédent est  situé  dans  un  plan  perpendiculaire  à  OT.  La  sur- 
face F'  est  donc  engendrée  par  celte  circonférence,  qui  tourne 
autour  de  OZ  et  se  dilate  entre  les  centres  principaux  de 
courbure  (ui  et  (i>t.  Posons 

8=fÔÏ. 
Les  équations  du  cercle  Ou>  sont  alors 

1  x^-i-y^  +  s*  =  Rs,         R  =  Ooj, 
\  j-zr^artangO. 

Or,  d'après  la  relation  d'Euler, 

'*'  iS  '^  ~Ri~~^  "rT' 

En  éliminant  R  et  6  entre  (i)  et  (i),  on  trouve  l'équation  de 
l'énoncé  pour  la  surface  F',  qui  devient  une  sphère  si  le 
point  0  est  un  ombilic  de  F. 

3°  Je  prends  pour  élément  d'aire  l'aire  limitée  par  deux 
positions  inûniment  voisines  du  cercle  générateur.  On  a  de  la 


•  (R,cos'9-i-R|Sin'fl 


A-iRÎR^     (R,cos'9-HR,sin>e)"' 
donc 

3°  De  même,  en  prenant  pour  élément  de  volume  le  volui 
correspondant  à  l'élément  d'aire,  on  a 


~  3  .A     {Ricosï6^-R,sin»0j'' 
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V  =  ^  (  3  RJ  -  iR,  R, -H  3  Rî) /rTR^. 

Note.  —  Pour  trouver  les  intégrales  définies  précédentes,  on 
peut  procéder  de  la  muoière  suivante  :  Considérons  l'intégrale 
immédiate 

i,=  r' ^ =    -   . 

J^     B,cos'9-i-R,ain"8       a  v'^TBi 
Prenant  les  dérivées  de  I  par  rapport  à  R,  et  R),  on  trouve 

J^    (R,cos'e+R,sin'e)i -_jr,^/r7h;' 


X  f*^»-^ 


»cos»0  +  Rsin«ft)'        4R,/r7r, 
En  faisant  la  somme,  on  obtient 


(R,cos«9  +  R,  «in'fl 


En  procédant  de  la  même  manière,  on  obtient  de  Ij  l'inté- 
grale I|,  On  pourrait  trouver  de  la  sorte  une  formule  gêné- 
raie,  pour 

.=/"'__ '^^ 

X     (RiCos'OM-Risin'S)" 


L'équation  xjrt-i-  ktv'  =  o,  oà  x,  y,  a  représentent  let 
coordonnée»  homogènes  d'an  point  du  plan 


et  k  un  paramètre  arbitraire,   représente  un  système   de 
cubiques  qui  ont  troispoints  d'inflexion  réels  situés  sur  la 
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droite  w;   te   lieu   des   autres  points  d'injtexton    se   com- 
pose de   deux  droites  imaginaires  A  et  B. 

Démontrer  qu'il  existe  deux  cubiques  du  système,  tait- 
gentes  à  une  droite  donnée  L,  eC  que  les  deux  points  dt 
contact  sont  conjugués  harmoniques  relatieement  aux 
deux  points  imaginaires  conjugués  où  la  droite  L  rencontre 
A  et  B.  (A.  Legol'x.) 


t"  La  hessienne  de  \a  cubique  a  pour  équation 
^kw(a*x*-\-  6*_y'  +  c'3'  —  itbcyz  —  ^cazx  —  %ab'xs)  —  xyx  =  < 

D'où  résulte  que  trois  des  points  d'inrie\ion  sont  sur  la 
droite  w,  ce  qui  était  d'ailleurs  visible  sur  l'équation  de  la  cu- 
bique même.  Si  l'on  élimine  t  entre  l'équation  précédente  et 
celle  de  la  cubique,  on  trouve  pour  te  lieu  de^  autres  poini!! 
d'inllexion 

<i)  (ax~bj)^  +  (by'-ci)*-t-(cz-ax)^^o 

deux  droites  imaginaires  qui  se  rencontrent  dans  le  point  rcfl 


L°  L'équation  du   faisceau  de  droites  qui  joignent  l'origine 
i  points  d'intersection  de  la  cubique  avec  la  droite  L 


Pour  que  la  cubique  soit  tangente  à  L  il  faut  que  (a)  admette 
un  facteur  carré.  Ce  facteur  carré  est  d'ailleurs  un  facteur  du 
jacobien  des  deux  fonctions  de  xety, 

xy(ux-i-i-y)    et     ('. 

Ce  jacobien  a  pour  équation 

/*|(ff  +  cu)ux*-f-7.(av  ■~bii)xy—(b-t-cv)fyi]  ^  o; 
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il  comprend  le  focieur  singulier  ('  qui  repri-senle  la  droite  qui 
joint  l'origine  au  point  tl'intersection  de  ir  et  de  L.  Il  reslc 
alors  pour  l'équation  des  droites  qui  Joignent  l'origine  aux  deux 

(H)      (a-(-c«)ux'+2(ac— &«)^j  — (i  +  ct^)(._^«  =  o. 

D'ailleur?,   l'équation   du  faisceau  des  droites  qui   joignent 
l'origine  aux  points  d'inlerseniion  des  droites  A  et  B  avec  L 

■       )  +(6'+c*f»— *ci>)^»  =  o. 

11  reste  à  voir  que  les  deux  faisceaux  (3)  et  (4)  sont  eon- 
jugués  harmoniques  l'un  par  rapport  à  l'autre,  ce  qu'on  vérifie 

Autre  solution  de  M.  AtiDiBEMT. 


QUBSTIOKS. 


480  {1859,  -^66).  Soit  Dj  un  cercle,  D,  une  développante 
de  Dg,  D]  une  développante  du  D],  ...,  D„  une  développante 
de  Dn-1-  Appelons  D„  développante  du  cercle  de  l'ordre  n. 
Cela  pose,  on  propose  de  démontrer  le  théorème  suivant  : 
Si  une  figure  plane  varie  en  restant  semblable  à  elle- 
même,  et  si  trois  droites  de  cette  figure  ont  chacune  pour 
enveloppe  une  développante  de  cercle  de  l'ordre  n,  toute 
autre  droite  de  la  figure  a  pour  enveloppe  une  dévelop- 
pante de  cercle  du  même  ordre.  (P.  de  Lafitte.J 

493  (1859,  44^  ).  linc  courbe  C„  de  degré  n  et  une  conique  C, 
sont  données  dans  le  même  plan  ;  on  prend  la  polaire  d'un 
point  quelconque  situé  sur  C^  par  rapport  à  la  conique  Ci: 
soient  1'  et  Q  les  points  d'intersection  de  cette  polaire  avec  la 
conique,  le  lieu  du  point  d'intersection  de  dcu\  normales 
raenée»  en  P  et  Q  à  la  conique  ne  dépasse  pas  3n. 

(Dl^SBOVES.) 

«te  (18»,  «4).  Par  un  point  pris  arbitrairement  dans  l'es- 


1,0,1,™  byCoOJ^IC 
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,    .     ,  mpim  —  i)(d— Il         , 

|)ace,  on  peut,  en  gênerai,  mener  ■     -  ■  ■ — ■       ■  - ■  ■ — -  droites, 

dont  chacune  rencontre  en  deux  points  la  ligne  à  double  cour- 
bure résultant  de  l'iotersection  de  deux  surfaces  algébriques 
d'ordre  melp;  toutes  ces  droites  sont  sur  un  cône  d'ordre 

(„_,)(,-i). 

Il  suit  de  là  que  la  perspective  de  l'intersection  de  deux 
surfaces  d'ordre  m  et  />  a  "'^''"~'"^~"  poinW  double, 
situés  sur  une  courbe  d'ordre  (m  —  i)(/j  — i). 

(MOUTAM.) 

3)2  (1860,  4^)-  Lorsqu'un  corps  peut  tourner  autour  de  six 
axes  indépendant!,  on  peut  le  faire  tourner  autour  d'un  axe 
quelconque.  (MoBii'S.) 

513  {1860,  46).  Lorsqu'on  donne  un  nombre  de  droites  plus 
grand  que  ïiJ,  il  est  toujours  possible  de  trouver  des  forces 
qui,  agissant  suivant  ces  droites,  se  tassent  équilibre;  lorsque 
le  nombre  de  droites  est  moindre,  cette  possibilité  exige  en- 
core certaines  conditions.  (MoBits.) 

1812.  Les  plans  osculateurs  k  une  cubique  gauche  en  trois 
de  ses  points,  a,  b  et  c,  coupent  le  plan  abc  suivant  des  droites 
concourante!:.  (E.   DuPOnCQ.) 

1813.  Soient  aj,  ai,  aj  et  a^  les  pieds  de  quatre  normales 
concourantes   menées  à   une  conique  C  : 

I*  Dans  cbacun  des  triant;les  T,  tels  que  a,a,a^,  on  peut 
inscrire  une  conique  A   ayant  les  mêmes  axes  de  symétrie 


2»  Les  quatre  coniques  Ai 

At,  A|  et  A4  sont  circonscrites 

à  un  même  quadrilatère; 

3°  Les   cercles   circonscrits 

aux  triangles  admettant   pour 

sommets  les   points  de  conta 

et  des  coniques  A  avec  les  côtés 

des  triangles  T  passent  par  u 

n  même  point     (E.  Duporco.) 

1814.   On  considère  trois  ce 

niques  (S),  (S,),  (S,)  bitangentes 

entre  elles  aux  deux  points 

A,  B;  de  deux  points  a,  a^  pris 

sur  (S),  (S,)  et  tels  que  la  dr 

ite  aa,  passe  par  ce  pôle  com- 

mun  à  ces  trois  coniques,  or 

méne  des  tangentes  à  (S,).  Les 

quatre  sommets  du  quadrila 

ère  ainsi  formés  décrivent  denx 

coniques. 

(C.  Lbinkbccki..) 
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[P1][P2] 

SIR  L'HOMOGRAPHIE  ET  LA  DUALITÉ 
APPLIQUÉES  m  PROPRIÉTÉS  N!TAI91ES  Bl  PLA^; 

Pab  m.  L.  RtPERT. 


1.  Lorsque  l'on  a  donné,  en  Géoinéirte  élémenLaire, 
les  définitions  lii^s  clêmenU  niéLr)i|ueA,  donl  les  deux 
principales,  celles  de  la  distance  de  deux  points  el  de 
Vangle  de  deux  droites  rcmonteitl  à  l'anliquilé,  il  est 
rlair  que  l'on  ne  pouvait  passe  préoccuper  del'applica- 
lioD  des  principes  de  dualité  et  d'boinographie.  Pour 
pouvoir  appliquer  eus  principes,  il  ne  faut  donc  pas 
craindre  de  revenir  en  arrière,  d'analyser  les  définitions 
données,  d'examiner  rominoni  l'on  pourrait,  sans  chan- 
ger leur  signification,  les  transforuier  de  manièce  qu'elles 
donnem  prise  à  l'application  successive  des  deux  prin- 
cipes. 

Chasies,  dans  ses  Mémoires  annexés  à  \'j4perçu  histo- 
rique, B  déllni  le  principe  d'homograplii»  comme  résul- 
tant de  deux  applications  du  principe  de  dualité.  C'est 
en  effet  le  moyen  le  plus  simple  de  démonstration. 
Mais  l'ordre  d'application,  naturel  et  logique,  est  :  i^la 
transforoiation  sans  changement  de  nom  des  propriétés, 
c'est-à-dire  l'homograpliie;  a"  la  transformation  avec 
changement  de  nom  des  propriétés,  c'est-à-dire  la  dua- 
lité. Il  parait  très  difficile,  en  général,  d'appliquer  <ii- 
revlement  le  principe  de  dualité  aux  propriétés  métri- 
ques. Je  me  propose  de  prouverque  celte  application  est 
Ann.  de  Ataihémal.,  î" série,  t.  XVlIl.(Miiis  iSfjy.)  J 
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lou jours  possible  ut  même  facile  quand  les  prapri<5lés  oui 
élé  préalablc'iiiurit  généralisées  par  liomographie. 

2.  J'adniots  coDime  ar<|uis  et  hoi's  àe  contestation  : 
i"  les  priiR'îpos  eux-niônies  et  la  générafilé  do  leur  ap- 
plicatiuii  aux  ^iropiiélés  projectives,  d'où  il  suit  <|ue  le 
problème  de  l'application  aux  propriétés  mélnquei  re- 
vient à  donner  à  nés  propriétés  le  cn/actère/jro/ecfj/,- 
•i"  le  double  et  fondamental  ibéorèniede  Cbasies  :  Dans 
deux  figures  homologues  ou  corrélatives,  tes  rapports 
anharmonigiies  d'éléments  homologues  ou  corrélatifs 
sont  égaux;  3"  l'existence  symbolique,  dans  le  plan, 
d'une  droite  i  de  l'inKnî,  qui  se  trouve  déterniioée  par 
les  deux  [Kiints  imaginaires  I,  et  U,  dits  points  cy- 
clit/ues,  lesquels  déteiniincnl  eux-inèines  la  l'araille  des 
cercles  du  plan  {caractérisée |)ar leur  passage  pari,,  Ig); 
^"  la  possibilité  lioinograjdiiqiie  de  substituer,  à  cette 
droite  t  on  1,  li,  une  droite  quelconque  n,  déterminée 
par  deux  {Minls  lixes  arbitraireraeul  cboisis  (réels  ou 
imaginaires,  r  ou  i)N,,  K,,  qui  déterminent  eux-nu^mes 
toute  un<!  famille  de  coniques  jKinr  lesquelles,  dans  un 
prévient  article  {y.  À.,  p.  44**î  '898),  j'ai  proposé 
le  nom  à'homoponctuell's  (c'csl-à  dire  astreintes  à  pas- 
ser toutes  ]iar  IN,,  IN^);  5"  la  corrélation  de  la  droite  n 
ou  N,i\i  (dont  (OU  l,Ii  est  un  cas  paiticulier)  avec  un 
)>oint  Pi,  arbitrairenieitl  dtoisi,  déterminé  par  deux 
dr-oites  fixes  données  (/■  ou  i)  «,,  /ij,  lesquelles  déler- 
niiueut  elles-mêmes  toule  une  famille  de  coniques  homo- 
tangentes (c'est-k  diiv  astreintes  toutes  à  toucher  ni,  n^). 

Un  cercle  est  déterminé  si  l'on  donne  son  centre 
(pôle  de  i)  et  un  point,  ou  encore  trois  points.  De 
même,  une  conique  homoponctuelle  est  déterminée  par 
la  donnée  du  pôle  de  n  et  d'un  point,  on  encore  de  trois 
points.  Une  tonique  bomotangente  est  déterminée  si 


b,  Google 


(  '«s  ) 

l'on  donne  la  polaire  de  N  et  une  tangente,  ou  encore 
trois  tangentes.  La  droite  n  sera  dite  droite  fondamen- 
tale dans  les  transformations  Iioinograplii<]ues,  et  le 
point  N/iot/itybnifdfHeHîa/dans  les  transformations dua- 
listî(|Ue3. 

Dittance  anharmonique  de  deux  points. 

3.  La  distance  (nétricjue)  de  deux  pointa  A  et  B  est 
(ou  s'exprime  par)  le  nombre  d'unités  de  longueur  con- 
tenues dans  le  segment  AB.  Cette  déûnition  implique*  ce 
qui  suit  : 

Étant  donnée  (^g-  i)  une  droite  ^  qui  rencontre  i  en 
uu  point  I  et  sur  laquelle  ou  prend  deux  points  A  et  B, 

Fin-  ■■ 


un  considère,  dans  la  famille  des  cercles  (1|,  Ii)  du  plan, 
un  cercle  F,  qui  sera  dit  cercle-unité,  ayant  pour  p6lo 
de  ('  un  point  arbitraire  Q  et  d'un  rajou  égal  à  l'Huité  de 
longueur  arbitrairement  choisie  (')  Ou  mène  Ql  qui 
rencontre  r  en  EfQ A  qui  rencontre  l'cn  J,et  JEqui  ren- 
contre d  en  D.  Le  rapport  — r-.  c'est-à-dire  le  rapport 


(')  Le  ctrele-unité  iM  indispensable  pour  déterminer  Is  direction 
elle  MO*  des  segments.  A  chaque  diaiottre  EQE'  correspond  unr 
dircclton  avec  ses  deux  sens  (QE,  QR').  D'où  résulte,  pour  les  iXifi- 
nitions  (A  elî)la  ni'coasitêdi-s  coniçues-u/li/i'i  (  liumoporctuellc  ou 
faomutan^enlr  ). 


b,  Google 


(  ■»4) 

anbarnionit|ue  jj^^-j^j  ^  (ABDI),  est  la  dislance  des 
deux  points  A  et  B,  ou  longueur  du  segment  AB  (]es 
mots  :  par  rapport  à  i  et  au  cercle-uuîté  F,  étant  sous- 
entendus). 

i.  Par  général isalion,  étant  donnée  {_fig.  2)  une 
droite  d  sur  laquelle  on  prend  deux  points  A  et  B,  et  qui 
rencontre  la  droite  fondamenLale  n  ea  un  point  Nrf,  on 
considère,  dans  la  famille  de  coniques  homoponctuelles 


(N|,  Nf),  une  conique  F,  qui  sera  dite  conique-imitè, 
ayant  pour  pôle  de  n  un  point  arbitraire  Q  et  d'ampli- 
tude arbitrairement  clioisie.  On  mène  QN^  qui  ren- 
contre F  eu  E,  QA  qui  rencontre  n  en  J,  et  JE  qui  ren- 
contre d  en  D.  Le  rapport  anharmonîque 


(ABDNrf) 


sera  dit  la  distance  ankafmonitfiie  des  deux  points  A 
et  B,  ou  la  longueur  anharmonique  du  segment  AB  (les 
mots  ;  par  rapport  à  la  droite  fondamentale  n  et  à  la  co- 
nique-unité r  étant  sous-entendus). 

Ô.  Remarque.  —  Les_/(^.  1  et  3  peuvent  être  faites 
d'une  manière  indépciidanie;  mais,  si  elles  sont  homo- 
logues, en  vertu  du  lliéorème  de  Cbasies  (2,  2°),  le  rap- 


b,  Google 


(  '«5  ) 

port  (ABDI)  <lela^^.  i  vstégal  au  rapport  (ABD^i^))]*: 
Uyîg.  2.  11  en  sera  de  même  pour  deux  rapports  homo- 
logues quelconques.  Donc,  toute  relation  entre  des  lon- 
gueurs, exprimant  une  f>ropriélé  métrique  de  lajig.  i , 
subsistera  entre  les  longueurs  anharmoniijues  homo- 
logues de  la  jig.  2  et  exprimera  la  propriété  ankar- 
moniqae  homologue  de  cette  seconde  figure. 

6.  applications.  —  i"  Un  lercle  de  centre  O  (pûlc 
de  i)  «st  le  lieu  des  points  M  tels  que  la  longueur  OM 
soit  constante.  Donc,  une  conicgue  hoinoponctuelle, 
ajanl  O  pour  pôle  de  n,  est  le  lieu  des  points  M  tels  que 
la  longueur  anliannonique  OM  soit  constante.  Cette 
constante  sera  dite  le  rayon  anharmonitjue  do  la  co- 
nique homoponctuelle. 

2"  Une  conique  non  cercle  Cest  \k  lieu  des  points  M 
tels  que  la  sonimu  ou  diflerencc  de  leurs  distances  à 
deuK  points  fixes  F  et  F*,  clil3_/o^erJ,  soit  égale  à  la  lon- 
gueur an  de  r<trff_/bca/ (c'est-à-dire  du  diamètre  SS' 
déterminé  par  F,  F').  Le  centre  O  (pôle  de  i)est  lecou- 
Jugué  harmonique  du  point  K  à  l'iufini  sur  celte  droite, 
soit  par  rapport  au  couple  (F,  F'),  soit  par  rapport  au 
couple  (S,  S*).  En  désignant  par  R  et  R'  les  extrémités 
de  l'axe  non  focal,  qui  coupe  i  en  un  point  L,  p61e  con- 
jugué de  K.  par  rapport  au  ccrcle-uuité  T,  on  a 

OS-=OS'=a,         OR  =  OR'=  6,         OF  -=OF'=r, 

avec  a^qz  A'^  C*.  Les  polaires  de  F  et  F'  par  rapport 
à  C  sont  les  directrices,  etc. 

Doue,  une  conique  non-hontopontluelle  C  est  le  lieu 
des  points  M  tels  que  la  somme  ou  difTérence  de  leurs 
distances  anharmoniques  à  deux  points  fixes  F  et  F'  qui 
seront  àilsjoyers  (par  rapport  à  n),  soit  égale  à  la  lon- 
gueur anharmonique  an  de  la  corde  focale  (par  rapport 
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à  «)  SS',  déteriuîiiéo  |>ar  F  ei  F'.  Lo  pôle  O  du  n  csi  le 
conjugué  tiannonifjue  du  poinL  K  d  inleraecttoii  de  n 
avec  celte  droite,  soit  par  rapport  au  couple  (F,  F'), 
soit  par  rapport  au  couple  (S,  S').  En  désigiiaul  par  K 
et  R'  les  extrémités  de  la  corde  conjuguée  de  SS',  c'est- 
à-dire  passant  par  O  et  ie  point  L  de  n  qui  est  pôle  con- 
jugué de  K  par  rapport  à  la  coniijue-uiiité  P,  les  lon- 
gueurs anharmoniques  OS  et  OS'  ou  n,  OR  et  OR' 
ou£,OF  et  OF'ouc,soiit  respectiveineiii égales,  et  l'on 
a,  eirtrc  elles,  la  relation  a*  i^  b'' =  c'* .  l^s  polaires 
de  F  et  F'  par  rapport  à  C  seront  dites  les  directrices 
correspondantes  (par  rapport  à  n),  etc. 

Angle  ankarmonique  de  deux  droUei. 

7.  Étant  donné  uti  |>oiut  D,  iiitersfction  de  deux 

droites  a  et  b  {fig.  3),  et  dont  la  jonction  au  point  fon- 

Flg.  3. 


damentai  N  est  la  droite  Hp,  on  considère,  dans  la  fa- 
mille de  coniques  liomotangentes  (n,,  n,)  une  conique 
arbitrairement  clioisie  y,  ajant  (/  pour  polaire  de  N,  cl 
qui  sera  dite  conique-unité.  Soit  e  une  tangenlc  à  eetle 
eonique  menée  par  le  point  qn^.  On  joint  les  points  t)a 
et  JN  par  la  droite  j,  qui  coupe  e  en  je,  et  l'on  jointy'e 
à  D  par  la  droite  d.  I.e  rapport  anharmonique  {abdn^  (') 

(')  Od  siiil  que  le  rapport  anharmonique  (aMn)  s'exprime,  indc- 
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sera  drl  Yangte  artlinrmonique  dca  deux  droites  a  vX  b 
(l<-9  luoiâ  :  pari-apiiort  à  N  et  à  Y«tB<>tsous-(-'i>lt!"dui). 

8,  liemaïques.  —  i°  Il  iinporta  d'observer  ici  «juc, 
tandis  (jue  la  distaiicv  (on  luiiguiMir)  ai)liarnioiiiqu(! 
admet,  coaiine  cas  itarticulter  (3,  4)  la  distance  (ou  lon- 
gueur) iiielrique,  il  n'en  est  pas  de  même  de  l'angle  aii- 
Iiarmonique,  eompaté  à  l'angle  iiiéti'i<]uc  exprinui  en 
degrés  et  subdivisions  de  riegiés.  C<;iie  <|uestIon  mériu! 
quelques  développements,  que,  punr  ne  pas  interrompre 
l'exposé  actuel,  je  renvoie  à  une  NoU*  à  la  lin  de  cet 
article.  Dans  ce  qui  suit,  il  sera  exclusivement  question 
d(!  l'angle  anharr?ioni^ue  tel  qu'il  vient  d'être  délîni. 

2°  Si  \ajlg.  3  est  la  coirélaiive  de  \a  Jig.  a,  on  a 
(ABDNrf)  ^  (nÂrf/in),  Donc,  toute  relation  entre  des 
longueurs  anharmoniques,  exprimant  une  propriété 
anknrmonique  de  ta  Jîg.  2,  subsistera  entre  les  angles 
anltarmoniques  corrélatifs  de  la  fig.  3  H  exprimera 
la  propriété  ankarinonifue  corrélative  de  cette  der- 
nière figure. 

3"  Par  le  point  qn^,  on  prnt  mener  à  y  deux  tan- 
guntes  e  et  e',  d'où  résultent  deux  dioltes  d  et  d'.  Maïs, 
de  même  (3  et  4),  QI  ou  QiVrf  coupaient  Y  eu  deux 
points  E  et  E',  d'où  résultaient  deux  points  D  et  D'.  L<'s 
rapports  anbarmoniqucs  (AUDI)  et  (AltD'I),  (ABDNrf) 
el  (AIÏD'i\rf),(nWrtD)  et  (aft//"/*,,)  sont  respectivement 
égaux  et  de  signes  contraires.  Il  ne  peut  y  avoir  aucune 
dilFiculté  dans  les  dualisations  en  tiiisaut  toujours  eor- 
respondre  les  rapports  anliarmoniqnes  de  iTiCnies  signes. 

9.  Applications.  —   i"  Une  conique  liontolangenlc 

pcndammcnl  de  la  rniisHi^ralInn  ilr  Iniiii;  sérniilc.  par  lu   rciiirli<in 
sin((i.6).sin(rf.n) 
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ayant  o  pour  polaire  de  N  est  l'enveloppe  des  droites  m 
telles  que  l'angle  anliarinonique  (o,  m)  soit  constant. 
Cette  coustante  sera  dite  Vangle  anharmont'que  de  la 
conique  ho  mot  an  génie. 

a'  Une  conique /lon-Aomoînn^enfe  c  est  l'envelopiM; 
des  droites  m  telles  que  la  somme  ou  la  dîOërcncede 
leurs  angles  anliarmonîques  avec  deux  droites  6xes  / 
elj'  qui  seront  dites/ocd/ej  (par rapport  à  IV)soii  ^gale 
A  l'angle  aitharmonique  2  A  des  tangentes  5,  f'  menées 
à  c  du  point  d'intersection  de  f  Ctf.  La  polaire  o  de  N 
est  la  conjuguée  harmonique  de  la  droite  k  de  jonction 
de  N  au  point Jocat  ss'/f,  soit  par  rapport  à  {f,f)  soit 
par  rapport  à  {s,^).  En  désignant  par  /'  et  /''  les  tan- 
gentes menées  à  c  du  point  d'interst^ctioii  de  o  avec  la 
droite  /  passant  par  N  et  qui  est  polaire  conjuguée  de  h 
par  rapport  à  la  conique-unité  y,  les  angles  anliarmo- 
niques  {a, s)  et  (o,r')  ou  A,  (o,/)  et  (o,  /■')  ou  B, 
{o,f)  et  {o,f)  ou  C  sont  respectivement  égaux,  etl'ou 
a  entre  eux  la  relation  A^^zB^^C*.  Les  pôles  de/ 
el  /'  par  rapport  à  C  seront  dits  les  points  directeuts 
correspondants  (par  rapport  à  N),  etc. 


Distance  anhannonique  d'un  point  à  une  droite. 

fO.  La  distance  (niétriqui;)  d'un  point  A  n  une 
droite  rf  est  celle  de  A  à  riiiterscciion  de  fi  avec  la 
droite  qui  joint  A  au  point  de  i  qui  est  le  conjugué  har- 
monique du  point  commun  à  i  et  â  (/  par  rapport  au 
couple  (Li  1^). 

11.  La  dislance  ankarmoni()ue  (par  rapport  à  n. 
Ni,  Nj)  d'un  point  A  à  une  droite  il  sera  doue  celle(-l) 
du  point  A  à  l'inlcrseciion  de  d  avec  la  droite  qui  joint  A 
au  point  de  n,  conjugué  harmonique  du  point  commun 
À  n  et  d  par  rapport  au  couple  (K|,  Ng). 
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12.  jipplicalions.  —  i"  Un  cercl«  éiaiit  l'envcloppu 
des  di'oiltis  dont  la  disrance  à  un  point  iixt;  (pôle  de  i) 
est  constante,  une  conitjuc  homoponctutrtle  esli't^nve- 
lopi>e  des  droites  dont  la  distance  an  harmonique  à  un 
point  fixe  (p6le  de  n)  est  constante. 

2°  Une  conique  non-cercle  C  est  le  liou  des  points 
tels  quv  le  rapport  de  leurs  distances  à  un  point  fixe  F 
(foyer)  et  à  uue  droite  fixe  H  (directrice)  soit  eonstant. 
Si  1«  rapportertëgalà  l'unité,  la  conique  est  tangente  à  t 
en  un  point  déterminé  i  ([>àle  de  i);  elle  n'a  pas  d'autre 
foyer  et  directrice  possible  que  F  et  </;  elle  est  dite 
parabole  et  celui  de  ses  diamètres  qui  passe  par  F  est 
l'axe. 

Une  conique  hon-homoponctuelle  C  est  le  lieu  des 
jMiiiits  tels  que  le  rapport  de  leurs  dislances  anliarino- 
iiiques  à  un  point  F  (foyer  par  rapport  à  n)  el  à  une 
droite  d  (direclritc  par  rapporta  n)  soit  constant.  Si  le 
rapport  est  égal  à  l'uniléjU  conique  est  tangcnle  à  ncn 
UD  |H»iut  N  (pôle  de  n)  Elle  n'a  pas,  par  rapport  ««, 
d'autres  foyer  et  directiîce  que  F  et  rf;  elle  sera  dite, 
dans  ce  cas,  parabole  par  rapport  à  n,  la  dtoile  NE 
ëlant  Vaxe{p!>r  rapport  à  n).  (Voir  Mathesis,  i8g8, 
p.  aSi.) 

Angle  anharnionique  d'une  droite  et  d'un  point. 

13.  L'angle  anharmonique  (par  rapport  à  N,  /iti  "i) 
d'une  droite  a  et  d'un  point  D  est  celui  (7)  de  la  droite  a 
avec  la  jonction  de  D  au  point  d'interseclion  de  a  cl  de 
la  droite  passant  par  ]N  et  conjuguée  harmonique,  par 
rapport  à  («(,«i),  de  la  jonction  de  N  et  D. 

14.  jipplications. —  i''Une  coaif{\i.e  homotangeiite 
edt  le  lieu  des  points  dont  l'angle  an  harmonique  avec 
une  droite  fixe  (polaire  de  N)  est  constant. 
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ï"  Une  conique  non  homotangeiite  c  eslVenvt-ioppc 
des  droites  utiles  que  le  rapport  Je  leurs  angles  anliar- 
moniques  avec  une  droite /'(focale  par  rapport  h  JV)  et 
un  point  D  (diivctcur  par  rapport  k  IV)  soit  coiislaut. 
'  Si  le  rapport  esl  égal  à  l'unité,  la  conique  passe  par  N, 
la  polaire  de  ce  point  étant  la  tangente  n.  Elle  n'a  pas, 
par  rapjtort  à  S,  d'autre  fooale  el  dii-ecteur  que/el  l); 
elle  sera  dite,  dans  le  cas,  parabole  par  rapport  à  K, 
le  point  ttf  étant  l'axial  (par  rapport  à  N  ).  (Atathesis, 
lac.  cit.) 

Diviiion  anharmonique  dei  segment*  et  des  anglet. 

15.  Soit  un  sc-gnii'ut  AB  d'une  droite  d  dont  le  [winl 
à  l'inlini  est  I.  On  jnend,  de  paît  et  d'autre  de  A  : 

AM  =  M'A  =  ^, 

le  [loint  M  étant  entre  A  cl  B,  c'est-à-dire  dans  la  région 
de  fl  qui  ne  contient  pas  I.  En  prenant,  dans  cette 
région,  AD  ^  i ,  on  a 

AM.Dl  _ _  AM'.Dl  _  1^  Aft.Dl 
AD. Ml  AD. Ml       X'aD.BI' 

ou 

AB.MI  _  AB.M'I  _  _ 

AM.BI  ~    '  AM'.BI  ~ 

16.  Par  suite,  après  reinpiaronient  do  i  par  n  :  Un 
segment  AM  d'une  droite  d,  qui  coupe  n  en  N^,  sera 
dit  le  hi''^'  anharmonitfue  du  segment  AB  de  d  si  l'on 
a  ( ABMNj)  =:  ±  <■.  Le  signe  ■+-  correspond  au  point  M 
intérieur  par  rapport  à  h,  c'est-à-dire  sîlué  dans  la 
région  de  d  où  ne  se  trouve  pas  ie  point  N^.  Lu 
signe  —  correspond  au  point  M  exlérietw  par  re- 
port à  /T,  c'est-à-dire  situé  dans  la  tnémc  région  de  d 
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que  Nrf.  Le  point  M|,  déûni  par  (ABMiN^)^  i,  sera 
«lit  lu  milieu  atihiirinoni^ue  du  segniciU  AB. 

17.  Corrélativcnivnt,  N  élant  lu  point  fonda  mental  : 
IJiiançIe  (a,  m) de  soitiiiiet  D  nvradit  Wh''"" nnhainto- 
nique  de  l'angle-  (»,  b)  do  même  sommut  sî  l'on  a 

{abmna)  =±  A-, 

ftp  étant  la  di'oitc  de  jifiiclion  de  D  ei  N.  Le  signe  + 
con-espond  à  ta  dmtie  ni  située  dans  la  région  de  (n,h) 
où  ne  se  trouve  pas  n^  ;  le  signe  —  l'i  la  droite  ni  située 
<lans  la  même  région  de  (<i|&)  (jue  Hj,.  La  di-oite  m, 
définie  par  [tihm\  n^)  =:  i ,  sera  dite  la  médiane  ankai- 
moiiique âa  couple  (a,  b). 

18.  applications.  —  Les  droites  menées  des  som- 
mets d'un  U'iangle  aux  milieux  an  harmoniques  des  côtés 
opposés  concourent  en  un  même  j)oint,  divisant  anliar- 
moniqueuient  le  segment  compris  entre  le  sommet  et  le 
côté  dans  le  rap|)ort  de  2  â  i  ;  ce  poiiiC  sera  dit  le  ceniie 
an/uirmonique da  triangle.  Corrélativement,  les  poiuts 
d'interseciioi)  des  côtés  d'un  triangle  avec  les  médianes 
anharmoniques  des  couples  opposés  sont  sur  une  môme 
droite,  divîsaul  an  harmonique  ment  l'angle  du  côté  avec 
le  sommet  dans  le  rapport  de  a  à  1.  Celte  droite  sera 
dite  Vaxe  anharmonitjue  du  triangle. 

Conjugués  et  conjuguées  anharmo niques. 

19.  Sur  une  droite  d  dont  le  point  à  l'Infîni  est  I,  le 
conjugué  harmonique  d'un  point  O  par  rapport  aux  m 
pointa  M|,  Mj,  .  ■ . ,  Mm  est  le  point  M  défini  par 

"Mtl 


^,  0 
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De  même,  sur  la  droite  d  que  coupe  n  en  Nj,  le  con- 
f  ligué  anharmonifjue  {ou  par  rappoit  à  n)d'ui)  point  O 
par  rapport  avec  m  points  M, ,  Mj,  . . .,  M^  sera  lu  point  M 
défini  par  la  relation 

MNd_Y'"M,Nrf 
"*  OM       2dt    OM,  ' 

Corrélativetneol,  autour  du  point  D,  dont  la  jonction 
au  point  l'ondainental  N  est  /ïb,  la  conjuguée  anharmo- 
nique  (ou  par  rapport  à  N)  d'une  droite  o  par  rapport 
aux  M  droites  m,,  m,, . . .,  t»^  sera  la  droite  m  défiuie 
|>ar  la  i-elation 

20.  j^ppHcatiorts.  —  Le  théorème  de  la  polaire  recti- 
ligne  de  Cotes,  qui  est  déjà  une  généralisation  de  celai 
(lu  diamètre  de  Newton,  est  un  cas  particulier  du  sui- 
vant :  Le  lieu  des  conjuguées  anhaiTtionitfues  d'un 
point  O  pa7-  rapport  aux  m  points  d'intersection 
d'une  coui'he  d'ordre  m  par  des  sécantes  issues  de  O 
est  une  droite.  Le  théorème  corrélatif  est  :  L'enveloppe 
des  conjuguées  anharmoniques  d'une  droite  opar  rap- 
port aux  M  tangentes  menées  d'un  point  de  o  à  une 
courbe  de  classe  M  est  un  point. 

21.  Remarque.  —  On  voit  aisément  <]uo,  pour  des 
segments  en  ligne  droite  ayant  même  point-origine  O, 
ou  pour  des  droites  concourantes  dont  l'origine  des 
inclinaisons  est  la  mente  droite  o,  les  rapf>orts  ^^^ 
et  ' — -  représentent  respectivement,  à  un  facteur 
constant  près,  la  longueur  anliarmonique  OM  ou  l'angle 
anharmonii|ue  { o,  m).  Ceii  posé,  le  théorème  des  Irans- 
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versalev  de  Newton  est  un  cas  particulier  du  suivant  : 
Le  rapport  des  pt-oduits  des  distances  an/tarmoniques 
du  point  commun  variable  O  de  deux  droites  OA,  OB, 
qui  passant  par  les  points  fixes  A.  et  Q  aux  tn  points 
d'intersection  de  ces  droites  avec  une  courbe  d'ordre  m 
est  constant.  Le  lliéorêuie  corrélatif  «ut  :  Le  rapport  des 
produits  des  angles  anliarmoniques  de  la  jonction 
variable  o  de  deux  points  oa  et  ob,  situés  sur  des 
droites  fixes  a  et  h,  avec  les  M  tangentes  menées  de  ces 
points  à  une  courbe  de  classe  M  est  constant.  Il  est 
facile  de  passer  de  là  À  la  généralisation  et  a  la  diialisa- 
lion  du  théorème  deCamot. 


hlèmenti  anharmonig  ues  des  angles  et  des  segments. 

22.  Le  cosinus  (métrique)  de  l'angle  D  formé  par  les 
droites  a  et  b  est  le  rapport  ^rr  ^=  (DEA[),  oblunu  en 
décrivant  de  O  nn  cercle  T  coupant  a  en  A  et  &  en  B, 
et  abaissant  de  B  sur  DA  (dont  le  poini  à  l'infini  est  I) 
la  |>erpendiculaire  BE.  En  d*au très  termes,  le  cosinus 
de  (t,  i)  est  la  longueur  du  segment  DE,  par  rapport 
à  r,  dont  le  rayon  est  l'unité.  La  longueur  du  seg- 
ment BE  est  dite  le  sinus  de  (a,  b).  La  tangente  est  le 
rapport  du  sinus  au  cosinus,  etc. 

Par  geDéralisalion,  j'appellerai  cosinus  anliarmo- 
nique  (par  rapport  à  n)  du  couple  de  droites  (a^b)  de 
sommet  D,  le  rapport  anharmoniquu  (T)EAK)  obtenu 
en  décrivant  une  conique  homoponctuelle  T,  ajaut  D 
pour  pAlede  n,  coupant  a  en  A  et  &  eu  B,  puis  joignant 
B  au  pointLdc  /iquî  est  pôle  conjugué  par  rapport  a  F 
du  point  K  d'intersection  de  n  et  n,  prenant  enfin  le 
point  E  d'intersection  de  BL  et  DA.  En  d'autres  termes, 
le  cosinus  anharmoniquc  de  (a,  b)  est  la  longueur  anliar- 
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inoniqne  <]u  segment  DE,  par  rapport  à  F  dont  lu  rayon 
anharmoniquc  «st  l'unité.  La  longueur  aDharmonigne 
du  segment  BE  sera  dite  le  sinus  anharmonique 
de  (o,  b);  le  rapport  du  sinus  au  cosinus  sera  la  tatt- 
gente  anhaimonique  do  (n,  h),  etc. 

23.  Mais  il  est  visible  que  ces  définitions  ont  des 
corrélatives. 

J'appellerai  çitasi-cosimts  anharmoniquc  d'un  seg- 
ment AB  d'une  droite  d  l'angle  an  harmonique  (W,  e) 
obtenu  en  décrivant  une  conique  bomotangente  ^i 
ayant  d  pour  polaire  du  point  fondamenlal  N,  dont 
l'angle  anharmoniquc  (9  )  est  égal  à  celui  de  la  conique- 
tinité,  et  à  laquelle  les  tangentes  menées  de  A  et  B  sont 
a  et  h,  puis,  coupant  b  par  une  droite  /  passant  par  N 
et  polaire  conjuguée  par  rapport  à  y  de  In  droite  h  de 
jonction  de  A  à  N,  menant  enfin  la  jonction  e  de  bl 
et  da.  L'angle  anliarmonlque  {b,  e)  sera  dit  le  tfuasi- 
siniis  anhanitonique  du  segment  AB^  leur  rapport  sera 
la  quasi-tangente  anharmonique  de  AB,  etc.  Je  repré- 
senterai ces  élémenis  dans  les  formules  par  les  abrévia- 
tions <]a  cosy  qu  sin,  qu  tg,  etc. 

24.  Applications.  —  Dans  tout  ti-iarigic  ABC,  consi- 
déré par  rapport  à  une  droite  n.  on  a,  entre  les 
longueurs  aubarmoniqiies  a,  b,  c  des  c6tés  et  les  lignes 
des  couples  (A,  c)  ou  A,  (c,  n)  ou  B,  (a,  b)  ou  C,  les 
relations 


Dans  tout  triangle  (n,  b,  c),  eonsrdéré  par  rapport  et 
un  pointa,  on  a,  entre  les  angles  anbarmouiques  A,  B;C 
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eL  les  quasi-lignes  des  st:gitit;Rts  BC  OU  a,  CA  ou  b, 
AB  ou  c,  les  relations 


C*-t-A*— B'  _  A'+B*— C* 
CAqucos6    "^    ABqucoae 


Biétectrieet  et  bittecteuri  anharmonitfue*. 

25.  Les  êiMec/rictfj  (métriques)  d'un  couple  (A,  «) 
du  sommet  A  sont  deux  droites  passant  par  A,  conju- 
guées harmoniques  par  rapport  à  (£,  c)  et  diamètres 
conjugués  d'un  cercle  de  centre  A.  Dans  un  triangle 
ABC,  la  bissectrice  intérieure  de  A  est  celle  qui  cou(>i! 
BC  dans  la  région  où  ne  se  trouve  pas  te  point  à  l'iniini 
de  BC;  l'autre  est  la  bissectrice  extérieure. 

Les  biisectrices  anharmoniques  (ou  par  rapport  à  n) 
d'u»  couple  (6,  c)  de  sommet  A  seront  deux  droites  pas- 
sant par  A,  conjuguées  liarnioniqnes  par  rapport  à  (&,c) 
ft  polaires  conjuguées  par  rapport  à  une  conique  bomo- 
poiictuelle  (N|,Nî)  ayant  A  pour  polaire  de  n.  Dans  un 
triangle  ABC,  la  bissectrice  auharmonique  intérieure 
de  A  sera  celle  qui  coupe  BC  dans  la  région  où  ne  se 
trouve  pas  son  point  suri;  l'autre  sera  la  bissectrice 
anbarmoiiique  extérieure. 

26.  Les  bissecteurs  anharmoniques  (ovt  par  rapport 
n  N)  d'un  couple  (B,  C)  des  points  de  la  droite  a  seront 
deux  points  de  cette  droite,  conjugués  barmoniques  par 
rapport  à  (B,C)  et  pôles  conjugués  par  rapport  à  une 
conique  lioniotangcnte  {",,  nj)  ayant  a  pour  polaire 
de  N.  Dans  un  triangle  (a,  b,  c),  le  bissecteur  anliar- 
monique  intérieur  de  a  sera  celui  dont  la  junciîou  à  A 
est  dans  la  région  où  ne  se  trouve  pas  la  droite  AP4  ; 
l'autre  sera  le  bissecteur  anbarmouiqne  extérieur. 
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27.  applications.  —  i"  Les  trois  bissectrices  anhar- 
moniques  intérieures  d'un  triangle  se  coupent  en  un 
môme  point  I,  pdle  de  n  par  rapport  à  une  conique  ho- 
moponctuelle  tangente  aux  trois  côtés  et  qui  sera  dite 
inscrite/  deux  bissectrices  anharmoiiiques  extérieures 
et  une  bissectrice  intérieure  se  coupent  en  un  inâme 
point  (Id,  Ij  ou  D,  pôle  de  n  par  rapport  à  une  co- 
nique homoponctuelle  tangente  aux  trois  cAtés  et  qui 
sera  dite  ex~inscriie.  Corrélativement,  les  trois  bissec- 
teurs anharmoniques  intérieurs  d'un  triangle  sont  sur 
une  droite  i,  polaire  de  N  par  rapport  à  une  conique 
bomotangente  passant  par  les  trois  sommets  et  qui  sera 
dite  circonscrite;  deuY  bissecteurs  anharmoniques  ex- 
térieurs et  un  bissecteur  anharmouique  intérieur  sont 
sur  une  droite  (i\,  i'b  ou  i'c),  polaire  de  N  par  rapport  à 
une  conique  bomotangente  passant  par  les  trois  som- 
mets et  qui  sera  dite  ex-ci' conscrite, 

2°  G  étant  le  centre  anbarmonique  du  triangle  (18), 
les  trois  droites  AL^,  BL»,  CLc,  telles  que  Al,  BI,  Cl 
noient   les  bissectrices  anb a ruio niques   intérieures  de 

L^  AO,  L^BGi  LcCG,  concourent  en  un  môme  point  L, 
que  j'appellerai  point  Lemoinien  {par  rapport  à  n). 
Corrélativement,  g  étant  (18)  l'axe  anbarmonique  du 
triangle,  les  trois  points  al^.  bl„,  cl^,  tels  que  ai,  hi,  d 
soient  les  bissecteurs  aubarmoniques  intérieurs  de  i^ag, 
l^bg,  lc<^g,  sont  sur  une  droite  /,  que  j'appellerai  la 
droite  Longchampsienne  (par  rapport  à  N),  etc. 


28.  Remartfue.  —  De  même  que  LAG  représente 
l'angle  de  sommet  A  dont  les  côtés  sont  LA  et  AG, 
lag  représente  le  segment  dont  le  support  est  a  et  dont 
les  extrémités  sont  la  et  ag. 
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Airet,  périmètre  et  piriangte  ankarmoniquei. 

^.  L'aire  d'un  triangle  est  le  produit  de  la  baso  par 
la  moitié  de  la  hauteur. 

L'aire  anharmonique  S  {par  rapport  à  n)  d'un 
triangle  sera  le  produit  de  la  lonf;ueur  anliarmoiiique 
(l'un  côté  parla  moitié  de  la  distance  ai)harmoiiique(li) 
<]e  cecàté  au  sommet  opposé.  Les  trois  produits (jue  l'on 
obtient  ainsi  sont  égaux. 

h'aire  corrélative  S  (par  rapport  à:  N)  d'un  triangle 
sera  le  produit  de  l'angle  anharnionîquc  d'un  sommet 
(t'esl-à-dire  des  deux  côtés  qui  le  délerniinent)  par  la 
moitié  de  l'angle  anharmonique  (13)  de  ce  sommet  avec 
le  côté  opposé.  Les  trois  produits  que  l'on  obtient  ainsi 
sont  égaux. 

30.  La  somme  (a/n  =  a  4-  i  +  c)  des  longueurs 
anliarmoniques  des  côtés  a,  6,  c  sera  dite  le  périmètre 
ankarinonitjue  du  triangle  (par  rapport  n  n). 

Corrélativement,  la  somme  (aP^A  +  B  +  C)  des 
augles  anharmoniques  des  trois  sommets  sera  dite  le 
fpériangte  anharmonique  du  triangle  (par  rapport  à  N). 

31.  Applications .  —  Toutes  formules  métriques  telles 
que 

aS  =  ôcsinA  =  :t  ^plp'--lt)(p-  b)(p-^c)  =  —^  =  tpr, 

sinA  ~  siolJ  ~  sinC  ~    zS   ~       '      •■' 

restent  vraies  quand  on  remplace  les  longueurs  et  angles 
métriques  par  des  longueurs  anliarmoniques  et  des 
augles  aDharmoniqui's,  R  et  r  étant  alors  les  rayons 
auliannonif|ues  (6,  i")  des  coniques  homoponcluclles 
circouscrite  et  inscrite. 

Ànn.  de  Walhémat.,  3- série,  t.  XVIII.  (Mars  iSiq.)  8 
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En  outre,  ces  formules  cntrainenl  les  suivantes,  7*' et 
R'étant  les  angles  anharmoniqucs  (9,  l")  des  coniques 
liomo tangentes  inscrite  et  circonscrite  : 

31=  BCqusina 

=  a  /P<P-A)"(P— B)(P-C)  =  — ^  =  aPR', 

A       _       B        _       C       _  ABC  _  ^^ 
qusina       qusitTS       qusinc         a*  ' 

32.  On  reconnaîtra  aisément  que  les  considéra  lions 
qui  précèdent  renferment  les  éléments  nécessaires  pour 
la  généralisation  et  la  dualisation  de  toutes  les  proj>rié' 
tés  métriques  du  plan.  Il  est  également  facile  de  prévoir 
que  des  définitions,  plus  nombreuses  sans  doute,  par* 
fois  plus  compliquées,  mais  du  même  genre,  permet- 
tront de  généraliser  et  dualîser  les  propnétés  métriques 
de  l'espace. 

Mais,  entre  la  Géométrie  plane  et  la  Géométrie  géné- 
rale de  l'espace,  il  existe  un  intermédiaire  important, 
la  Géométrie  de  t'espace  autour  du  point,  dont  j'ai 
déjà  signalé  l'utilité  au  point  de  vue  des  propriétés  pro- 
jectives  (Nouvelles  jdnnales,  p.  446;  1898),  et  qu'il  est 
indispensable  de  considérer  au  point  de  vue  métrique. 
Je  reviendrai  sur  ce  sujet  dans  un  prochain  article. 

NOTK- 

Sur  la  division,  quatimétrique  des  angles  et  des  segments. 

La  notion  de  l'angle  anharmonique  de  deux  droites  a  déjà 
été  prévue,  car,  dans  le  Répertoire  bibliographique  [KlOd] 
se  trouve  cette  mention  :  Expression  des  angles  à  l'aide  de 
rapports  anharmoniques. 

Mais  cette  question,  comme  tant  d'autres,  se  dédouble.  Le 
poiDt  de  vue  de  l'angle  anharmonique,  auquel  nous  l'avons 
examinée  jusqu'ici,  est  celui  qui  se  prèle  le  mieux  à  l'applica- 
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tion  <Ie  la  dualiié;  mais  il  D'est  nullement  impossible  d'iotro- 
tluire  un  point  de  vue  quatimétrique,  conservant  la  division 
des  angles  en  degrés  et  subdivisions  de  degrés,  et  conduisant, 
par  corrélation,  à  une  division  similaire  pour  les  segments. 

Un  angle  AOB  est  de  k  degrés  si,  en  décrivant  du  centre  0 
un  cercle  qui  coupe  les  côtés  en  A  et  B  et  le  prolongement 
(le  OA  ea  A',  puis  inscrivant,  dans  le  demi-cercle  ABA',  une 
ligne  brisée  régulière  de  i8o  côtés,  le  point  B  est  le  {k  +i)'*~' 
sommet  de  cette  ligne,  A  étant  le  premier. 

De  même  (dérinition  1),  par  rapport  à  n  ou  N|  N],  un  a/i^/e 

AOB  tera  dit  de  k  degrés  si,  en  décrivant  du  pAle  O  de  n 
une  conique  homoponctuelle  coupant  un  côté  en  A  et  A'  et 
l'autre  en  B,  puis  inscrivant,  dans  la  demi-conique  ABA',  une 
ligne  brisée  de  i8o  côtés  ayant  des  longueurs  anhermoniques 
égales,  B  est  le  (A  +  i)**™  sommet  de  cette  ligne,  A  étant  le 
premier. 

Corrélativement  (définition  2),  par  rapport  à  N  ou  R|  n^,  un 
segment  aob  sera  dit  de  k  degrés  si,  en  décrivant  une  co- 
nique homotangenie  ayant  o  pour  polaire  de  N  et  à  laquelle 
le»  tangentes  menées  de  oa,  ob  sont  a,  a'  et  b,  puis  circon- 
scrivent à  la  demi-conique  abd  une  ligne  brisée  de  i8o  som- 
mets ayant  des  angles  anharmonïques  égaux,  la  droite  b  est 
le  (A-+-  i)*™*  côté  de  cette  ligne,  a  étant  le  premier. 

EiamÎDOns  spécialement  la  définition  1.  Elle  s'applique  sans 
difficulté  quand,  Nt  et  N,  étant  imaginaires,  le  pôle  O  de  n  est 
intérieur.  Il  semble  au  premier  abord  qu'il  n'en  est  pas  de 
même  quand,  Nj  et  N,  étant  réels,  le  pôle  O  est  extérieur,  car 
il  peut  arriver  que  les  coniques  lioinoponctuclles  de  pôle  O 
coupent  un  cAté  de  l'angle  et  ne  coupent  pas  l'autre,  ou  ne 
coupent  aucun  côté.  Cette  difficulté  n'est  qu'apparente. 

Remarquons  en  effet  que,  lorsque  l'on  donne  le  pôle  O  de  n 
sans  donner  un  point  de  passage,  les  coniques  homoponctuelles 
sont  seulement  déterminées  d'espèce;  elles  sont  dans  la  même 
situation  que  deux  coniques  concentriques  et  bomothctiques 
j 1-  -g-  =it  X  1.  Or,  pour  une  même  valeur  de  X,  il  y  a 

toujours  deux  coniques  bomolbétiques  correspondantes  ou 
conjuguées,  c'est-à-dire  ayant  les  mêmes  directions  de  dia- 
mètres conjugués,  et  il  est  indifférent,  à  ce  point  de  vue,  de 
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considérer  l'une  ou  l'eulrc.  II  en  eux  de  même  pour  les  coniques 
homoponctuellcs,  les  diamètres  conjugués  étant  remplacés  par 
les  polaires  conjuguées  d'origine  0.  On  peut  donc  admettre 
que,  au  lieu  de  décrire  du  (centre  ou)  pOlcO  une  conique, on 
décrira  un  couple  de  coniques  conjuguées  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  que  l'on  considérera  la  conique  unique  et  double,  de 

I  X>       Y> 
dîmenxions  nalles  {  "T"  "^  Tî  —"''"'  ^'  transformée  homo- 

ponctuelle).  Par  rapport  à  ce  couple  ou  à  cette  conique 
double,  toutes  les  intersection's  de  (diamètres  ou)  polaires 
sont  réelles. 

Il  est  facile  d'interpréter  corrélativement  la  définition  S(*). 
D'ailleurs,  dans  ces  questions,  il  ne  s'agit  évidemment  pas  de 
faire  des  tracés,  mais  de  donner  des  définitions  telles  qu'une 
expression  employée  ait  un  sens.  C'est  dans  ces  conditions  que 
l'évaluation  des  angles  en  degrés  et  subdivisions  de  degré 
pourra  être  maintenue  dans  les  énoncés  de  théorèmes  et  con- 
servera même,  pour  les  segments,  une  signification  dans  les 
énoncés  corrélatifs. 

On  peut  dire,  par  exemple  :  Dans  tout  triangle  ABC,  les  va- 
leurs quaiimélriques  des  trois  angles  intérieurs  satisfont  â 
la  rclationA+»  +  C  =  180°.  Mais,  de  même, dans  le  triangle 
(a,  b,  c),  les  valeurs  quasïmé triques  des  trois  côtés  intérieurs 
satisfont  à  a  -h  b  •*-  c  =  180°,  étant  entendu  que  ces  valeurs 
quasimétriqucs  sont  essentiellement  dilTcrenles  des  valeurs 
onKarmoniques  précédemment  délinies. 

On  peut  observer  encore  qu'il  y  a  quelque  chose  de  peu  sa- 
tisfaisant à  n'évaluer  métriquement  un  segment  que  d'une  seule 
manière,  par  sa  longueur,  tandis  qu'un  angle  peut  s'évaluera» 
moins  de  trois  manières  :  par  l'arc  sous-tendu  (nombre  de  de- 
grés), par  ses  lignes  trigonoméiriquea,  et  enfin  par  un  rapport 
anharmonique.  Or,  à  ces  trois  modes  pour  les  angles,  la  dua- 


(')  Dans  une  famlilo  de  coniques  liomolhétiqites,  la  conique  de 
dimensions  nulles  est  celte  qui  passe  par  son  centre.  De  même,  la 
conique  homoponctuellc  de  rayon  anharmonique  nul  est  celle  qui 
passe  par  son  pfile  O  de  n.  Corrélativement,  la  conique  homouu- 
gente  d'angle  anharmonique  nul  est  celle  qui  touclic  sa  polaire  o 
de  N  :  c'est  un  système  de  dcui  points  (r  ou  1). 
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lité  fait^orrespoodre  trois  modes  pour  les  aegmenls.  A  l'angle 
anharrooDÎquc  correspond  le  longueur  anliarmonîque.  Mais, 
auK  évaluations  des  angles  par  degrés  ou  par  lignes,  corres- 
pondent des  évaluations  des  segments  par  (quasi)  degrés  et 
par  quasi-lignes.  La  conclusion  que  l'on  peut  en  tirer  est  qu'il 
y  a  bien  des  formes  pour  exprimer  une  méoie  propriété. 


[L'Sb] 

SUR    LES   NORIIALBS    BE    L'SLLIPSOÏIE; 

Par  m.  O.  BÔKLEM. 


Étant  donité  u»  ellipsoïde  î-+^-|-2-  —  i=o  et 
un  point  M  ayant  })our  coordonnées  x,  y,  z,  on  sait  que 
l'on  peut  de  ce  point  mener  sis  normales  à  la  surface, 
Il'S  pieds  de  ces  normales  étant  déterminés  par  les  équa- 
tions 

où  u  est  une  des  racines  de  l'ckjualiou 

En  développant  suivant  les  puissances  do  »,  ou  a 

-l-u*(a«-t->û  -t-2c) 

-!-«'(«'+  *>4-(;'-+-.i(i*-f-  (ftcH-^ca  — aa->—  i/'—  C3>) 

-H««.a[«A(n  +  6)-f-ic(6-i-c)-H-ca(c  +  rt) 

~a(b-he)x*-~b{c-i-a)jrt~c(a-h  b)s*] 
4-M»[rt*6»-l-6>c'+c>a'-(-4rtAc(rt-(-i-t-c)-a(i'-1-c»)j-» 

-f-  u.iabc[al>  +  be  +  ca—{b  +  c)a7'  — (c  -h  a)j''-  {a  •+-  b)s'\ 
-+-     a*A'c'--  abc{bcT*-i- ca^^  + ab:')  =  o. 
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La  variable  ii  est  égale  au  produit  NP,  où  N  désigne 
une  des  normales  MS,  que  l'on  peut  abaisser  du  point  M 
à  l'ellipsoïde,  et  P  la  dislance  du  ceuire  O  au  plan  tan- 
gent en  S.  Soient  donc  u,,  iij,  ...,  U(  les  six  racines 
de  l'équation  (i),  N|,  Nj,  ...,  N^  les  six  normales 
abaissées  du  point  M  à  l'ellipsoïde,  et  P| ,  Pj,  . . . ,  Pg 
les  distances  des  six  plans  tangents  aux  pieds  S|,  S^, ..., 
Sg  de  ces  normales  du  centre  O;  alors  on  a  les  relations 
suivantes  : 


(a) 


=  N,P,+  N,P,H-...+  N(P,  =  — a(a-t-A-f-c), 


Donc  : 


Si  l'on  abaisse  d'un  point  quelconque  les  six  nor- 
males à  un  ellipsoïde  et  ijue  l'on  forme  les  six  produits 
de  chaque  normale  et  de  la  distance  du  plan  tangent 
de  son  pied  au  centre  de  l'ellipsoïde,  la  somme  de  ces 
produits  est  constante  et  égale  à  la  moitié  de  la  somme 
des  carrés  des  axes. 

D'après  le  dernier  terme  de  l'équation  (i),  ou  a  le 
théorème 

/  «,«,.. .U(  =  N,P,.H,P,...N,P, 

<"      j  =„.iv.(,_^  +  Ç  +  'J), 

te  produit  de  ces  six  paramètres  «,,  «i,  ...  mï  donc 
égal  à  zéro  ou  constant,  suivant  que  le  point  d'oii 
partent  les  six  normales  se  trouve  sur  l 'ellipsoïde  donné 
ou  sur  une.  surface  semblable. 

Des  coefficients  de  «*,  «*,  u*,  u  ou  peut  déduire 
quati-e  autres  relations  semblables  ;  mais  il  faut  remar- 
quer que  le  signe  des  produits  JVP  est  positif  ou  négatif 
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selon  que  les  points  M  et  O  se  trouvent  de  cdtés  diOë- 
rents  du  plan  langent  ou  du  uiâmc  cAié. 

Si  l'on  admet,  au  contraire,  que  dans  l'Àjuation  (i) 
les  quantités  x,^,  z  soient  variables  et  u  constant,  on 
obtient  une  série  ou  un  système  S  d'ellipsoïdes  dont 
chacun  correspond  à  une  valeur  particulière  de  »;  ils 
foruM-at  cinq  groupes,  suivant  que  a  se  trouve  entre  les 
limites  +00  et  zéro,  zéro  et  — c,  — c  el  — B,  — b 
et  —  a,  —  a  et  —  «. 

Pour  (t  =  —  c,  — h,  — a  on  obtient  les  sections 
principales  (courbes  cuspidales)  de  la  surface  de  centres 
de  ]'ellipsoïde  donné  (u=  o);  les  ellipsoïdes  du  second, 
troisième  et  quatrième  groupe  sont  inscrits  dans  cette 
surface  {voir  mon  Méoioii-e  sur  la  courbure  des  sur- 
faces, Crelle,  t.  96,  p.  iSa). 

Soient//,  q,  r  les  demi-axes  d*u)t  ellipsoïde  du  sys- 
tème S,  ou,  d'après  (i), 

'-'-W'    "'"-ir-    "'-w- 

en  éliminant  (i  on  a 

(4)  p</a-  a  =  y  v/i  -  6  =  ry/fi  -  c; 

c'est  l'équation  d'une  di-uile,  si  l'on  regarde  p,  ç,  r 

comme    coordonnées    cartésiennes,    et   d'une   cubique 

gaucbe,  si  py  9,  r  sont  des  coordonnées  tangenttellcs. 

En  remplaçant,  dans  l'équation  (2),  u,,  itt,  . . .  par 
leurs  valeurs  tirées  de  l'équation  (4),  ou  trouve 


Pl-^-Pt+^ 

•+«  =  r,-j(  "O-  '-«). 

ÎI-1-Î1-1-. 

■"'■=^'-**'-  " 

/■i-i-r, +, 

.+  /■.--=  i(      a-    t  +  .,o). 
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D'où  la  proposition  suivante  ; 

Ln  somme  des  axes  des  six  ellipsoïdes  qui  passent 
par  un  point  M  d'oii  l'on  peut  mener  six  nonnales 
réelles  à  un  ellipsoïde  donné  est  constante,  ces  axes 
étant  pris  dans  l'une  ou  l'autre  des  trois  directions  de 
coordonnées. 

D'un  point  M  un  peut  mener  six,  quatre  on  deux  nor- 
males h  un  ellipsoïde,  suivant  qu'il  est  situé  au  dedans 
des  deux  parties  F,  et  F^dela  surface  de  centres,  ou  au 
dedans  de  l'uue  et  au  dehors  de  l'autre,  ou  euiin  au 
deboi-s  de  toutes  les  deux. 

Des  deux  courbes,  développée  d'une  ellipse  et  ellipse 
(courbe  cuspidale),  qui  sont  les  intersections  de  F, 
et  Fj  avec  les  plans  des  coordonnées,  la  développée  dans 
l'un  de  ces  plans,  l'ellipse  dans  l'autre,  et  dans  le  troi- 
sième une  partie  de  la  développée  et  une  partie  de  l'el- 
lipse appartiennent  à  F,  ;  de  même  par  rapport  à  F^. 

A  l'égard  des  signes  de  p,, pt,  (Ji,  ■  ••,  dans  l'équa- 
tion (5)  il  faut  distinguer  auquel  des  cinq  groupes  mar- 
qués ci-dessus  les  ellipsoïdes  respectifs  appariieunenl. 
Si,  par  exemple,  ps  est  au  troisième  groupe  et  />«  au 
quatrième,  le  dernier  est  iiégalif,  puisque  ces  deux 
grou^His  sont  séparés  entre  eux  par  une  valeur  de  p 

L'équaiiou  (i)  présente  quelque  aualogie  avec  celle 
des  surfaces  honiofocales 

/fil  ^*    ^    r*   ^    *'       ,  _„ 

En  développant  suivant  les  puissances  de  X  on  trouve 
X' 

-I- X>(a -(- * -1- c  — a:'  — />  -  «') 

-+■}.  [ab  -i-  bc  +  ca~{b  +  c)x^—  {c -h a)}''-~(a  -\-  b)3*] 

■+■     abc  —  bcx^  —  eay*  —  nft  s'  =  X'  -i-  A  X'  -i-  B  X  -h  G. 
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Soient  7,,  Xi,  ),,  lus  trois  raciucs  du  rétjiiiitioii  (6), 

on  voit  que  le  point  M,  par  h'qiiel  pasSL-iil  les  trois  sur- 
faces lioiiiorocalcs  n  l'ellipsoïde  donne 


su  meut  sur  une  sphère  concenlrique  ou  sur  un  etli[>- 
soïde,  selon  que  tes  coefficients  A,  B  ou  C  sont  constants. 
L.US  surfaces  B^const.  et  C  =  const.  sont  tes  mêmes 
(jue  celles  qui  si;  ratlaclient  aux  deux  derniers  membres 
tle  l'équation  (i);  on  peul  donc  énoncer  la  proposition 
suivante  en  complétant  l'équatiou  (3)  : 

Le  produit  des  six  paramètres  iJu  système  t  des  six 
ellipsoïdes  passant  par  un  point  M,  ainsi  que  celui  des 
trois  paramètres  des  stirjaces  homojbcnles  qui  passent 
par  le  même  point  M,  est  égal  à  zéro  ou  constant,  selon 
tfue  ce  point  est  situé  sur  l'ellipsoïde  donné  ou  sui-  une 
surface  semblable.. 

Les  limites  qui  se  rapportent  aux  ellipsoïdes  (S) 
-H  ao  et  léro,    zéro  et  —  c,    —  c  et  —  i, 


sont  lus  mêmes  pour  les  surfaces  homofocales  ;  les  deux 
premiers  groupes,  1  =  -+-  oc  et  \z=—  c,  comprennent 
Jes  ellipsoïdes,  avec  l'ellipsoïde  donné  X=:  o,  et  l'ellipse 
focale  X  =  —  c;  dans  le  troisième  les  li^perboloïdes  à 
une  nappe  avec  l'Ii/jK-rhole  focale  î.  =  —  h;  dans  le 
quatrième  les  L  jperboloïdes  à  deux  nap|>es  avec  l'ellipse 
imaginaire  X  =  —  a',  et  dans  le  cinquième  les  surfaces 
imaginaires. 
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[KSib] 

8118  LB  PaOBLÈHS  IK  LA  POLYSBCTIOK  IB  L'ANGLB; 

Vkk  mm.  MA.RIANTONI  et  PALA.TrNI,  i  Sondno  (Italie). 


1.  Si  l'on  doiiDe  dans  le  plan  deux  points  A  et  B,  d 
si  l'ou  veut  construire  le  lieu  d'un  point  X  tel  quel'uu 
des  angles  que  la  droite  AX  fait  avec  la  direction  AB 
soit  la  n'*""  partie  de  l'un  des  angles  que  la  droite  BX 
fait  avec  la  direction  BA,  on  obtient  entre  les  faisceaux 
(A)  et  (B)  une  correspondance  (i,  n),  et,  en  obscivant 
(jn'un  rayon  BX  de  (li)  correspond  à  n  rayons  de  (A), 
parmi  lesquels  il  y  a  AB,  ou  peut  conclure  que  le  lieu 
cherché  est  une  courbe  algébrique  C„,  de  degré  n,  qui 
/tasse  n  —  i  /bis  par  A, 

Il  est  bien  faeile  de  démontrer,  en  raisonnant  par 
l'absurde,  i|ue  C,,  est  une  courbe  irréductible,  et  l'ou 
peut  aisément  établir  sou  équation. 

Si  l'on  prend  le  point  A  pour  origine,  AB  pour  axe 
des  X  et  la  perpendiculaire  à  AB  menée  par  A  pour 
axe  des  y,  et  si  l'on  suppose  que  le  segment  AB  soit  pris 
pour  unité,  cette  équation  est 

,  j2<-)-(„-".,)(~'-)-^— » 

i        [(»:.)="■«-]• 

Dans  celte  équation,  on  doit  donner  à  S  toutes  les 
valeurs  impaires  im  paires  depuis  o  jusqu'à  n  (o  et  it 
inclus),  selon  que  n  est  impair  ou  pair. 

Au  rayon  BÀ  du  l'aisceau  (B)  correspondent  en  (A) 
les  tangentes  aux  n  —  i  brandies  de  la  courbe  qui  pas- 
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sent  par  A,  el  d'après  la  iiaïui'c  du  la  correspondance 
on  conclut  que  les  tangentes  aux  branches  de  C»  <}ui 
passent  par  Â  sont  réelles  et  dislincles,  et  qu'elles  di- 
visent, avec  la  droite  AB,  lejaisceau  (A)  en  ^n  par- 
ties égales. 

1*8  rayons  du  faisceau  (A)  qui  correspondent  à  un 
rayon  du  faisceau  (B)  sont  tous  réels  ;  par  conséquent, 
les  intersections  de  Cj,  avec  les  droites  réelles  tjui  pas- 
sent par  Bsont  toutes  réelles. 

Une  ligue  droite  h  qui  passe  par  B  rencontre  Ca  en 
u  points  réels  qui,  avec  A,  déterminent  n  droites,  les- 
quelles font,  avec  la  direction  AB,  des  angles  dont 
cliacun  est  la  «'•""  partie  d'un  des  angles  que  fait  &  avec 
'a  direction  BA.  Mais  si  tes  intersections  d'une  courbe 
inéductîble  avec  les  rayons  d'un  faisceau  peuvent  être 
cuostruiles  par  la  règle  et  le  compas,  la  courbe  doit 
être  de  l'ordre  a",  lorsque  la  courbe  ne  passe  pas  par 
lu  centre  du  faisL-eau  (  '  )  ;  il  en  résulte  que  la  polyseclion 
d'un  angle  générique  au  moyen  de  la  règle  et  du 
compas  est  possible  seulement  lorsque  le  nombre  des 
parties  est  a™,  m  étant  un  nombre  entier  quelconque. 

En  posaut,  dans  (a), 


nous  obtiendrons  donc,  pour  n  =^  2'",  une  équation  ré- 
soluble par  radicaux  quadratiques. 

Ou  peut  encore  démontrer  aisément  que  let  direction 
AB  et  les  directions  des  asymptotes  de  C«  menées  par 
un  point  X  de  AB  divisent  le  faisceau  (X)  en  a  (/i  4-1) 
parties  égales. 


(')  V.-J.  PïTEHSEN,  Om  Liguinger  der  kimne  loseï  JVed  Koa- 
dratod  (  Théorie  der  Algebraàcken  Cleicliangen.  Copenhague, 
11178). 
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La  courbe  C/j,  outre  qu'elle  passe  n —  i  (ois  par 
rciicoutrc  AB  en  un  point  X,  tel  que 


«■'l  Cn_i,  outre  qu'elle  passe  n  —  2  fois  par  A,  coupe  AIS 
en  un  point  Y,  tel  que 

AY  =  "  ^  ; 

cola  revient  k  dire  que  les  ccntiTS  harmoniques  du 
point  à  l'infiuî  de  AB  par  rapport  aux  n  points,  dunt 
71  —  1  sont  réunis  en  A  et  le  n'™"  esi  X,  sont  h  —  1 
points  dont  n  —  2  sont  réunis  eu  A  et  le  (n  —  iji*»»  ^jt 
Y.  De  pins,  la  première  polaire  de  AR  par  rapport  au 
groupe  des  tangentes  à  C„  en  A  est  le  groupe  des  tan- 
gentes à  C„_,  en  A,  et  la  première  polaire  de  AB  par 
rapport  au  groupe  des  lignes  droites  menées  par  un  point 
M  de  AB,  parallèlement  aux  asymptotes  de  G„,  e>l  le 
grou^M!  des  lignes  di-oites  menées  par  M  parallèlement 
aux  asyinplotes  de  C„_|.  Tout  cela  siguiiie  que  Cn_i  a 
un  point  multiple  d'ordre  n  —  a  en  A,  et  que  les  tan- 
gentes eu  ce  point  sont  les  tangentes  de  la  première  po- 
laii'c  r  du  point  it  l'inlini  de  AB,  par  rapport  à  Cq,  et 
qu'elle  a  eu  commun  avec  F  le  point  Y  et  les  points  à 
l'infini;  el  comme  ces  conditions  sont  en  nombre  égal  n 
— — I  on  peut  en  conclure  que  Cn_i  est  la 

première  polaire  du  point  à  l'infini  de  k^  par  rapport 
àC„. 

2.  Lorsque  n  est  un  nonibre  impair,  une  des  asym- 
ptotes est  parallèle  à  l'axe  jf,  el  en  faisant  x  ^  i  dans 
(a),  ou  obtient  une  équation  en  y  de  degré  pair,  qui 
conlieni  seulcineut  les  puissances  paires  de  la  variable, 
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t't,  comme  uuc  vircDiiréreiice  (et  par  coiisdijueiit  un 
angle  droit)  est  divisible  en  parties  égales  au  iiioyiin  de 
la  règle  et  du  compas,  lorsque  le  nombre  dos  parties  est 
un  nombre,  premier  de  la  forme  2'''+i,  ainsi  (en 
posant  dans  la  dernière  équation  y'=z)  la  conslruc- 
tiondu  polygone  régulier  de  a'^+i  côlës,  lorsf]u'ellc 
ust  possible,  dépend  de  la  résolution  d'une  équation  du 
degré  a'""''. 

La  construction  du  polygone  régulier  de   i-   côtés 
dépend  de  la  résoluiion  de  l'équation 


(') 


/w=i(-o-(''„)..=o,   [(■')= 


dont  les  racines,  toutes  réelles  et  jtositives,  sont 

*,=  tang'(a("  — 0?        f  (  =  i,  a,  ...;«,  ij  =  j'j- 

Si  l'on  considère  la  relation 

Il  —  lang'Ko       I  — tang'K,^ 
'  i^-tang'iK^        i-hlang<K|^ 
^  I  — tang'{K-i-K,)y  _^  i  -  langVK  -  K.)y ^ 
I  -t-  taiigHK-i-  K|)'y        i-t-iBiig>(K  —  K,)ç' 

vl  si  l'on  pose 

(3>  ^•=vZZ         <î  =  ^^-3 «)■ 

on  peut  vérifier  aiséiuenl  que  le  double  du  produit  de 
deux  des  valeurs  de  s  est  égal  et  de  signe  contraire  à 
la  somme  de  deux  des  valeurs  de  Z,  dont  une  peut  être 
aussi  un  des  facteurs  du  produit. 

Par  exemple,  nous  avons 

2ZtZ,  =  — (Zi  +  Z,),        aZ,Z,  =  -(Z,-i-Z,) 
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Ou  peut  encore  vérifier  «pie  les  relaliona  entre  les  va- 
leurs de  z  analogues  À  celles-ci,  au  nombre  de  aS, 
peuvent  4tre  grou[»écs  en  quatre  cjcles,  dont  trois  con- 
tiennent 8  relations  chacun  et  le  quatrième  n'en  con- 
tient que  4-  C'est  ce  dernier  cycle,  le  plus  simple  entre 
tous,  que  nous  allons  tk:rire 

aZ,Z.  =  -  (Z^+  Z.)  =  -  ft, 
aZ4Z,  =  -{Z,-4-Z,)=-e, 
aZ,Z,  =  — (Z,-t-Z,)=  — rf. 

Évidemment,  il  suflit  de  calculer  a,  £,  c,  d,  car  alors 
Zt  et  Z]  sont  les  racines  de  l'équation 

M»-rfH-'«  =  o,        ...; 

ainsi  nous  avons  toutes  les  valeurs  de  Z  et,  par  conaâ- 
qucnt,  de  z.  Pour  choisir  les  signes  des  radicaux,  il 
sulRl  de  se  reporter  aux  rçlalious  (3)  et  aux  variations 
de  la  tangente  Irigonoinétrique. 
En  posant 

^Zi=K,  Z,-l-Z,=  Sr,, 

cl  ayant  égard  aux  relations  (2),  on  liouve 
a-hb-he-hd=K, 
lab  =  -  S,.,—  S,.,-  S,.,  -  Si,7, 
aie  =  -  S,,«—  S,,t  -  S,,,-  St.,, 
7.cd  =  —  S,,,  -  S,,t—  S,.,—  S,.., 
%da  =  -  S,,,  -  S,,,  -  S,,,—  S,,». 

La  somme  de  ces  quatre  produits  est  donc  égale  à 
—  ,^K,  et  puisqu'on  a 

ab  +  bc  -*■  cd  -+-  dd  =  (n-i-c)(i-i-rf). 
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en  posaiu 

a  +  c  =  k, 

b-\-d=\i. 

nous  avons 

A  +  B  =  K. 

AB=-2K 

Or  K  esl  uue  fonction  s^méirique  des  racines  de  (i); 
par  conséquent  elle  est  exprimable  au  tnoyou  des  coefiB- 
cients  de  cette  équation.  Si  nous  appelons  11,  la  somme 
des  produits  des  racines  de  (i)  «  à  J,  nous  pouvons  ai- 
sément établir  que 

8-t-6I,  + jZi+aS,— aSi  — 4£,  — 6St— 8Si 

1  +  E,  -t-  2, -H  ï.-i-  ïi  +  2,  +  S, -V-  St-h  2, 
_  31768  _  I 
~  6i536  ~  a  ■ 

Donc  A  et  B  sont  les  racines  de  l'équation 

aO«— 6  — a  =  i>, 
et  comme  on  a 

ac  =  -  K,        bd  =  ~  K, 

ainsi  a,    c,    h,  d  sont  respectivement  les  racines  des 
<;quatious 

aO«—  aA6  — 1  =  o,        aO*  — aB8  — 1  =  0. 

Notre  équation  est  désormais  i-ésolue  au  moyen  de 
radicaus  quadratiques,  car  il  n'y  a  pas  autre  chose  à 
faire  qu'à  résoudre  les  équations  du  deuxième  degré 
que  nous  avons  établies,  en  tenant  compte  des  signes 
{les  radicaux. 
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[Q2] 

UN  THÉORÈME  DB  GÉOMÉTRIE  A  n  DINENSI«\S; 

Par  m.  Hbsri  PICCIOLI. 


Il  a  été  déinoiiLra  que  les  développâmes  des  béliccs 
cylindriques  de  l'espace  ordinaire  jouissent  de  la  pro- 
priété caractérisiique  d'éLre  des  courbes  planes.  On  peut 
clierclier  si  cette  propriété  se  conserve  pour  les  courbes 
de  l'espace  à  n  dimensions  ;  tel  est  le  but  de  cette  Note. 

^111^,1,  ...,«!„  étant  les  cosinus  directeurs  de  la 
tangente  d'une  couibe  L  de  l'espace  à  n  dimensions  S.  ; 
x,,Xa,  ...,a:„les  coordonnées  courantes  de  ses  points 
exprimées  par  l'arc  s,  considérons  la  courbe 

(0    J'i  =  2'i  — *«ii.    .ri=3"i— *aii.     ■■-,    yj,  =  x„~-sa,„, 

qui  représente  une  développante  de  L,  et  clierclions 
quelle  doit  être  la  nature  de  L  pour  que  la  courbe  (i) 
appartienne  à  un  espace  S„_,, 

Il  faudra  évidemment  que  l'on  ait,  a,,  ti^,  ,.,,a„ 
étant  des  constantes, 


DilTérentious,   en    tenant   compte  des  formules   de 
Seiret  généralisées  par  M.  Itrunel  (');  remarquant  qu'il 


(')  linuNEL,  Propriétés  mèlriquei  dei  courbet gauches  dans  un 
espace  linéaire  à  n  dimensions  i.WalIt.  Aan.,  B.  XIX). 
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T  a  2  n  lermcs  gui  se  détruisent,  on  trouve    la  condition 

«lŒ,, -(-a,*ii-(-.  .,+  (tfla|B  =  o, 

a,, ,  a,i,  . . . ,  am  ëlanl  les  cosinus'  directeurs  du  la  nor- 
male principale  de  L.  Celte  condition,  comme  on  le  voit 
facilement,  est  aussi  siifiîsante. 

Or,  la  ligne  L  devant  avoir  ses  normales    principales 
perpendiculaires  k  la  direction  fixe 


/„j  +  „|^...+  „.  ^î  +  «î  +  ...+ 

est  une  hélice  du  cylindre  obtenu  en  conduisant  de  ses 
points  les  S|  parallèles  à  cette  direction. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 
Parmi  les  courbes  de  S„,  il  y  en  a  qui  ont  la  pro- 
priété que  leurs  développantes  appartiennent  à  un 
espace  Sn_,  :  ces  lignes  sont  des  hélices  tracées  sur  des 
surfaces  cylindriques  à  deux  dimensions  dont  les  géné- 
ratrices sont  perpendiculaires  à  cet  espace  S„_  i , 

Supposons  que  n  soit  un  nombre  impair  a/i  +  i^  et 
que  les  a/i  rayons  de  courbure  de  L  soient  constanU. 
D'après  un  théorème  de  M.  Brunel,  L  sera  une  hélice 
tracée  sur  un  cylindre  ayant  pour  base  une  courbe  de  Sja 
avec  les  mêmes  aA  —  i  premiers  rayons  de  courbure  (à 
une  constante  près),  c'est-à-dire  une  courbe  placée  sur 
rbypersphère  de  Sj*.  En  tenant  compte  du  résultat  qui 
précède,  on  voit  tout  de  suite  que  l'on  a  la  proposition 
que  voici  : 

Les  courbes  à  courbures  constantes  de  l'espace  à 
nombre  impair  de  dimensions  ont  pour  développantes 
celles  des  courbes  hypersphériques  à  courbures  con- 
stantes, bases  des  cylindres  qui  les  contiennent. 

Ann.  de  lUathemat.,  3-  série,  t.  XVIH.  (Mars  1899.)  9 


b,  Google 


(  «54  ) 

.  AGRÉGATION  DBS  SOBNCBS  MATBÉNATIOUES. 

COKCOURS  DB  1898- 

SOLUTION  DB  LA  OUESTION  l'ANALYSS; 

Par  m.  a.  VACQUANT, 
Profeiseur   au    Ijoée   de   Nancj. 

On  donne  l'équation  aux  dérivées  partielles 

oitadésigne  une  constante  et  F(z)  une  fonction  déter- 
minée de  z. 

1°  Former  le  système  des  équations  différentielles 
des  caractéristiques; 

2"  Trouver  une  intégrale  de  ce  système  d'équations 
différentielles  ; 

i"  jiu  moyen  de  celte  intégrale,  former  une  inté- 
grale complète  de  l'équation  proposée; 

4°  Dire  à  quoi  doit  se  réduire  la  fonction  F  (z)  pour 
que  les  caractéristiques  soient  des  lignes  asymptotiques 
sur  les  surfaces  intégrales. 

I.  Soit 

f{!>:,y,  *,p,q)  =  {.px  -H  qy)*  -  ^a(py  -  qx)  -(-  aF(  s)  =  0. 
Ona 

^  ^  =  X  =  (yja:  -(-  qy)p  +  ay, 

'EL. 


idy- 

iiL- 


=  (/ï^  +  îr)?-  ap. 


=  F'(i). 


bvGoogIc 


(  -35) 
On  sait  que  les  équalions  dilTérentï elles  des  caracté- 
ristiques sont 

dx  _  dy  __         d'        _  dp  _  dq 

c'esl-à-dire, 


[px-hçy)x- 

-ay        {px  +  qy)y  +  ax 
dz 

{px-^qy)*~a(py-qx) 

■  ' 

dp 

~{{px-^qy)P'i-aq-¥p?'{s)] 

<il 

-[(p^-hqy}q-ap-^qF\s)\ 

II .  On  peut  trouver  une  intégrale  de  ces  équations  en 
formant  deux  rapports  égaux  aux  précédents  et  ayant 
respectivement  pour  numérateurs  les  difTérenticlles  des 
quantités  px  +  qy  et  py  —  çx  qui  figurent  dans  l'équa* 
tion  donnée.  Chacun  des  rapports  (E)  est  égal  aux 
suivants  : 
pdx-t-  xdp d{px) 

-apy  —  aqx-pxT{2)   ~  —a{py-¥qx)-pxV\i) 
djqr) _        d(px-^qy) 

a{qx+py)-qyP\i)  ^(px  ^  qy)F'(i) 

'i(pj') ^  djq^)  . 

"  a(px~-qy)~pyVi,  =  i  a{px  -  qy)  — qxV'(z) 

=       d(py  —  qx) 
~ipy  —  q^)P'{*)' 

D'où  l'équation 

d{px-hqy)  ^  d{py  —  qx) 
px  +  qy  py  —  q^ 

Intégrant,  on  obtient 


«  désignant  une  constante  arbitraire. 
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Oii  a  ainsi   une  intégrale  du  système  (E.)  indépen- 
tlaniedc  la  fonction  F(z). 

III.  D'aprûs  la  méibode  de  Lagraiige,  si  l'on  résout 
les  étjuations  (i)  et  /'=o  par  rapport  à  p  el  q  ei  que 
l'on  substitue  les  valeurs  trouvées  dans  l'équation  aui 
dili'érenti elles  totales 

di  =  pdx  +  q  dy, 

cette  équation  sera  complètement  intégrable;  après 
l'intégration,  qui  introduira  une  deuxième  constanie 
arbitraire  ^,  on  aura  z  en  fonction  de  x,  y,  a,  ^,  satis- 
faisant à  l'équation  donnée,  c'esi-à-dire  une  intégrale 
complète  de  cetie  équation. 
On  a 

a^{p_V~qx)^  —  2a{py  —  qr)  +  2V{z)^o: 


py-qx^ '^,— ^'  ■ 

On  peut  prendre  seulement  le  signe  ■+■  devant  le 
radical,  en  convenant  que  celui-ci  sera  susceptible  d'une 
double  détermination.  Des  équations 


on  déduit,  en  éliminant  successivement  p  et  q, 

q^t{x*  +  y*)  =  {~x  +  ^y)\a-^^a^--xa*V^i)\. 

En  substituant  ces  valeurs  de /»  et  de  7  dans  l'équation 

di  =pdx-¥-q  dy. 
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on  a 


a  -\-  /ô'— aa>F(T)  ~  ■'■'  +  ^ '  -r' -+- -f' 

Intégrant,  on  a  l'équation 

J  o-t-/a>  — aa»F(a)        ■■*  ■= 

définissant  une  intégrale  complète  de  l'équation  donnée 

IV.  On  sait  que  l'équation  différentielle  des  lignes 
asjmptotiques  est 

dp  dx  -\-  dq  dy  =■  o. 

Remplaçant,  dans  cette  équation  homoi^ène,  àx^  ely, 
dp,  dq  par  des  quantités  proportionnelles  tirées  des 
équations  (E),  on  a 

[(pT-hqy)p  +  aq-hpF'(z)][(pj:-^qy)x~ay] 

+  [(,px  -h  qy)q  —  ap  -I-  q  P'{i)]l(px  -h  qy)y  -h  ax]  =0 


(px-t-qj')*—ia{px-i-qy)(py  —  qx)  —  a*(px-\-qy) 

-h  F\s)  Hpx  ■+■  qy)^~  a(py-qx)\  =  o 

ou,  en  tenant  compte  de  l'équation  donnée/^ ^^  o, 

—  lpx-fqy)[-zFii)->-a^\  +  F'(i)[ipx+qyy-a(py-qx)]^o. 
D'autre  part,  d'après  l'intégrale  (i),  on  a 
py-q^=^^^~^i 
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par  suite,  Téquation  précidente  devient,  après  suppres- 
sion du  facteur  px  +  qy. 


(3)      [(/>:r  +  ï7)F'{z)-3F(a)-a']a-aF'(3)  =  o. 

Si  l'on  considère  une  surface  intégrale,  le  long  d'une 
caractéristique,  a  est  constant,  maïs  varie  d'une  caracté- 
ristique à  l'autre,  de  sorte  que  l'équation  précédente, 
du  premier  degré  en  a,  doit  être  satisfaite  pour  une 
infinité  de  valeurs  de  %\  pour  cela,  il  faut  et  il  suffît 

et 

«F'(3)=o. 

En  supposant  la  constante  a  différente  de  zéro,  ces 
deux  équations  se  réduisent  aux  suivantes  : 

F'(s)  =  o. 
aF(i)  +  a'  =  o. 
c'est-à-dire  à  une  seule 

L'intégrale  complète  (a)  devient  dans  ce  cas 
-^-ij4=^  =  ?L(».  +  ^.)  -  .,c  une  J. 

On  voit  alors  que  la  section  d'une  surface  intégrale 
par  un  plan  2  =  A  est  une  spirale  logarithmique. 
Si  la  constante  a  ust  nulle,  l'équation  donnée  est 

(px  +  qy)t-\.  i¥{t)  =  o: 

elle  se  décompose  en  deux  équations  linéaires 

px^qy±  V"— aF(«)  -  »- 
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Les  équations  des  courbes  caractérislîques  sont,  en 
atlribuani  au  radical  une  double  détermination, 


Une  première  intégrale 


monlre  que  les  caractéristique  a  sont  des  courbes  planes  ; 
le  plan  osculateur  en  un  point  quelconque  d'une  carac- 
léristïque  se  confond  avec  le  plan  de  la  courbe  ;  celle-ci 
devant  Atre  une  ligne  asympLolique  d'une  surface  inté- 
grale, te  plan  osculateur  doit  être  tangent  à  la  surface  ; 
alors  le  plan  d'une  courbe  caractéristique  doit  être  lan- 
gent à  la  surface  en  tous  les  points  de  cette  courbe;  une 
surface  intégrale  quelconque  étant  un  Heu  de  caracté- 
ristiques, on  en  déduit  que  c'est  une  surface  dévelo|)> 
pable  et  que  les  caractéristiques  sont  des  droites.  Cela 
étant,  il  est  facile  de  déterminer  la  fonction  F(z},  car 
une  deuxième  intégrale  des  équations  (E,)  déduite  de 
l'équation 


c  désignant  une  constante  arbitraire  et  ^  une  fonction 
déterminée.  Il  faut,  d'après  ce  qui  précède, 
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Les  deux  équations  linéaires  eu  lesquelles  se  décom- 
pose l'équation  donnée  sont 

On  peut  conserver  seulement  le  signe  +  et  l'on  a 

équation  dïfTérentielle  des  c6nes  de  sommet  (o,  o,  —f)- 
Remarifue.  —  Quand  F(z)  = >  les  caractéris- 
tiques qui  sont  des  lignes  as^mptotiques  sur  les  surfaces 
intégrales,  jouissent  de  cette  propriélé  :  leurs  tangentes 
appartiennent  à  un  complexe  de  droites;  cette  propriélé 
est  la  réciproque  de  celle-ci  :  quand  les  tangentes 
aux  courbes  caractéristiques,  pour  une  équation 
f{x,  y,  z,  p,q)^Oj  appartiennent  à  un  complexe  de 
droites,  ces  caractéristiques  sont  des  lignes  asympto- 
tiques  sur  les  surjaces  intégrales.  La  démonstration  est 
facile  ;  on  sait  que  les  tangentes  aux  courbes  caractéris- 
tiques qui  passent  par  un  point  ^(x,y,  z)  sont  les  géné- 
ratrices d'un  c6ne  (T),  enveloppe  des  plans  tangents  aux 
surfaces  intégrales  passant  par  ce  point.  Si  l'on  cherclie 
l'enveloppe  du  plan 

/>  et  y  étant  liés  par  la  relation 

A^.y,  ',P,  q)=-{px-\-qyy—2a{py  —  qx)  —  a-t=o, 

OU  encore,  si  l'on  remarque  que  y(x,^',  z,  p,y)  =  opeut 
être  regardée  comme  l'équation  tangenlielle  du  cône 
parallèle  à  (T)  menée  par  l'origine,  on  a  pour  l'équation 
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du  c6ne  (T) 


Une  gënératrice  de  ce  cône,  d'équations 

X  —  x_ Y  — y  _ Z-z 

i        "       H       -       V 

aura  pour  coordonnées  pluckériennes 

X,     (x,     V,     l  =  ty—iis,     m  =  X3  — va7,     n  =  (i*  -  Ij'. 

L'équation  du  cdne  (T)  peut  s'écrire,  après  dëvelop- 
pemenl  dn  déterminant  et  simplîGcation 

o{X'-i-(x»)  +  2nv  =  o; 

c'est  l'équation  d'un  complexe  de  droites  du  second 
ordre;  les  tangentes  aux  caractéristiques  appartiennent 
à  ce  complexe. 


CURTiriCATS  D'IiTlIBBS  SUPÉRIKURBS 
B8S  FACULTfiS  DIS  SCIENCES. 


SESSION  DE  NOVEMBRE  1893.  -  COMPOSITIONS. 


Calcul  DiFFéunTiBL  ST  iNTéfiBAL. 
I.   Les  /onctions  ^(x,^/),   J'(x,/)  sont  supposées 
continues,  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  du  pre- 
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mier  ortire,  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  dex,)'i 
correspondant  aux  points  situés  dans  une  aire  (  A)  ;  on 
désigne  par  (C)  une  courbe  fermée  contenue  tout 
entière  dans  (A), 

i"  Donner  ta  condition  que  doivent  remplir  f{x,  j), 
^{x,j)  pour  que  l'intégrale  curviligne 


.y)dx  +  ^ix,}')d)'] 


ail  une  valeur  indépendante  de  (C); 

3°  En  déduire  les  conditions  que  doivent  remplir 
■■f  et  ^  pour  que  l'intégrale 


f  ^''^ 


i^)(d^+id}') 


soit  elle-même  indépendante  de  (C); 

3"  Faire  voir  quelle  est  dans  ce  cas  la  propriété  de 
la  transformation  géométrique  définie  par  les  deux 
équations 

4°  Dire  quelles  relations  il  y  a  alors  entre  les  deux 
familles  de  courbes  définies  par  les  deux  équations 

II.  i"  Développer  en  série  de  Fourier  la  fonction 
f(x)  égale  à X  dans  l'intervalle  ( — n,  o),  et  à  {x  -i~  n) 
dans  t intervalle  (o,  n)  ; 

2°  Expliquer  a  prioi-i  cette  circonstance  que  le  dé- 
veloppement ne  renferme  pas  de  cosinus; 

3°  La  fonction  f{x)  étant  toujours  égale  à  x  +  n 
dans  l'inteivalle  (o,  it),  quelle  fonction  de  x  doit-elle 
être  dans  l'intervalle  (—  n,  o)  pour  que  le  développe- 
ment ne  renferme  que  des  cosinus. 
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I.  Etudier  la  surface  lieu  des  tangentes  à  une 
courbe  gauche.  Qu'entend -on  par  développcmeiu 
d'une  telle  surface?  QueUsont  leséléments  qui  secon- 
servent  dans  cette  déformation? 

II.  On  considère  une  courbe  gauche  (c)  dont  la 
courbure  est  constante  et  égale  à  — i  et  la  courbe  (c'), 
lieu  des  centres  de  courbure  de  (c). 

On  demande  : 

ï"  La  valeur  de  la  courbure  de{d)  et  le  lieu  de  son 
centre  de  courbure; 

a"  Quelles  relations  il  j-  a  entre  les  torsions  de  (c) 
et  ((/)  aux  points  correspondants; 

i"  Le  lieu  des  centres  des  sphères  osculatrices,  pour 
chacune  des  deux  courbes  (c)  et  (c'). 

MÉCAMQtlB   KATIONNBLLB. 

Epbbuve  ftcRiTE.  —  I.  Établir  les  équations  d'équi- 
libre d'un  fil  parfaitement  flexible  et  inextensible. 

II.  Cas  oii  il  y  a  une  fonction  de  forces.  Cas  d'un 
Jil  tendu  sans  frottement  sur  une  surface  fixe  et  soumis 
seulement  à  la  réaction  de  cette  surface. 

EpBErvE  PRATIQUE.  —  On  considère  dans  un  plan 
vertical  xOy  un  demi-cercle  fixe  OAB,  limité  au  dia- 
mètre horizontal  Ox  et  une  droite  OD,  faisant  afec  la 
verticale  Oj  un  angle  de  45°-  Deux  points  matériels 
pesants  M  et  M',  de  masses  égales,  sont  assujettis  à  se 
mouvoir,  le  premier  sur  la  demi-circonférence  OAB, 
le  second  sur  la  droite  00.  Jls  sont  réunis  par  un  fil 
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flexible  et  inextensible  dont  la  masse  est  négligeable 
et  qui  passe  en  O  sur  une  poulie  très  petite  d'axe  nor- 
mal au  plan  xOy  et  de  masse  négligeable. 


1°  Trouver  la  position  d'équilibre  du  système; 

2"  Etudier  te  mouvement  du  système^  en  supposant 
qu'à  l'instant  initial  on  t'abandonne  à  lui-même  sans 
vitesse,  après  avoir  placé  M  en  O  et  pris  la  précaution 
de  tendre  lejil;  ■ 

3"  Etudier  en  particulier  le  cas  des  petites  oscilla- 
tions. 

MÉCANIQUE  APPLIQUÉB. 

Epreuve  êchite.  —  I.  Travail  de  la  vapeur  dans 
les  macfiines  Woolf  et  Compound.  Avantages  et  in- 
convénients de  ces  machines. 

II.  Flambage  des  pièces  à  section  constante,  char- 
gées debout.  On  déterminera  les  relations  d'Euter 
fournissant  une  limite  que  ne  doit  pas  excéder  la 
charge,  pour  qu'il  n'y  ait  pas  flexion,  dans  les  trois 
cas  suivants  : 

i"  La  pièce  est  articulée  et  guidée  à  ses  extrémités; 

a"  La  pièce  est  encastrée  à  ses  extrémités; 

3°  La  pièce  est  encastrée  à  sa  base,  et  complètement 
libre  à  l'extrémité  à  laquelle  la  charge  est  appliquée. 

Epheove  PRiTiQUE.  —  Calculer  tes  cléments  d'une 
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turbine  centrifuge  à  axe  vertical  du  type  Fourn^'- 
ron,  établie  sous  une  chute  de  i^^^Oî  <>i  peut  disposer 
d'un  débit  de  laoo'''  par  seconde. 

Produire  un  croquis  coté  (à  l'échelle)  de  la  turbine 
projetée,  et  une  épure  indiquant  le  tracé  des  aubes  et 
des  directrices. 


Épreuve  écrite.  —  Exposer  le  calcul  de  l'èphémé- 
ride  d'une  planète,  c'est-à-dire  de  l'ascejision  droite 
et  de  la  déclinaison  pour  une  date  et  en  un  lieu  déter- 
minés, lorsqu'on  connaît  les  éléments  de  l'orbite  de  la 
planète. 

Épbeuve  pratique.  —  Calculer  la  durée  du  Jour 
^non  compris  le  crépuscule)  à  Lille  le  a5  novembre  1 898. 
La  déclinaison  du  Soleil  à  midi  vrai  est 

—  ac»°49''8',oï. 

On  admettra  qu'elle  varie  proportionnellement  au 
temps,  la  variation  horaire  étant  —  29",  07. 
Latitude  de  Lille  :  5o"38'44". 
On  ne  tiendra  pas  compte  de  la  réfraction. 


RhCTCI-OPÉDIE  des  ScIEHCES  MITHÉMATIQUES  PURES  ET 

AFPLiQCÉES,  publiée  SOUS  les  auspices  des  Académies 
des  Sciences  de  Vienne  «t  de  Munich,  et  de  la  Société 
des  Sciences  de  Gœttîngue,  avec  la  collaboration  de 
nombreux  savants,  par  MM.  les  D"  H.  Burkhardt,  pro- 
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fesseur  de  MaïUëmaiiques  à  l'Université  de  Zurich,  et 
W.  Franz  Mcyer,  professeur  de  Mathématiques  à  l'Uni- 
versité de  Kœiiigsberg.  Six  vol.  grand  in-8'.  Leipsig, 
Teubner.  —  Cette  œuvre  considérable  sera  entièrement 
publiée  en  langue  allemande. 

Présenter,  sous  une  forme  condensée  et  synoptique,  un 
exposé  aussi  complet  que  possible  des  résultats  acquis  dans 
les  diverses  branches  des  Mathématiques,  indiquer  soigneu- 
sement la  bibliographie  de  chaque  partie  et  retracer  par  II  le 
développement  historique  des  méthodes  employées  dans  les 
Sciences  depuis  le  commencement  du  iix*  siècle,  tel  est  le  but 
que  se  propose  cette  Encyclopédie.  Loin  de  se  borner  aax  Ma- 
thématiques pures,  elle  traitera  aussi,  dans  une  large  mesure, 
les  applications  des  Mathématiques  à  la  Mécanique,  la  Phy- 
sique, l'Astronomie,  la  Géodésie,  les  sciences  techniques,  etc., 
de  manière  à  renseigner  le  mathématicien  sur  les  questions 
pour  lesquelles  les  applications  réclament  son  concours,  et  à 
faire  connaître  à  l'astronome,  au  physicien,  A  l'ingénieur,  etc., 
les  solutions  que  les  Mathématiques  fournissent  à  leurs  pro- 
blèmes. Les  démonstrations  des  propositions  sont  supprimées, 
ce  qui  est  naturel  dans  un  inventaire  tel  que  celui-ci. 

L'Encyclopédie  comprendra  environ  a4o  feuilles  grand  in-8°; 
chaque  volume  paraîtra  en  quatre  livraisons  de  lo  feuilles.  La 
première  livraison  a  été  publiée  en  octobre  1898. 

L'Ouvrage  peut  rendre  des  services  même  aux  personnes 
qui  ne  voudraient  se  renseigner  que  sur  une  partie  déterminée 
des  Sciences,  car  il  ne  suppose  pas  de  connaissances  prélimi- 
naires spéciales. 

La  Rédaction  est  assistée  d'une  Commission  actuellement 
composée  de  MM.  W.  Dycli  (Munich),  G.  v.  Escherich  (Vienne), 
F.  Klein  ( GcEttingue ),  L.  Bollimann  (Vienne)  et  H.  Weber 
(Strasbourg). 

Nous  nous  réservons  de  rendre  compte  ultérieurement  des 
livraisons  composant  ce  Recueil,  sur  la  valeur  et  l'importance 
duquel  il  serait  superflu  d'insister,  à  mesure  que  ces  livraisons 
seront  publiées  et  parviendront  à  notre  connaissance. 
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Cotins  DÉVELOPPÉ  d'Algèbre  ÉLÉMBNTAitic ,  précédé 
d'un  Apebçv  sur  les  okisimes  des  Mathématiques  élé- 
MEHTAiEES  et  SUIVI  (l'un  Recueil  d'exekcices  et  de  pko- 
BLÈMEs,  par  B.  Lefçhvre,  S.  J.  Deux  vol.  in-8°.  Tome  I  : 
Calcul  agébriqde  (xLix-Sao  p.);  tome  H  :  Ëquatiods, 
Progressions,  Logarithmes  (543  p-)-  Namur,  Wesmacl- 
Gharlier;  1898.  Prix:  lo^'. 

Ce  livre  esi  le  développement  d'un  Court  d'Algèbre  élémen- 
taire (1897),  qui  sert  déjà  de  livre  de  texte  dans  beaucoup  de 
collèges  belges.  Dans  cet  Ouvrage,  le  P.  Lefebvre  réalise  réso- 
lument des  améliorations  recommandées  depuis  longtemps 
déjà  et  qui  commencent  timidement  à  prendre  pied  dans  les 
programmes.  Remarquons  les  quantités  négatives,  abstraites 
et  concrètes,  traitées  en  détail  dés  le  début  du  cours  ;  le  souci 
de  la  rigueur  et  le  soin  de  rattacher  les  notions  qui  caracté- 
risent l'Algèbre  aux  définitions  fournies  par  l'étude  prélioii- 
naire  de  l'Arithmétique;  le  binôme  de  Newton  introduit  de 
bonne  heure  et  traité  par  les  simples  règles  de  la  multiplica- 
tion; la  théorie  algébrique  des  imaginaires  très  amplement 
exposée;  les  notions  sur  la  théorie  des  limites  et  le  calcul  pra- 
tique des  déterminants  excellemment  donnés  ;  enfin  la  théorie 
des  maxima  et  minima  particulièrement  soignée.  Un  recueil 
d'exercices  très  vaste,  très  original  et  fort  bien  gradué  ter- 
mine chaque  Volume. 

Les  professeurs  apprécieront  surtout  l'Introduction  histo- 
rique et  les  nombreuses  notes  éparses  dans  tout  l'Ouvrage. 
Le  P.  Lefebvre  y  fait  preuve  d'une  érudition  considérable  :  les 
données  et  les  appréciations  sur  les  hommes,  sur  les  faits  et 
sur  les  époques  intéresseront  plus  d'un  lecteur  en  France,  où 
l'on  n'a  pas  encore  su,  malgré  des  travaux  consciencieux  et  de 
grande  autorité,  reconnaître  assez  généralement  les  mérites 
des  vieux  algébristes  et  mathématiciens  français. 
V.  S., 

Dtemr  tf  hUbcm  iikjiliiH  «  iiiiib(iuU<]iei. 
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18tS.  Démontrer  que  l'eipTession 

1  —  <*•  +  a*  — . . .  +  a*P  =  °._ -.±.1 

peut  toujours  être  mise  sous  !a  forme  de  la  somme  de  deui 
caviia,  et  que,  si  a  est  un  nombre  entier,  les  deux  carrés  en 
question  sont  aussi  entiers.  (C-A.  LaisAnt.) 

1816.  On  considère  les  pieds  des  quatre  normales  menées 
d'un  point  i  une  conique  C,  et  les  quatre  triangles  T  formés 
par  les  tangentes  menées  en  ces  points  à  C  ; 

I*  A  chaque  triangle  T  on  peut  circonscrire  une  conique  A 
ajant  les  mêmes  axes  de  symétrie  que  C;  3° Les  normales  1  It 
conique  A  aux  sommets  du  triangle  T  sont  concourantes  en 
un  point  P;  3°  De  chaque  point  P  on  mène  la  quatrième  nor- 
male i  la  conique  A  correspondante.  Les  quatre  normales  ainsi 
obtenues  sont  parallèles,  et  leurs  pieds  sont  en  ligne  droite. 
(E.  DnponcQ.) 

1817.  Soient  K  et  H  les  points  d'intersection  de  deux  cercl» 
situés  dans  le  même  plan,  dont  les  centres  sont  C,  C;  on  mène 
par  K  une  droite  mobile  et  par  les  points  où  cette  droite  ren- 
contre  les  cercles,  conduisons  les  tangentes  respectives  à  ces 
courbes. 

Le  lieu  des  points  de  rencontre  de  ces  tangentes  est  une 
cardioïde.  (Cabdoso-Lathbs.) 

1818.  Le  lieu  des  barycentres  des  triangles  qui  sont  formés 
par  une  tangente  mobile  à  une  ellipse  avec  les  axes  de  celte 
courbe  est  une  Kreuteurve.  (  Cardoso-Laikes.} 
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Deuxième  concours  poub  1898;  Résultat.  —  Après 
uxamen  des  Mémoires  adressés  à  la  Rédaction  pour  le 
deuxième  com-ours  de  i8g8,  le  prix  a  été  décerné  h 
M.  R.  Bricaho.  Son  Mémoire  paraîtra  dans  l'un  de  nos 
prochains  nutnérn». 

Premier  comcours  pour  1899.  —  Dans  une  pecsée 
libérale  à  laquelle  nous  n'avons  pu  qu'applaudir, 
M,  Gauthier-Villars  nous  a  proposé  d'étendre  à  lotis  les 
lecteurs  des  Nouvelles  Annnlex,  et  no»  plus  seulement 
aux  abonnés,  la  faculté  de  prendre  part  à  nos  concours. 
.  Celte  mesure  étant  rendue  applicable  même  au  premier 
concours  pour  1899,  il  nous  a  semblé  é(|uitable  de 
proroger  le  délai  fixé  pour  la  remise  des  Mémoires. 
Ceux-ci  seront  reçus,  eu  conséquence,  juscju'au  1 5  juîl- 
let  1899,  au  lieu  du  e5  mai.  A  l'exception  des  modili- 
caiions  qui  viennent  d'f'tre  indiquées,  les  conditions  du 
concours  restent  exactement  les  mêmes. 

Pour  prendre  connaissance  de  ces  conditions  et  du 
sujet,  consulter  le  numéro  de  novembre  1898  (p.  iS^ 
à  488).  Les  Rédacteurs. 
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LES  LIGNES  ARITBNBTIOIES: 

p*r  m.  g.  tarby. 


Nous  allons  étudier  les  testes  des  termes  de  la  pro- 
gression aritliméliquc 
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<le  raison  a,  divisas  par  b,  a  cl  h  éunl  des  nombres 
entiers. 

Le  nombre  des  restes  difTérents,  y  compris  zéro,  esl 
au  plus  égal  à  b,  et  chaque  reste  se  déduit  du  précédent 
en  ajoutant  à  ce  dernier  le  reste  de  a,  et  en  retranchante 
si  la  somme  obtenue  est  plus  grande  que  b. 

Il  résulte  de  là  que  les  restes,  ou  résidus  par  rapport 
au  module  b,  forment  une  suite  périodique  dont  la  pé- 
riode comprend  un  nombre  de  termes  p^  égal  ou  infé- 
rieur  à  b. 

Ces  résidus  sont  évidemment  les  résidus,  tons  diffé- 
rents, des  p  premiers  termes 

o,    a,    ic     3«,     ...,     (f-i)«. 

Le  terme  suivant,  pa,  donne  pour  résidu  zéro,  et 
l'on  a 

On  voit  que  les  seuls  termes  divisibles  par  b  sont 

o,    pa,    tpa,    ipa,    .... 

Le  nombre  ba,  divisible  par  b,  éunt  compris  parmi 
ces  termes, 

ba  =  npa, 

et,  en  remplaçant  ba  par  son  égal  qb, 

ba  =  riqb. 

Ces  deux  égalités  se  réduisent  à 


Si  a  et  £  sont  premiers  entre  eux,  le  nombre  n  qui 
divise  à  la  fois  a  et  b  est  égal  a  l'unité,  et  dans  ce  cas 
particulier 
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D'où  ces  conséquences  : 

Les{b  —  t)  premiers  multiples  d'un  nombre  entier  a, 
premier  avec  b,  donnent  pour  résidus,  par  rapport  au 
module  b  et  dans  un  certain  ordre,  les  (b  —  i)  pre- 

Si  l'on  prolonge  indéfiniment  la  série  des  multiples, 
les  mêmes  résidus  se  reproduisent  dans  le  même  ordre. 

Les  seuls  mulliph'S  de  a  divisibles  par  b  sont  ba, 
^ba,  iba,  ....  En  d'aulres  termes,  lorsqu'un  nombre  b 
divise  le  produit  de  deux  /acteurs  na  et  qu'il  est  pre- 
mier avec  l'un  o,  il  divise  l'autre  n. 

Quand  on  augmente  tous  les  termes  de  la  progression 
arithinétique  d'un  même  nombre  entier  c,  le  nombre 
«les  résidus  dtD'érciils  reste  le  même.  Donc  : 

Si  le  nombre  n  est  premier  avec  a,  les  n  termes  de 
la  progression  arii/imétii/ue 

sont  respectivement  congrus,  suivant  le  module  n,  quel 
que  soit  l'entier  c,  aux  nombres 


abstraction  faite  de  l'ordre. 
Soient 

les  résidus  respectifs  de  c,  c-{-o,  . .  .,  c  +  (7i  — 1)(7, 
par  rapport  au  module  n,  o  étant  remplacé  par  son 
équivalent  n. 

Considérons  un  écbiquier  de  n  cases  de  cûlé. 

Numérotons  de  i  à  n  les  rangées  (sens  borizontal)  de 
Laut  en  bas  et  les  colonnes  (sens  vertical)  de  gauche  à 
di-oîte.  Dans  les  rangées  i,  a,  3,  .-■,  n,  marquons  suc- 
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'cniviit  les  cases  siluces  dans  lus  coloiiues  /' 


L'ensemble  des  cas|,>s  ainsi  marquées  est  une  ligne 
arithmétique  de  pas  a. 

Dans  l'antliméiiquc  de  l'écliîquier,  la  dernière  pro- 
priété s'exprime  sous  cette  forme  : 

Sur  un  échiquier  de  côté  n,  les  n  cases  d'une  ligne 
arithmétique  de  pas  n  sont  réparties  dans  chacune 
des  n  rangées  et  chacune  des  n  colonnes,  lorsque  les 
nombres  n  et  a  sont  premiers  entre  eux. 

Voici  les  trois  propiiétés  ibndamentales  des  lignes 
aritit  me  tiques  : 

I.  Deux  lignes  arithméiiijues  de  même  pas  se  con- 
fondent ou  n'ont  aucune  case  commune. 

Cela  est  évideut,  puisque  dans  cliaquc  rangée  la  difTé- 
renec  des  numéros  d'ordre  des  cases  occupées  par  la 
première  et  la  seconde  ligne  arithmétique  demeure  con- 
grue à  un  même  nombre,  |>our  lu  module  n. 

On  dit  que  deux  lignes  de  même  pas  ont  la  même 
direction. 

Les  «'  cases  d'un  échiquier  do  côté  n  jieuvcnt  être 
réparties  entre  n  lignes  arithmétiques  de  même  direction. 
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Si  dans  chaque  ligne  on  porle  un  mente  nombre  ijans 
toutes  les  cases,  on  obtient  un  abaque  magique. 

Ce  mode  de  répartition  trouve  son  emploi  dans  la 
théorie  des  carré)  magiques,  diaboliques  et  cabalistiques. 

IL  Deux  lignes  arithmétiques  de  pas  dîfféivnts, 
a  et  d', 

c,     c  +  a,       c  +  ia,       ...,      c+(n-r)«. 

ont  une  case  commune  et  une  ieule,  lorsque  la  diffé- 
rence de  leurs  pas  {a  —  a'),  est  uij  nombre  premier 
avec  le  côté  n  de  l'échiquier. 

Dans  les  rangées  successives 


les  diflercnces  entre  les  numéros  d'ordre  des  deux  cases 
occupées  par  tes  deux  lignes  arithméiiqucs  sont  respec- 
tivement égalas  aux  résidus,  par  rapport  au  module  n, 
des  n  termes  de  la  progression  arithmétique 

ic-c')+2{a-a-l     ....    (c^-c')+(/.-i)(«-«). 

dont  la  raison  est  un  nombre  premier  avec  n. 

Et  l'on  sait  que  parmi  ces  résidus  il  y  en  a  un,  et  un 
seul,  égal  à  séro.  La  propriété  se  trouve  démontrée. 

Les  colonnes  sont  des  lignes  arithmétiques  de  pas 
zéro.  Les  rangées,  qut  deviennent  des  colonnes  quand 
on  change  le  point  de  vue  sont  aussi  des  lignes  arithmé- 
tiques. 

On  voit  immédiatement  que,  sur  un  échif|uier  de 
côté  n,   le  nombre  des  directions  difTércnlcs  est  égal 
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m.  Sur  un  écfiiqiiier  dont  le  côté  esi.  un  nombre 
ps-cmier  n,  piu-  deux  cases  quelconques  passe  une  ligne 
arilhmélitjue  et  une  seule. 

Sur  cet  échiquier,  la  diflercncc  dus  pas  du  deux 
lignes  arilli  nié  tiques  i;st|uii  nombre  premier  avec  le 
côté,  et,  par  {conséquent,  deux  ligues  arithmétiques 
de  pas  dirrérenis  ne  peuvent  avoir  deux  cases  com- 
munes. 

D'autre  part,  par  la  preniiéi'e  case  on  peut  mener 
(/t  +  i)  lignes  arithmétiques,  une  ligne  horizontale  ou 
verticale,  et  n  autres  qui  passent  successi vemeot  par 
les  n  cases  de  la  rangée  nu  de  la  colonne  dans  laquelle 
se  trouve  la  seconde  case;  aulremenL  ces  deux  lignes 
arithmétiques  de  pas  dillëi-enis  auraient  deux  cases  com- 

Donc,  par  la  première  case  on  peut  mener  une  ligne 
arithmétique  et  une  seule  qui  passe  par  la  seconde. 

Sur  le  plan,  par  deux  points  passe  une  ligne  droite  et 
une  seule,  et  par  un  point  pris  en  dehors  d'une  ligne 
droite  on  peut  mener  une  ligne  droite,  et  une  seule,  qui 
ne  la  rencontre  pas. 

Pareillement,  sur  l'échiquier  de  côté  premier,  par 
deux  cases  passe  une  ligne  arithmétique  et  une  seule,  et 
par  une  case  pi-ise  eu  dehors  d'uœ  ligne  arithmétique 
ou  peut  mener  une  ligni^  arithmétique  et  une  seule  qui 
ne  la  rencontre  pas,  la  ligne  de  môme  pas. 

Sur  l'échiquier  de  côté  premier  n,  écrivons  le*{n  —  0 
premiers  noinhrus  entiers  dans  lus  (n — i)  premiâres 
cases  de  la  première  rangée,  en  suivant  l'ordre  naturel, 
puis  portons  le  nombre  i  dans  les  cases  de  la  ligue 
arithaiélk|ne  de  pas  i  menée  par  la  case  i ,  le  nombre  a 
dans  les  cases  de  la  ligne  de  pas  a  menée  par  la  case  a, 
et  ainsi  de  suite  jusqu'au  nombre  (n  —  i),  qui  sera  mis 
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dans  les  cases  de  la  ligne  de  pas  (n  —  i  )  men^e  par  la 
case  (n  —  i). 

Toutes  ces  lignes  arithmétiques  aboutissent  à  la  case 
commune  à  la  dernière  colonne  et  à  la  dernière  rangée; 
les  autres  cases  de  ces  dernières  lignes  sont  vides. 

Supprimons  ces  deux  lignes,  il  reste  un  échiquier  de 
côté  (n  —  i)  contenant  un  nombre  dans  chaque  case. 

Dans  cet  abaque,  le  produit  du  nombre  d'une  casa 
quelconque  par  te  nombre  de  sa  rangée  a  pour  résidu, 
par  rapport  au  module  n,  le  nombre  de  sa  colonne. 

Ce  mode  de  répartition  en  lignes  aritliméliques  con- 
courantes trouve  son  emploi  dans  la  théorie  des  nombres 
premiers. 

Formons  l'abaque  avec  des  cases  noires  et  blanches, 
du  telle  sorte  que  les  cases  noires  renfemient  les  résidus 

Fis.  2. 


quadratiques  pour'le  module  n,  et  les  cases  blanches  les 
réaidas  non  quadratiques. 

La  disposition  des  case»  noires  et  blanches  dans 
cette  mosaïque,  que  j'apj^ellerai  échiquier  quadratique, 
révèle  les  propriétés  principales  des  résidus  quadra- 
tiques. 
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CURIOSITB  NATBÉNATIQUE; 

Pau  m.  g.  TARRY. 


Dans  l'un  quelconque  de  ces  deux  abattues,  mulii- 
plions  par  i5  le  nombre  de  chaque  case,  puis  ajoutons 
il  ce  produit  le  nombre  de  la  case  correspondante  de 
l'autre  abaque,  augmenté  de  l'unité. 


Fig- 


Fie-; 


Nous  obtiendrons  un  carré  diabolique  de  c6té  i5, 
formé  avec  les  i5*  premiers  nombres  entiers. 

On  remarquera  que  le  mùme  rectaugle  sert  de  géné- 
rateur dans  les  deux  abaques. 

Cette  solution  est  un  cas  particulier  de  mes  oiétliodes 
générales  de  construction  des  carrés  diaboliques  iutpaîrs 
de  côté  3/1. 
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DÉlONSTRATIOni  NOIIVSLLE  M  LA  REGLE  DE  CONVERfiBKCE 
DE  GiUSS ; 

Par  m.  GODEFROy, 
Bibliothécaire  de  la  Faculiii  des  Sciences  de  Marseille- 


La  règle  de  convergence  de  Gauss  peut  s'énoncer  : 

Si  dans  une  férié  positive  le  rapport  d'un  terme  au 
précédent  est  de  la  forme 

«n-kl   _  1''  -*-  anP-'  +  Oj  nP~*  -t- . . .  -I-  dp-, 

u„         nP-i'  bnP~^  +  il /!''-*  -i-. . .+  bp-i 

les  termes  décroissent  constamment  à  partir  d'un  cer- 
tain rang  el  tendent  vers  zéro  pour  b  —  û  j>  o,  ils 
finissent  par  augmenter  indéfiniment  pour  b  —  fl  ■<  o, 
et  ont  une  limite  non  nulle  pour  b  —  a=^  o;  la  série 
est  convergente  quand  on  a  b  —  «  >  i  j  dans  tous  les 
autres  cas  elle  est  divergente. 

Si  l'on  pose 


ct^jucTon  remplace  ~-^-  par  sa  valeur,  on  trouve  pour 
Il  x„  une  fraclion  ralionndie  dont  les  deux  termes  sont 
de  degré/?;  en  cllectuant  la  division  et  limitant  le  quo- 
tient à  son  premier  terme  è  —  a,  l'expression  na„  peut 
donc  se  mettre  sous  la  forme 

na„=  b  —  a-t —  f{'i), 

Àdésignanl  une  constante  et  e(n)  une  fraction  dont  la 
limite  est  l'unité  ou  zéro  pour  n  =  x. 
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I.  Soil  d'abord  b  —  fl>-o,  le  nombre  ««  unissant 
par  devenir  positif,  les  termes  vont  en  décroissant  à 
partir  d'un  certain  rang;  d'autre  part,  k  étant  un 
nombre  compris  entre  zéro  et  b  —  a  pour  une  valeur 
de  n  sufQsaniment  grande  m,  on  aura 


d'où 

et,  àplus  forte  raison, 

tt„  \m        m-i-i  n  — (/ 

m  restant  fixe,  le  second  membre  do  culte  inégal)  lé  croit 
au  delà  de  toute  limite,  lorsque  n  augmente  îndéfiuî- 
ment;  par  suite,  u„  tend  vers  zéro, 

n.  Soit  maintenant  É— rt<:^o,  la  série  de  terme 
général  —  se  trouve  dans  les  mêmes  conditions  que  la 
série  de  terme  général  H„*dans  l'Iiypolbèse  précédente, 
ses  termes  à  partir  d'un  certain  rang,  vont  donc  eii  dé- 
croissant et  tendent  vers  zéro  ;  par  suite,  ceux  de  la  série 
considérée  finissent  par  augmenter  indéfiniment. 

m.  Soitenfin  è  —  a=o,  on  trouve  alors. que  n*3n 
peut  se  mettre  sous  la  forme 


\  désignant  encore  une  constante  et  f(n)  une  fraction 
dont  la  limite  est  l'unilé  ou  xéro  pour  n^x.  Si  l'on 
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suppose  ht  —  ^1  <C  *>i  '^  nombre  aL„  (iniss«nt  par  devenir 
négatif,  les  termes  vont  en  croissant  à  partir  d'un  cer- 
tain rang;  d'autre  part,  A  étant  un  nombre  sup^eur 
à  (j|  —  b,  pour  une  valcui'  de  n  su  fl!  sa  m  meut  grande  m, 
on  aura 


d'où,  comme  on  peut  supposer  m  supérieur  à  k, 
et  à  plus  forte  raison 


or,  la  série  de  terme  géoéral  —  étant  convergente,  on 
peut  toujours  prendre  m  assez  grand  pour  que  le  coef- 
ficient de  k  soit  inférieur  à  un  nombre  positif  déler- 
niné  <r  plus  petit  que  j;  on  a  dès  lors 


m  restant  fixe,  u„  reste  toujours  inférieur  à  un  nombre 
déterminé  et  fini,  lorsque  n  augmente  indéfiniment; 
comme  il  croit  constamment,  il  a  donc  une  limite  infé- 
rieure ou  au  plus  égale  à  ce  nombre  et,  par  suite,  non 
nulle.  11  en  est  de  même  si  l'on  suppose  b,  —  o»  >  o, 
car,  en  considérant  la  série  de  terme  général  — >  ses 
termes,    d'après  ce   qu'il   vient    d'être  dit,    croissent 
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à  partir  d'un  certain  rang  ei  tendent  vers  une  limite 
non  uulle,  ceux  de  la  série  considérée  unissent  donc 
par  décroUre  constamment  et  tendent  aussi  vers  une 
limite  non  nulle. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  le  seul  cas  où  la  série 
puisse  être  convergente  est  celui  où  Ton  a  b  —  a  >  o-, 
si  l'on  applique  alors  la  règle  de  Raabe,  comme  la  limite 
de  no-n  pour  n=:oo  est  égale  it  b  — a,  on  en  conclut 
que  la  série  est  convergente  pour  b  —  «  >■  i  et  diver- 
gente pour  i  — -  n  ■<  I  ;  elle  est  ennore  divergente  pour 
b — a^i\  eu  dlcl,  dans  ce  cas,  eu  désignant  par 
>  +  ^n  le  produit  nuq,  la  limite  de  n  ^„  est  égale  à  X  ou 
à  zéro.  La  série  n'est  donc  convergente  que  si  l'on 
aS-»>,. 
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SUR  L8  NOUVBNEKT  D'UN  POINT  SOLLICITÉ 
PAR  UNE  FORCE  CENTRALE  CONSTANTE; 

Par  m,  LECORNU. 

Jo  coiisidèie  un  poîot  nialérie)  M,  de  masse  m;  attiré 
par  nne  force  constante  mP  tunanée  d'un  point  lîxe. 
Prenant  celui-vi  comme  origine,  j'appelle  r  el  0  les 
coordonnées  polaires  du  point  M.  Soil  c  la  vitesse  <]e  M 
et  soii/>  la  distance  de  l'origine  à  la  tangente  à  la  tra- 
jectoire. Le  théorème  des  aires  donne  immédiatement 

C,  désignant  une  constante.  Le  théorème  des  forces 
vives  donne  de  son  coté 

Cg  étant  une  anti-e  constante.  En  éliminant  v  e<  posant 


on  obtient  la  relation 

(.)                               pHh- 

r)  =  A>. 

D'ailleurs,  si  x  fst  l'angi 

e de  la  tangente  av 

vecteur,  o)r  a 

p  =  rsin«        et 

rdi 

On  déduit  de  là  t'éipiatio 

n  diHérentielle  dt 

toire 

(,.                      M^.'^i/ 

A-' 

la  traje< 
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L'équation  »■*(/!  —  r)  —  A'=^  o  a  toujours  une  racine 
négative,  c|ue  nous  appellerons  —  R.  Les  deux  autres 
racines  sont  réelles  et  positives  si  4A*  —  •i~k*'>  o.  ie 
dis  que  cette  condition  est  toujours  remplie.  Comme  A 
est  égal  à  "  """i!  et  X*  égal  à  ^-p-»  comme,  de  plus, 
p  est  toujours  inférieur  à  r,  il  sufCt  de  vérifier  l'iné- 
galité 

(tfi+sF/-)»— a7F'^'''•*>o■ 
Or.  si  l'on  iMJse 

f«  =  lF/-, 

le  premier  membre  devient 

F*r»(X -!)«(>  + H). 

quantité  manîfestemenl  positive  pour  toute  valeur  posi- 
tive de  ).(').  Soient  r,,  /-,  les  deux  racines  positives. 
Admettons,  pour  Gxer  les  idées,  que  r,  soit  inférieur 
à  I-,.  L'équation  (2)  devient 


(3) 


r   V  ln-r)(r-r,){r  +  ti) 


H) 
avec  les  relations 

R=  -— —  ,  A  =  /-,4-r,  — R,         A»=/-„r|R=  — *— ^-. 

rt-i-r,  r,-i-/-| 

On  voit  sans  peine  que  r^  et  ri  sont  tous  les  deux  infé- 
rieurs à  A  et  que,  si  l'on  trace  les  circonférences  Tg  ei 
r,  de  rayons  r^  et  r,,  la  trajectoire  est  tout  entière 
comprise  entre  ces  deux  circonférences. 

Le  rayon  de  courbure  est  donné  iramédiaieinent  par 
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la  formule  connue 

On  trouve  aïnsi 
(4) 


(  '63) 


/li-ry 


Comme  r  reste  toujours  inférieur  à  A,  le  rayon  de 
courbure  est  partout  fini  ei  difl'<érent  de  zéro.  On  en 
déduit  la  forme  de  la  trajectoire  :  c'est  une  courbe,  asses 
semblable  à  l'herpolhodie,  composée  d'une  suite  d'arcs 
identiques,  sans  inflexion,  allant  alternativement  tou- 
cber  les  circonférences  F,  et  T, . 

Si  l'on  suppose  que  le  centre  d'attraction  se  trouve 
rejeté  ik  l'infini,  le  mouvement  devient,  à  la  limite,  pa- 
rabolique. Dans  cette  transformation,  ta  circonférence  f, 
devient  la  tani^ente  au  sommet  de  la  parabole;  la  circon- 
férence concentrique  de  rayon  k  devient  la  directrice. 
On  a  donc,  en  appelant  q  le  paramètre  de  la  parabole 

lim(A  — /•,)  =  lim('-»— R)=  -- 

Mais  R  =  -Î^t^.  Donc 


Ceci  montre  quer«  devient  infini  du  même  ordre  que  y/r, 
et  que  -;  a  pour  limite  2 . 

On  sait  que,  dans  la  parabole,  si  a  est  l'angle  de  la 
tangente  avec  l'axe,  et  p  le  rayon  de  courbure,  ou  a 

Dans  le  cas  de  notre  trajectoire  générale,  on  a 

/■•(A  -r)sin»«  =  A', 
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d'où,  en  applicjuant  la  formule  (4)  : 

Par  eoitsé^ueiit,  lo  produit  psin^a  uarie  en  rai.wn 
inverse  du  carré  de  la  distance  au  centre. 

On  sait  aussi  que,  dans  la  parabole,  si  x  est  la  distance 
d'un  point  à  la  directrice,  ou  a 


lei,  pour  avoir  la  formule  correspondante,  U  faut  poser 
A  —  »  =  .r  cl  l'on  trouve 

Donc  le  produit  xaln^a  varie  également  en  raison 
inverse  de  r*. 

Une  trois!  et  ne  formule,  qui  se  déduit  dos  précedcntei. 


Le  rapport  -4 —  est  évidemment  la  longueur  de  la 
partie  de  normale  comprise  entre  la  courbe  et  la  tangente 
menée  à  la  circonférence  de  rayon /i,  par  le  point  où 
celte  circonférence  rencontre  le  prolongeinentdura^oii 
vecteur  /■.  Nous  avons  ainsi  la  généralisation  de  cette 
propriété  connue  :  le  rayon  de  courbure  do  la  parabole 
est  double  de  la  normale  limitée  k  (a  directrice. 

L'équation  difTérentielle  (3)  de  la  trajeotoii-e  conduit 
à  une  intégrale  elliptique  de  troisième  espèce.  Il  faudrait 
donc,  pour  faire  une  étude  approfondie  de  la  courbe, 
avoir  reiroui'S  à  la  théorie  dos  f'tnctions  elliplic^ues.  San;; 
entrer  dans  cette  voie,  nous  allons  maintenant  rocber- 
c'Iier  s'il  ne  serait  pas  possible  d'obtenir  un  mode  de 


b,  Google 


généralioii  analogue  à  celui  (|ui  pertuel  de  déduire  l'Iier- 
polhodie,  courbe  transcendante,  de  ta  polhodie,  courbe 
algébrique. 

Si  Ax*  +  B_)''+Gz^  =  i  est  l'équaiion  de  l'ellipsoïde 
roulant  sur  un   plan  fixe  situé  à  la  distance  --=  du 

centre,  le  mouvement  du  pâle  de  Poinsoi  sur  l'herpol- 
hodie  est  défini  par  les  deux  équations 


A^ 


=  u{p'-/~nAcD), 


Dans  ces  équations,  i 
(B-D)(G- 


(i)     «  =  -^^^^-^n--''  * 


[1.  est  une  constante  ;  fi  et  y  sont  les  coordonnées  polaires' 
du  point  mobile.  Si  l'on  suppose  A  <  B  <  C,  6  est  tou- 
jours positif;  a  est  positif  et  c  négatif,  ou  inversement, 
saivant  que  B  est  inférieur  ou  supérieur  à  D. 
Posons 

d'où 

'^'rfï  =-■¥■'/"  "b^Vi. 

far  rélimiuatiou  do  t,  il  vient 

Faisons  maintenant  la  substitution   p'^r,  el  nous 
avons 

En  comparant  avec  l'équation  (3),  on  reconnait  que 
An.n.  de  /Halhémat..i- série,  t.  XVIII.  (\vril  .Rfl;,.)  I" 
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ridcntîfîcauoii  a  lieu  si  l'on  prend  6  = —  au  et 

«  =  /■,„  6=r,,         c=~-R         pourD>B, 

ou  bieu 

a  =  —  R,        b=  r„        c=  r,  pour  D  <  B. 

Comme  nous  devons  avoir  —  -i =^  ,7  >  il  en  i-ésullr, 

r,         rt         R 

e»  vertu  clvs  valeurs  (5)  la  relation 


Celle  relation  exprime  »]ue  te  carré  de  la  distance  du 
plan  Gxe  au  centre  est  égal  à  la  somme  des  carivs  des 
axes  de  l'ellipsoïde,  ce  qui  détermine  complèiemenl  la 
polhodie  et  l'herpoUiodie. 

Pour  réaliser  la  transformation  7  ^=  ut  +  u,  il  sudît 
de  supposer  que  le  point  décrivant  l'Iierpolhodic  est,  à 
chaque  instant,  projeté  suruuplanhorizonial  qui  tourne 
autour  de  la  verticale  du  centre  avec  la  vitesse  angu- 
laire [Jt  (')-  On  peut  imaginer  que  ce  plan  soit  situé  au- 
dessus  du  centre  de  l'ellipsoïde  à  la  distance  -*=■  Alors 

^  V^ 

l'ellipsoïde  lui  est  constamment  tangent  au  point  ^dia- 
métralement opposé  au  pôle  P  de  Poinsot,  et  la  trajectoire 
de  P'  sur  le  plan  tournant  vérifie  l'équation  (6).  Remar- 
quons que,  daus  l'herpothodographe  de  MM.  Darboux 
et  Koenigs,  on  produit  déjà  la  rotation  constante,  avec 
la  vitesse  angulaire  [t,  autour  de  la  verticale  du  centre, 
et  que,  par  suite,  il  suffirait  de  lelier  invariablement  au 


(')  Le  mouvement  obleou  en  projetant  ainsi  le  poiot  de  contact 
de  l'ellipaolde  sur  un  plan  tournant  avec  la  vitesse  (i  Mt,  par  rapport 
à  ee  plap,  le  mouvement  d'un  point  matériel  sollicité  par  une  force 
centrale  ayant  une  expression  de  la  (orme  ap  +  ^p'  {noir  Darboux, 
Mécanique  de  Despeyrout.  Note  XVII). 
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système  loumant  le  plan  horizontal  tangent  supérîen- 
■  Ginent  A  l'ellipsoïde  pour  obtenir  la  génération  méca- 
nique de  la  courbe  (6).  II  reste  ensuite  à  faire  subir  i 
cette  courbe  la  transformation  p^^r,  2tii  =  —  6.  Si  l'on 
pose 

cette  transformation,  qui  n'altère  pas  l'angle  de  la  Un- 
gente  arec  le  rayon  vecteur,  revient  à  établir  la  corres- 
pondance Z'^z.  Il  est  aisé  d'imaginer  un  appareil 
propre  à  réaliser  cinéma  tique  ment  cette  correspondance. 

Au  lieu  d'un  ellipsoïde,  ou  peut  prendre  comme  sur- 
face roulante  un  cane,  et  le  mode  de  génération  se  trouve 
alors  simplifié. 

Considérons,  eu  eilét,  le  cône 

ax*  +  by*  -4-  es*  —  o 

et  la  quartique  gaucho,  înterseeiion  de  ce  cône  avec  l'el- 
lipsoïde 

afx*-t-  ô*^*-4-c*«*  =  — aie 

(celte  quartique  peut  être  regardée  comme  la  limite 
d'une  polliodie  tracée  sur  un  liyperboloïde  qui  dégénère 
en  GÔue). 

Si  le  c6ne  roule  sur  l'uu  de  ses  plans  tangents,  la 
quartique  roule  sur  une  courbe  dont  l'équation  diiTé- 
reutielle  est  précisément  l'équation  (6).  Ou  voit  qu'ici 
il  n'y  a  plus  à  faire  intervenir  de  rotation. 

Pour  vériGer  ce  résultat,  il  suffit  de  partir  des  équa- 
tions 

a:«=<i(p'-o),        ^•=3p(p»-6),        i»=7(p'-c), 
dans  lesquelles 

bc(b~c   -^  ca(c  ~  a)  +  aHa  ~  b)'         ^  ' 
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Ces  équations  équivalent  à  celles  de  la  quartiquc. 
Si  l'on  calcule  ds  en  fonclion  de  p  el  de  dç  par  la  foi^ 
inule 

et  si  l'on  lient  compte  de  la  relation 
ds*  —  rfp'+  p*rfiu', 

on  retrouve  l'équation  (6). 

Le  problème  qui  nous  orcupe  est  évidcmmeat  un  cas 
limite  de  celui  du  mouvement  d'un  point  pesant  sur  un 
cône  de  révolution  à  axe  vertical  ;  il  suftit,  pour  passer 
du  cône  au  plan,  d'imaginer  que  le  cône  s'aplatit  îndé- 
tiniment  en  même  temps  que  l'intensité  de  la  pesanteur 
augmente  de  manière  à  conserver  pour  la  composante 
tangenlielle  une  grandeur  finie.  Le  mouvement  conique 
peut  d'ailleurs  être  étudié  à  peu  près  comme  le  mouve- 
ment plan;  l'équation  dillérenlielte  (a)  delà  trajectoire 
demeure  applicable  en  considérant  8  comme  l'angle  du 
plan  méridien  mobile  avec  un  plan  6xe,  et  r  comme  la 
distance  du  point  mobile  au  sommet.  Si  l'on  veut  que 
(JQ  soit  l'angle  de  deux  génératrices  consécutives,  il  faut 
écrire 


.in*dB  =  -iy  ^m,_\)-ki 


(/  désignant  l'angle  des  génératrices  avec  l'axe). 

On  construirait  cette  trajectoire  en  faisant  subira  la 
trajectoire  plane  qui  correspond  aux  mômes  valeursde  h 
et  k  la  transformation  qui  consisttt  n  cbanger  6cn  Osini, 
puis  en  enroulant  le  plan  sur  la  surface  du  cône. 

fions  avons  jusqu'ici  supposé  qu'il  s'agissait  d'une 
force  attractive.  Examinons  rapidement  le  cas  d'un 
mouvement  plan  dû  à  une  force  répulsive,  centrale  et 
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constairtc.  Il  est  aisé  de  voir  rjue  l'équation  diflércnticllc 
de  la  trajectoire  est 


'"  =  ^V7n-h-^'ri~ii>' 


La  constante  X'  est  toujours  positive.  La  constante  A 
peut  être  positive,  uulle  ou  négative,  mais  la  somme 
b-+-r  demeure  toujours  positive.  L'équation 

a  une,  et  une  seule,  racine  positive  ro-  Si  l'on  construit 
la  circonférence  de  rayon  r^,  la  trajectoire  est  tangente 
extérieurement  à  cette  circonférence  et  présente  à  peu 
près  l'aspect  d'une  branche  d'hyperbole. 

Les  propositions,  que  nous  avons  énoncées  comme 
généralisation  de  celles  de  la  parabole,  subsistent  sans 
grande  modification. 

Observons  seulement  que,  dans  Je  cas  particulier  où 
la  constante  h  est  nulle,  la  circonférence  directrice,  de 
rayon  A,  se  trouve  réduite  à  un  poini.  On  a  alors 


Cette  dernière  égalité  montre  que  le  rayon  de  cour- 
bure est  double  de  la  normale,  limitée  à  la  perpendi- 
culaire menée  par  l'origine  sur  le  rayon  vecteur. 

Si  l'on  cherche  à  décrire  la  trajectoire,  comme  pour 
le  cas  de  la  force  attractive,  en  faisant  rouler  une  surface 
du  second  degré  sur  un  plan,  ou  est  conduit  à  des  ré- 
sultats imaginaires. 
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SUR  UN  THÉORBNB  CONNU  ; 

Har  m.  Giacoho  CANDIDO,  à  Pis< 


Le  but  de  ce  petit  article  est  de  remarquer  comment, 
par  uiic  très  simple  généralisation  du  théorème  suivant, 
s'obtiennent  quelques  autres  propositions  d'une  certaine 
importance  :  Par  le  sommet  A  d'un  triangle  ABC  on 
mène  les  perpendiculaires  aux  côtés  A6,  AC,  qui 
coupent  en  D  et  en  ^  le  cercle  circonscrit  au  triangle. 
Démontrer  (]ue  le  quadrilatère  ADBE  {ou  ÀDCE)  est 
équivalent  autriangle  ti^Çj {Nouvelles Annales,  i884i 
p.  494)  (A). 

Considérons  le  triangle  ABC,  son  cercle  cii-conscril 
et  les  droites  AY,  BY,  CY,  conjuguées  isogonalcs  de  trois 


droites  quelconques  AX,  BX,  CX  par  rapport  aux  trois 
angles  ABC,  lesquelles  coupunt  Xv  cercle  circonscrit  res- 
pectivement euA|,A|t;B,,  B);C|,Ca.  On  a  alors 

C,ACi  =  it-T  — ^9.         GC,A  =ic-  p,         AC,C  =  p, 

BGA  =  7-i-.i8         (û  ^  ÊGCÎ---(^CÏ) 

(on  observera  que  les  AX,  AY  oiit  été  prises  îiiiernes  aux 
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angles,  mais  il  va  sans  dire  que  ce  serait  la  même  cliose 
si  AX,  AY  étaient  externes).  De  ce  qui  précède, 

(S^  =  3{p  -  0),        (50C,=  2(«  -  9), 
A0C,  =  a8,        AOG,=  îC^-t-O). 
D'après  ces  formules,  on  a  évidemment 

Observons  d'abord  que  la  valeur  de  (i)  ne  s'altère 
pas  en  cliangeant  x  avec  ^,  et,  par  suite,  les  équivalences 
suivantes  ont  Heu  en  m6me  temps  : 

aireCCiACi^CCiBC,  =  Q„ 
aire  AA,  CA,=  \A,  BA,  =  Q,, 
aireBBtCB,aBB,AA,=  Q,. 
Écrivons 

^rsma8  +  sin3{i-e)H-sin2(p-0)+sin3(Y  +  0)] 

on  voit  d'abord  que  cette  équation  est  vériGée  par 

9  =  ^- Y, 

ce  qui  démontre  le  iliéorème  (A).  On  observe  que  la 
même  chose  peut  se  démontrer  )K>ur  Qi  et  Qg,  et,  par 
l'unséquent  :  Si  les  isogonalités  en  A,  en  1)  et  en  C  sont 
respectivement  ~  —  a,  ^ ^,  -  —  -f ,  on  a 

Remarques,  —  1.  On  voit  facilement  que  la  condition 
(l'isogonalilé  iudiquée  dans  ce  théorème  conduit  à  la 
réduction  des  poinU  A,,  Àj,  B,,  B^,  C(,Cj,  à  trois  scu- 
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lemeiit,  qui,  avec  les  trois  sommets  du  iriangle,  nous 
donnent  un  hexagone  inscrit  qui  a  quelques  propriétés 
remarquables.  Par  isxemple  :  Les  angles  et  les  côtés  de 
cet  hexagone  sont  rexpectivement  égaux  entre  eux. 
Cet  hexagone  est  équivalent  au  double  du  triangle 
fondamental. 

II.  En  posant  A,A,  =  /<„  6,6,=  /*,  C.C,=  4,  i7 
existe  une  isogonalité  particulière  pour  laquelle,  parmi 
les  rectangles  ala,  bit,  de,  ilj  en  a  un  équivalent  à  la 
somme  des  deux  autres.  Les  droites  conjuguées  isogo- 
nales  AAt,  AAi,  .  . .  sont  en  ce  cas  les  liauteurs  et  les 
droites  qui  joignent  les  sommets  du  triangle  au  centre 
du  cercle  circonscrit. 

Ces  deux  remarques  seront  vérifiées  aisément  parle 
lecteur. 

Rappelons  maintenant  le  lliéorémc  suivant  :  Si  de 
deux  points  IL  et  "i  de  deux  droites  conjuguées  isogo- 
nales  par  rapport  à  un  angle  BAC  on  abaisse  des  per- 
pendiculaires XM,  Yl\,  XP,  YQ  sur  les  côtés,  MP  est 
perpendiculaire  à  AY  et  NQ  à  AX. 

Considérons  alors  les  droites  de  Wallace  (ou  de  Siui- 
son)  des  points  A,  et  A],  et,  par  le  tliéorèmc  précédent, 
on  voit  facilement  que  l'angle  qu'elles  font  entre  elles 
(celui-ci  o^iposé  à  A)  est  égal  à  «  —  A  —  aO;  d'où  cette 
proposition. 

Pour  que  les  deux  droites  de  JFallace  des  points  A) 
et  As  soient  rectangulaires  entre  elles,  il  faut  que 
V  isogonalité  soit  Q^^  -(-"  ^A). 

D'ailleurs,  pour  cette  condition  d'isogonalité,  on  a 
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et  ceci  nous  conduit  à  la  proposition  de  M.  GoQart 
{Nouvelles  Annales,  i884i  p-  ^97)  :  Les  droites  de 
Simson  relatives  à  deux  points  diamétralement  opposés 
du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  donné  sont  rectari' 
gulaiies  entre  elles. 


[C2h] 

SUR  LB  %imm  THÉORÈHB  DK  LA  flOYBNNE; 
Par  m.  TIKHOMANDBETZKV. 


Ou  dénioiiire  le  second  tliéorèmc  de  la  moyenne, 
appartenant  à  M.  Bonnet,  indépendamment  du  premier 
[voir  les  Cours  de  M.  Jordan  et  de  M.  Demarlres); 
cependant,  dans  le  cas  où  le  facteur  de  la  fonction  à 
intégrer,  lequel  varie  dans  le  même  sens  entre  les  li- 
mites de  l'intégrale,  admet  une  dérivée,  le  second  théo- 
rème de  la  moyenne  n'est  qu'nn  simple  corollaire  du 
premier.  Comme  je  ne  sais  pas  si  cette  remarque  a  été 
laite  avant  moi,  je  vais  le  montrer  ici. 

Soit  donnée  l'intégrale 

(,)  \=J    /(:r)»(:r)rf;r, 

J{x)  variant  dans  le  même  sens  lorstjue  X  croit  de  x^ 
à  X  et  admettant  une  dérivée  f{x).  En  intégrant  j»ar 
parties,  on  aura 


n       \=AK)f    ',{-,-)dT       f      f     -^<ri,ixf\.r)dT. 
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Mais,  f{x)  conservant  son  signe  entre  les  limites  de 
l'intégrale,  car  /{x)  varie  toujours  dans  le  même  sens 
d'après  noire  supposition,  on  aura,  par  le  premier  théo- 
rème de  la  moyenne, 


t/(Xj-/{^.)]. 


(4)  J    J    fix) dr/X^)d3;=J'    ?(T)rfa: 

Ç  désignant  une  quantité  comprise  entre  Xg  et  X, 

(5)  a^.<S<X. 

En  portant  la  valeur  (4)  de  l'intégrale  dans  l'équa- 
lion  {3),  on  aura  [en  remplaçant  de  plus  I  par  sa  va- 
leur (i)] 

Eu  ouvrant  les  parenthèses,  oti  réduit  de  suite  cetlu 
formule  à  la  forme  de  Weierstrass  (suivant  M.  De- 
inarlres), 

(7)     f  /(*)?(^)rf^=/(^o)/   '?(J!)dx+f(X]J    <f(x)dT. 

et  eu  ajoutant  et  en  retranchant  uuc  même  quantité 
facile  à  voir,  on  la  ramène  à  la  première  forme  de 
M.  Jordan  (p.  90,  t.  II,  i"  édit.), 

Enfin,   i-u  transposant  à  gauche  le  premier  terme  du 


bvGoogIc 


(  '7'  ) 
second  membre  de  la  même  équation  (6),  et  en  posant 

<9)  nx)-f(\)=i,{x),. 

ce  qui  donnera  une  fonction  conservant  son  siguc  entru 
les  limites  de  l'intégrale,  on  aura  la  formule  de  M.  Bon- 
net (voiV  DehArtubs.  I'*  Partie,  p.  109)1 


(10)  J    ^(x)if{_x)dx  =  i/i:^^)  J   ^(x) 


dx. 


CERTinCATS  DlTUDBS  SUPfiRIBilRBS 
DBS  FACULTÉS  BBS  SCIENCBS. 

SESSION    DE  NOVEMBRE  1898.  -  COMPOSITIONS. 

Lyon. 

Analtsb. 
I.   On  considère  Us  courbes  C  définies  par  les  équa- 
tions 

\z=    t    -FT(0. 
Former,  entre  la  variable  t  et  la  fonction  inconnue 
a)(i),  l'équation  différentielle  du  second  ordreE,  la- 
quelle exprime  que  In  normale  principale  à  C  est 
parallèle  à  la  droite  D 

E  devient  du  troisième  ordre  et  linéaire  quand  on 
pose 
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Intégrer  et  montrer  que   les  diverses  courbes  C, 
fournies  par  les  diverses  intégrales,  sont  les  géode- 
siques  d'une  certaine  sur/acel^.  Étudier  S  et  ses  lignes 
de  courbure. 

Si  dans  les  équations  (i)  on  envisage  cp  comme  une 
seconde  variable  indépendante,  on  a  un  liélîcoïde  déve- 
loppable  S.  La  génératrice  a  pour  cosinus  directeurs 

sinf  —cosf  I 

L'arétc  de  rebrousse  ment  est  l'bélice  H 


C  est  évidemmeul  située  sur  2.  I.a  longueur  de  généra- 
trice comprise  cnire  C  et  H  est  —  f\/'^-  Cela  fournit  la 
signittoatiou  géométrique  des  deux  cordonnées  {  et  o 
d'un  point  sur  S.  La  normale  à  £  est  parallèle  à  la 
droite  D.  C  sera  géodésique  dès  que  son  plan  oseulateur 
passera  par  la  normale.  On  a  ainsi  la  condition  [difTé- 
rcntiaiit  le  sjsième  (i)] 

y      y'      — COS(        =Ç(Ç— 5lf")-(-î(l  +  if')(H-2ç')=0. 

C'est  l'équation  E  qui  devient,  pour  s  =  ^  |;  et  tout 
calcul  fait, 

De  là 

/a 
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(a)  l'ournit,  avec  les  deux  paramètres  ailiilraiitts  c  et  t^, 
les  géodesiques  C  de  £. 

Sur  la  développable  S,  les  lignes  de  courbure  soiil, 
outre  les  géoéralrices,  encore  les  irajectuircs  orthogo- 
nales des  génératrices,  c'est-A-dire  les  courbes 

ip  =  const., 
en  vertu  de  la  signification  géomélriquc  de  f . 

II.  On  envisage,  dans  te  plan  He  la  variable  com- 
plexe z,  l'origine  O  des  coordonnées,  le  cercle  C  de 
rayon  R  et  de  centre  O,  les  deux  points  y,  z^=  i  et 
y,  z  =  —  t  ;  enjin  un  contour  K  ainsi  défini  :  deux  arcs 
de  cercle  décrits  autour  do  y  et  y'  comme  centres  avec 


le  raj< 

l'axe  des  x. 

Démontrer 


OH  a  et  reliés   , 


deux 


pa> 


■alléles  \  et  V 


i'  ^jue  la  fonction 


est  uniforme  dans  le  champ  compris  entre  R  e(  C  ; 
2°  que  la  valeur  de  l'intégrale 

prise  le  long  de  C,  est  indépendante  rfe  R. 


b,  Google 


(  1,8) 
Calculer  I  et  exprimer  au  moyen  de  I  l'intégrale 
réelle 

J_,     */(i-x)'(i  +  a^) 
prisa  de  "f  à  •(  lé  long  de  l 'axe  des  x. 

On  vérifie  immédiatement  que  :  i"  les  seuls  points  de 
ramification  sont  Y  ^^  Yî  3"  l'élément  de  I  est  multiplié 
par  —  I,  I  =  y/ —  I ,  quand  z  fait  le  tour  de  y  •  ^'*  ^'^ 
résidus  de  I  aUërenls  k-^  ci  "^  sont  nuls. 

Pour  calculer  I^  on  fera  R  =  oo,  ce  qui  réduit  le  à 


b 


Intégrons,  eu  partant  de  ■/  et  y  revenant  le  long  du 
contour  K  avec  p  infiniment  petit;  ou  aura 


■*")'     VI  ' 


I.  SoitV  un  paraboloïde de  révolution,  dont  l'équa- 
tion, en  coordonnées  semi-polaires 


r  =  /;rï+^> 


Sur  P  se  meut  sans  frottement  un  point  M,  de 
masse  un,  attiré  vers  le  sommet  de  P  par  une  force 
proportionnelle  à  la  distance. 

Construire  et  discuter  les  projections  sur  xy   des 
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trajectoires,  en  supposant  /a  vitesse  initiale  tangente 
au  parallèle  de  départ. 

Cas  oii  le  paramètre  p  augmente  indéfinimeni . 

Appliquer  les  illéorèmes  des  aires  et  des  forces  vives. 
Quaiid  p  =  <X),  P  se  réduit  à  un  plan;  les  trajectoires 
sont  des  ellipses  ayant  leur  centre  à  l'origine,  ce  qut 
s'aperçoit  a  priori. 

II.  Une  droite  D  roule  sur  une  circonférence  C  avev 
une  -vitesse  instantanée  constante  b>,.  C  de  son  côté 
tourne,  avec  une -vitesse  angulaire  constante  u,  autour 
d'un  de  ses  points  fixes  O.  Construire  les  roulettes  fixe 
et  mobile  tjui  interviennent  dans  le  mouvement  absolu 
de  D.  Cas  u  +  u,  =  o. 

Composition  de  deux  rotations.  La  roulette  mobile  est 
uue  circonférence  langeiiie  à  C  en  O.  I.c  cas  t»  +  <d,  =  o 
fournit  une  translation. 

HarseUle. 
Analyse  infikitésiualb. 
Épreuve  écrite.  —  i"  Les  lettres  p,ijjr,Syt  dési- 
gnant, suivant  l'usage,  les  dérivées  partielles  de  la 
fonction  z  qui  dépend  des  deux  variables  x  et  yy 
démontrer  que,  pour  toute  surface  développable,  les 
trois  expressions 

s-px-qy,    p,    q 

sont  fonctions  d'une  seule  d'entre  elles,  et  que  l'on  a 
la  relation 

rt  —  i*  =  o. 

Démontrer  les  réciproques. 

2'  Quelles  so  nt  les  surfaces  dont  les  lignes  de  pente 
sont  des  lignes  de  courbure? 

Les  coordonnées  sont  supposées  rectangulaires. 
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dx  +  p  dz  ~  dy  -V-  q  dt' 
I  un  déiluit  évidemment 

p  dp  +  q  dq  =  ù. 


D'où 


Puisque  p  estibnciion  (le  ^ ,  los  surfaces  sont  dévclop- 
[>ablcs. 

Ce  sont  donc  les  enveloppes  d'un  plan  mobile  qui  se 
déplace  en  faisant  un  augle  constant  avec  le  plan  Iiori- 
zontal. 

Epreuve  pratique.  —  L'équation  différentielle 

do:*  dx       '^  -^ 

où  a.  cl  ^  sont  des  constantes  dont  ta  première  a  eft 
positive,  admet  une  intégrale  représentée  par  une  série 
convergente  de  Maclaurin. 

Déterminer   la    loi   des    coefficients    et    étudier   If 


-n-a)xax4x--.x 


Pour  étudier  celte  série,  on   forme  le  rapport  d'n 
terme  au  précédent. 
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MÉCAMQUB. 

Épheuve  écrite.  —  Dans  un  plan  vertical  un 
disque  homogène  de  poids  P  peut  tourner  autour  de 
son  centre  O  qui  est  Jixe. 

Sur  ce  disque  est  enroulé  un  fil  Jlexible,  inexten- 
sible et  sans  niasse  dont  les  extrémités  pendent  verti- 
calement de  chaque  côté  du  disque.  Le  fil  ne  peut  pas 
gUtser  sur  le  disque. 

A  l'extrémité  A  du  fil  est  attaché  un  poids  P  égal 
au  poids  du  disque.  A  l'autre  extrémité  B  du  fil  est 


attaché  un  fil  élastique  BC  dont  on  néglige  la  masse, 
et  dont  la  longueur,  à  l'état  naturel,  est  égale  au 
rayon  du  disi/ue.  Ce  fil  élastique  porte  à  son  extré- 
mité C  un  poids  P  égal  au  poids  qui  est  en  A. 

Ce  fil  s'allonge  proportionnellement  à  sa  tension, 
et  il  double  de  longueur  sous  l'action  d'une  tension 
égale  à  P. 

Trouver  le  mouvement  du  système,  sachant  qu'il 
n'y  a  pas  de  vitesse  initiale  et  qu'au  commencement 
du  mouvement  le  fil  élastique  est  à  l'état  naturel. 

La  longueur  dufilnon  élastique  est  telle  qu'au  com- 
mencement les  points  A  et  B  sont  sur  une  même  hori- 
zontale située  à  une  distance  du  point  O  plus  grande 
que  te  diamètre. 
Ann.  de  \tathémal.,l-  série,  t.  XV[I[.  (A^^il  i&^<,,)  la 
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Soient  : 

Af  la  masse  de  chacun  des  poids  et  du  disque; 

R  le  rayon  du  disque; 

T  et  T' les  tensions  ; 

X  la  distance  BC; 

9  l'angle  dont  le  disque  tourne  du  côté  du  point  A. 

On  a,  au  point  A, 

HR^  =  P-T. 

au  point  C 

MR^-M^  =  T'-P. 
fit'  dn 

pour  le  disqne 

l\mi'±l  =  (T  — T)R, 

pour  la  longueur  du  fil  élastique 


T)e  ces  quatre  équations,  on  lire  facilement 
Cl,  puisque  les  vitesses  initiales  sont  nulles, 


d'où,  en  vertu  des  conditions  initiales. 


ensuite  on  a 
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La  longueur  x  varie  donc  de  R  À  3R. 
On  a  alors 


■i»(— v/i')- 


Le  point  A  commence  donc  par  descendre  (et  le 
|>oint  B  par  remonter).  Le  point  A  s'abaisse  de^R, 
puis  revient  au  point,  de  départ. 

Enfin,  pour  if.  point  C,  on  a 


m- 


Donc  le  point  C  descend  d'abord,  s'abaisse  de  -  R  au- 
dessous  de  sa  position  initiale  et  revient  au  point  de 
départ. 

Épreuve  pratique.  —  Une  manivelle  OA  dont  la 
longueur  est  égale  à  i"  tourne  uniformément  autour 
lie  son  extrémité  O  qui  est  Jîxe,  en  faisant  cinq  tours 
par  minute. 

A  celte  manivelle  s'articule  en  A  une  bielle  A  B,  dont 
la  longueur  est  3"  ef  dont  l'extrémité  B  glisse  sur 
une  droite  fixe  A  dont  le  prolongement  passe  par  O. 

On  demande  de  déterminer  graphiquement  les 
vitesses  du  point  R  au  moyen  d'une  courbe  dont  les 
abscisses  seraient  les  positions  de  B  et  dont  les  ordon- 
nées seraient   les  vitesses  correspondantes  à  ces  posi- 

Le  centre  instantané  de   rotation  de  la  bielli^  AB  est 
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au  point  C  reiiconlre  du  rayon  OA  «t  de  la  perpendi- 
culaire BC  à  la  droite  A. 


SoienI  : 

M  la  vitesse  angulaire  de  OA  ; 

f  la  vitesse  angulaire  de  la  rotation  de  la  bielle  ; 

p  la  vitesse  du  point  B  sur  la  droite  A. 

On  aura 

OAxu  =  GA  X  ç, 

y  =  CB  X  ç  ; 

on  aura  donc  pour  ta  vitesse 

CB 
.=  OAx..x^. 

On  peut,  par  suite,  construire  la  courbe  demandée 
facilement  point  par  point. 


Êpbeuve  écrite.  —  Indiquer  la  série  des  opérations 
nécessaires  pour  mesurer  un  arc  de  méridien. 

admettant  que  lesphéroïde  terrestre  est  un  ellip- 
soïde de  révolution  autour  de  la  ligne  des  pôles,  mon- 
trer qu'il  suffit  de  connaître  les  longueurs  de  deux  arcs 
de  méridien  situés  à  des  latitudes  différentes,  pour  en 
déduire  la  forme  et  les  dimensions  de  ce  méridien. 

Comment  Iraite-t-on  un  ensemble  d'observations? 

La  valeur  ado/ttée  pour  le  mètre  étalon  est-elle  trop 
forte  ou  trop  faible? 
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Lpreuve  pratique.  — -  Étant  données  l'ascension 
droite  et  la  déclinaison  de  la  Lune  à  o'',  4''>  S**,  la"", 
et  lâ""  {temps  moyen  de  Paris)  pour  une  certaine 
date;  sachant  en  outre  que  la  longitude  orientale  de 
Afarseille,  par  rapport  au  méridien  de  Paris,  est 
de  m"  i3',  6;  on  demande  de  calculer  l'ascension  droite 
et  la  déclinaison  de  la  Lune  à  l'heure  t,  de  la  même 
date,  t  étant  exprimé  en  temps  moyen  de  Marseille. 


noTCmbre  ^ 


Données  numértiju 


4- 

8. 

i6. 


.45.39,09  — 9.3a'.  i6',a 

.5<i.i7,37  — 8.37.3o,,i 

[i.ai,39  — C.46.a6,G 

.^9.47,91  —5.50.18, 9 

,40. 3a, S  (temps  moyen  de  Marseille). 


a,  i'. 

ki.j5.3g,09-<-  8.3S,i 

(1.54.17,37-!-  B.34,0 

la.  a.5i,a7-t-  8.3o,i 

13.11.51,39-1-  8.36,5 
w. 19.47,9' 


i—    4,i8-Ho,3o  — o 
)—    3,88  H-  0,28 
!—    3,Co 


16...     — 


-9.îa.i6,i  +54.45,8  -H  3a, 5 

-  8.37.30,4  +5î.i8,3  +37,3 

-  7.43.15,1  +ÎS.45,5  +-?.\,-x 

-  6.46.2f.,6  H-;6.   7,7 


^ -'i'Uo-H   - 
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t  fen  temps  moyen  de  Marseille)  =  j 
Différence  de  loogitude  = 

t  (en  temps  moyen  de  Paris)  =  n 

Log.  Log. 

' T. 79099  A,... 

{t-i):a....  -T.iSio  A,... 

(»  — 2):3....  — T,663  A,... 

(*-3):i....  -7,77  A*-    ■ 

Log.  a. 

A' -t-a, 71448 

Al -^1,79*^ 

A|i( -Ha,5oS47 

4' — <i,6aia 

A, —7,0710 

A,Ai -1-7,693» 

A' H-T,477 

A, -i-â,735 

A,A» -i-â,aia 

A' — 2,3o 

A» — î,So 

A,A' -!-S,8o 

»--^-K-  -0,6.8 


-^3,5i664 
-*-' -79099 
-f-3, 30763 
+î,5..9 

— â,5839 

-o,7a4 

1-3,735 

-7,4S9 

-,T,48 

— â,5o 

-3,98 


—0,46067 
-o,59i5 


A, 4'.  ... 
A,4*.  ... 
A, A*.  ... 
AtA«.  ... 
Somme .  . 


-t-33.5o,6 

—  ï,84 

—  o.ag 


«fl  =  al  ',4S".  39*,  09  —  9*.  3a'.  16',  1, 
Résultats  j  .^_   ^'_iff.4,7 
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Analyse  supkiii&i'RK. 
ÉpkEUVE  icBiTE.  —  I.   Soittnt  une  équation  algé- 
brique irréductible  /{x,  ^  )  ^  o  de  degré  m  en  y,  el 
une   intégrale   abèlienae    quelconque  nppaitenant   à 
cette  équation 

If  (x,  y  )tix, 


-.[' 


o  désignant  une  /onction  rationnelle.  Trouver  tes 
diverses  valeurs  que  prend  cette  intégrale  lorsqu'on 
fait  varier  le  chemin  d'intégration  sans  changer  ses 
extrémités  ;  périodes  polaires;  périodes  cycliques. 

II.  Etant  donnée  l'équation  différentielle  linéaire 


dx'      '^  dx 


-qy  = 


où  les  coefficients  p  et  q  sont  des  fonctions  uniformes 
de  X,  on  considère  un  point  singulier  isole  a  de  ces 
fonctions  : 

1  "  Montrer  qu'il  existe,  relativement  au  point  a,  un 
système  fondamental  d'intégrales  possédant  des  pro- 
priétés simples  ; 

2°  Déduire  de  ces  propriétés  la  forme  analytique  de 
ces  intégrales  envisagées  dans  le  domaine  du  point  a  ; 

3°  Calculer  effectivement  ces  intégrales  dans  le  cas 

particulier  oà  l'on  a  p ^o,  n  =  -r-— -; >  a  pouvant 

lecevoir  toutes  les  valeurs  possibles. 

GÈOMÉTBIE  SUPÉBIBtBE. 

ËpHBtiVE  ÉCRITE.  —  I.  Étant  donnés  trois  axes  rec- 
tangulaires Ox,  Oy,  Oz,  à  tout  point  M  de  l'espace 
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on  fait  correspondre  un  cercle  a  ayant  son  centre  au 
point  O,  son  plan  perpendiculaire  à  OM  et  son  rayon 
égal  à  cette  droite  : 

i"  Trouver  le  lieu  du  point  M  pour  lequel  le  cercle  a 
est  tangent  au  cylindre 

3"  Ce  lieu  est  une  surface  du  quattième  ordre  1. 
Déterminer  les  sections  de  I  par  chacun  des  plans  de 
coordonnées  et  les  points  doubles  de  la  surface  situés 
dans  ces  plans  y 

3°  Si  l'on  projette  sur  le  plan  des  xy  les  sections 
de  ^  par  lies  plans  perpendiculaires  à  Oz  puis  par  des 
spkèies  de  centre  O,  on  obtient  deux  familles  de 
coniques  homofocales,  et  les  coniques  d'une  famille 
sont  orthogonales  aux  coniques  de  l'autre  famille  ; 

4°  Les  coordonnées  x  et  y  d'un  point  de  S  peuvent 
s'exprimer  en  fonction  de  ta  coordonnée  z  et  d'un 
paramètre  u  par  les  formules 


II.  Les  coordonnées  d'un  point  d'un  paraholoïde  de 
révolution  étant  exprimées  au  moyen  de  deux  para- 
mètres par  les  formules 

a^=RcosP,        r=Rsini',        »=— , 

on  denumde  de  déterminer  sur  cette  surface  un  réseau 
isotherme  constitué  par  des  parallèles  et  des  méridiens- 
La  première  question  est  Téluile  d'un  cas  particulier 
de  la  surface  de  l'onde  ;  voir  l'article  iJe  M.  Lacour  dans 
les  Nouvelles  Annales  de  1898,  p.  '^66. 
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Pour  la  seconde  question,  on  a 

il  suffit  déposer 


(/j>=  R(u)>(dM>H-rfti*). 


Calcul  différbntibl  et 


Épreuve  écrite.  —  I.  Etant  donnée  une  surface  S 
ç«j  est  de  révolution  autour  d'une  droite  D,  on  consi- 
dère tes  courbes  C  tracées  sur  cette  surface  et  dont  les 
normales  principales  rencontrent  constamment  la 
droite  D. 

1°  Déterminer  les  projections  des  courbes  C  sur  un 
plan  perpendiculaire  à  D; 

a"  Indiquer  quelle  est  la  forme  de  ces  projections 
lorsque  la  surface  S  est  un  cône,  et  quelles  sont  les 
transformées  des  courbes  C  lorsqu'on  développe  le 
cône  sur  un  plan. 

II.  Déterminer  toutes  les  fonctions  u  de  trois  va- 
riables X,  y,  z  qui  vérifient  l'équation  aux  dérivées 
partielles 

d'M       d»w       d'à  _ 
àx''        ày*        ds'  ' 

e^  qui  sont  de  la  forme 

»=/(:r)x?(^)X^'(*)- 
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III.   Définition  et  déiermiiialion  de  ta  torsion  d'une 
courbe  gauche  en  un  point  donné  de  cette  courbe. 

MÙCAMQUB    KATIOHHeLLB. 

Epreuve  ÉcniTE.  —  Etudier  le  mouvement  d'un 
.ijstème  pesant  composé  d'un  /!l  de  longueur  constante 
tjui  porte  à  ses  deux  extrémités  A  et  A,  deux  poids 


mg  et  ;h,  g.  Ce  Jil  passe  sur  une  poulie  fixe  BC  et  dans 
un  petit  anneau  O  placé  au  sommet  d'un  £Ône  droit 
dont  l'axe  est  vertical,  la  partie  OA  du  fil  devant 
rester  sur  ce  cône  et  la  partie  BA,  verticale. 

La  masse  de  fa  poulie  est  M  et  son  rayon  de  gyra- 
tion  k.  On  négligera  la  masse  du  fil. 

Épreuve  pratique.  —  Déterminer  le  centre  de  gra- 
vité de  l'aire  comprise  entre  la  cissoïde  j^:= et 

son  asymptote. 

Mbcamiql'e  appliquée. 

Ëpabuve  écrite.  —  Transmission  du  mouvement  de 
rotation  entre  deux  axes  parallèles  par  te  roulement 
de  deux  cames  cylindriques. 

Condition  de  roulement  des  deux  profils.  Exemples 
simples. 


b,  Google 


(   '9'  ) 

Problème  d'Euler  ;  trouver  l'un  des  profits  connais- 
sanl  l'autre;  application  au  cas  d'un  cercle  tournant 
autour  d'un  point  de  sa  circonférence. 

Profils  dérivés. 

Épheuve  pratique.  —  Construire  un  système  arti- 
cula plan  permettant  de  décrire  Vkyperbole  équilatère. 

ASTKONOHIB  ou  MÉCANIQUE  CÉLESTE. 

Épreuve  écrite.  —  Définitions  relatives  aux  paral- 
laxes des  étoiles  et  à  celles  des  astres  du  système 
solaire.  Faleurs  des  parallaxes  de  ta  Lune,  du  Soleil, 
des  planètes  principales,  de  quelques  étoiles. 

Des  ascension  droite  et  déclinaison  d'une  planète, 
observées  à  un  même  instant,  déduire  l'ascension 
limite  et  la  déclinaison  géocentjiques  à  cet  instant  : 
i"  dans  le  cas  d'observations  méridiennes;  a"  dans  le 
cas  d'observations  faites  à  un  équatorial. 

Indications  sur  ta  détermination  des  parallaxes. 


SOLUTIONS  DE  (URSTIONS  PROPOSEES. 


Étant  donné  un  triangle  ABC,  rectangle  en  A,  lur  lei 
trois  càtéi  BC  =  a,  CA  =  *,  AB  =  c  prit  comme  diamèlrei, 
on  décrit  les  circonférences  ita,  it6,  icc.  Les  trais  demi-cir- 
conféreneei  supérieures  comprennent  entre  elles  deux 
lunules,  que  nous  désignons  par  l  et  t'\  le»  trois  demi- 
cireonférencet  inférieures  forment  entre  elles  un  triangle 
eiiiviligne  et  un  segment  biconvexe,  que  nous  représentons 
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Prouver  que  : 

r  La  somme  l  -i- 1'  est  équivalente  à  la  turjaee  -~  du 
triangle; 

a"  La  différence  t — *  entre  le  triangle  eurifiligne  et  le 
segment  bieonoexe  est  aussi  équivalente  à  la  surface  —  ; 

3"  Les  centres  de  gravité  des  deux  surfaces  l  +  1"  et  t~ 
sont  situés  sur  la  perpendiculaire  élevée  par  le  milieu  dt 
l'hypoténuse    «,    symétriquement  placés  par  rapport  à 

cette  droite,  et  à  une  dislance  d'elle  égale  à  -  ita. 

(G.  DOBTOB.) 
SOLUTION 

Par  M.  AuDiBiBT. 
Od  a  évidemment 


(2)  _^  +  :^=,+  ^(A.  +  c')-*, 


(i)  et  (a)  étant  des  identités,  la  aomme  algébrique  des  mo- 
ments des  surfaces,  par  rapport  à  l'KypotéDuse  et  â  la  per- 
pendiculaire élevée  en  son  milieu,  seront  égaux  de  part  et 
d'autre,  et^i,  xi  désignant  les  coordonnées  du  centre  de  gr»- 
vité  de  l-h  l'  relatives  à  ces  ânes,  on  déduira  de  (i)  les  équt- 

%^''*'  ii~    8    \:ia~*'3-Ka)         8    \aa  '*'  3ita}  "*"    laa  ' 
bc      _tc'  /a        c*        iibc\ 
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d'uù  l'on  tire 


Les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  l  —  s  se  déduiront 
de  même  de  (3)  à  l'aide  des  deux  équations 

a*       aft'c'       bc  Ttc'  /  be        ac'  \ 

'xbi/bc         a6'\ 

éc(fci  — çi)  _  Oc  Kc'  /a        c*   _  ■ibc\ 

ia«        ~    i  "''*'    8    \l       aa       3ita/ 

_T^ /«  _  A»   _   ibc  \ 

H     Va        a«       37r«;* 


Qneatiaiu  17U  et  1735. 


1734.  Si  n  —  i  et  n-\-\  sont  deux  nombres  premiers  plui 
grands  que  5,  n  est  néce.tsairemenl  de  la /orme  n=  3o/n, 
ou  n  =  3orn±  la,  et  n'(R*  +  16)  est  toujours  divisible  par 

710.  (  WoLSTESHOLME.  ) 

173».  Si  n  — a  eC  /n- 2  sont  deux  nombres  premiers 
plus  grands  '  que  5,  n  est  nécessairement  de  la  /orme 
n=  3om  ~t-  iS  ou  n  =3om  d^  9.  (Wolstenholub.) 

SOLUTIONS   . 
Par  U.    DULIMBERT. 

1731.  Il  est  évident  d'abord  qu'il  ne  peut  s'agir  que  de 
nombres  supérieurs  à  5,  la  plus  petite  ^-aleur  de  n  donnée  par 
les  formules  Étant  7. 

Un  nombre  quelconque  rentre  dans  une  des  formes  sut- 
vantes  : 

3oni,     3oM  ±  1 3om  ±  14,     3ont  + 1  >. 
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Si  nous  Liroos  d'une  Je  ces  formes  les  valeurs  de  n  +  i  et 
n  +3,  Dous  voyons  que  l'un  de  ces  deun  iiombres  a  un  divi- 
seur évident,  sauf  dans  les  cas  de  n  =  Sont  et  n  =  3o(n  ±  la. 

Le  nombre  710  est  égal  à  3*.3>.5.  Preoons  n  =  3oin.  Alors 
on  ■  identiquement 

rt'(n«-+-i6)=-i».3».5>.m»(a'-î»-5'.m»+3») 
=  2'.3V5*.m*(3«.5«./H'4-a'); 

sous  cette  forme  la  divisibilité  est  évidente. 

Prenons  maintenant  n  =  iom±it.  On  a  identiquement 

n«(n*-l-i6)  =  a«.3*(Dm±2)»;a'.3'(5m±a<)>+a*{ 

=  a*.3>(im±2)«j3»(5mzfca)"+a'j. 

La  divisibilité  par  y^o  sera  démontrée  si  l'on  démontre  que 
ia  quantité  entre  accolades  est  divisible  par  5.  Or,  si  l'on  dé- 
veloppe le  carré,  on  constate  que  deux  de  ses  termes  contien- 
nent 5  en  facteur;  le  troisième,  3*. a*,  ajouté  bu  terme  a', 
donne  40i  quantité  divisible  par  î.  La  divisibilité  est  donc  dé- 
montrée. 

1735.  La  démonstration  est  identique  i  celle  de  la  première 
partie  de  la  question  1T34- 


Calcwi.  de  GÉwÉRALisATioK,  par  G.  Oliramare.  Paris, 
librairie  A.  Hcrtnaiin,  1899. 

L'Ouvrage  que  vient  de  publier  M.  G.  Oltramare  est  le  ré- 
sumé de  recherches  entreprises  depuis  plusieurs  années  sur  un 
procédé  de  calcul  svmbolique  auquel  l'Auteur  a  donné  le  nom 
de  Calcul  de  génrralUation,  et  sur  les  applications  de  ce 
calcul.  La  méthode  a  pour  base  la  représentation  des  fonc- 
tions uniformes  en  séries  d'exponenliellc!!,  envisagée  déjà  par 
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I.touville  dans  son  Calcul deidiriviet  à  indicei  quelconques^ 
par  Abel  dans  son  Calcul  des  fonctions  génératrices  et  de 
leurs  déterminantes.  Cette  représentation,  admise  comme  lou- 
joun  légitime,  permet  d'efTecluer  symboliquement  avec  une 
facilité  remarquable  les  opérations  analytiques  usuelles,  telles 
que  la  dilTérentiation,  l'intégration  et,  en  général,  les  opéra' 
lions  distributives  linéaires.  Les  problèmes  qui  mettent  en  jeu 
ce  genre  d'opérations  comptent,  on  le  sait,  parmi  les  plus  im- 
portants qu'on  ait  â  résoudre  en  Analyse,  Le  nouveau  Calcul 
permet  de  les  considérer  tous  sous  un  point  de  vue  général  et 
donne  avec  la  plus  grande  facilité  leur  solution  sous  forme 
symbolique  :  la  difficulté  consiste  alors  à  remonter  de  la  forme 
symbolique  i  la  solution  définitive  explicite. 

C'est  à  cet  objet  que  sont  consacrés  les  huit  premiers  Cha- 
pitres de  l'Ouvrage.  On  apprend  à  généraliser  les  fonctions 
d'une  ou  de  plusieurs  variables,  d'abord  par  une  formule  gé- 
nérale déduite  du  théorème  de  Fouricr,  ensuite  par  des  pro- 
cédés spéciaux,  plus  simples,  variant  d'ailleurs  suivant  la  na- 
ture des  fonctions,  rationnelles,  exponentielles,  circulaires, 
logarithmiques,  transcendantes  diverses,  etc.;  comme  on  peut 
en  outre  souvent  imaginer  bien  des  moyens  dilTérents  pour 
exécuter  la  généralisation  d'une  même  fonction,  la  comparai- 
son des  résultats  donnera  lieu  à  des  identités  plus  ou  moins 
remarquables. 

Avec  le  Chapitre  X  commencent  les  applications  qui  for- 
ment la  partie  la  plus  intéressante  et  aussi  la  plus  développée 
de  l'Ouvrage.  On  y  trouvera  notamment  les  formules  pour  la 
dilTérentiation  à  indices  fractionnaires,  la  transformation  des 
séries  en  intégrales  déHnics  ou  réciproquement,  le  calcul  in- 
verse des  intégrales  définies,  enfin  l'intégration  des  équations 
linéaires,  dilTérentielles  ou  à  différences  finies,  à  une  ou  plu- 
sieurs fonctions  inconnues.  Un  très  grand  nombre  d'exemples, 
d'un  caractère  un  peu  abstrait  et  nnifoime,  éclaircissent  la 
théorie  générale  et  nicitcnt  en  lumière  la  puissance  vraiment 
remarquable  du  nouveau  Calcul. 

Le  lecteur  ne  doit  pas  s'attendre  à  trouver  les  questions 
abordées  dans  cet  Ouvrage  traitées  avec  la  rigueur  qui  est  de 
règle  dans  la  littérature  mathématique  contemporaine;  il 
n'aura  pas  de  peine  à  signaler  plusieurs  résultats  douteuit  ou 
même  erronés.  M  ne  faudrait  pas  attribuer  à  ces  imperfections 
plu-  d'importance  qu'il  no  convient. 
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Le  souci  de  l'extrâtuc  rigueur  a  Jeté,  en  France,  un  discré- 
dit imméi-ité  sur  toulcs  le;  tuélbades  qui  n'y  peuvent  pré- 
tendre. En  les  proscrivant,  on  se  prive  souvent  d'un  précieux 
auxiliaire  qui,  s'il  ne  peut  fournir  les  solulious  définitives,  en 
rend  l'élaboration  plus  simple.  Envisagé  à  ce  point  de  vue,  le 
Calcul  de  généralisation  apparaîtra  comme  un  puissant 
moyen  d'investigation  et  pourra  rendre  de  sérieux  services  aui 
mathémalicJens  qui  voudront  s'en  approprier  les  procédés  an 
prix  d'elTorts  relativement  peu  pénibles. 


OiiEsrraNS. 


1819.  Soient  S  et  S'  deux  coniques  se  coupant  en  quatrr 
points  A,  B,  C.  D  : 

I"  Démontrer  que  le  lieu  des  points  M  tels  que  le  faisceau 
M(ABCD)  soit  harmonique,  se  compose  <le  trois  coniques  pas- 
sant par  A,  B,  C  et  D.  Former  l'équation  de  l'ensemble  de  ces 

a"  Quelle  relation  doit  exister  entre  les  invariants  de  S  et  S' 
pour  que,  parmi  les  trois  coniques  trouvées,  se  trouve  la  co- 
nique S  ;  quelles  sont,  de  même,  les  relations  nécessaires  pour 
que  S  et  S'  soient  deux  des  trois  coniques;  quelle  est  alors 
l'équation  de  la  troisième?  (H.  Vogt.) 

1820.  Étant  donnés  dans  un  même  plan  un  faisceau  de  co- 
niques ayant  entre  elles  double  contact,  et  une  courbe  algé- 
brique C^i,  on  mène  les  tangentes  communes  à  C^  et  à  chaque 
conique  :  déterminer  le  lieu  des  points  de  contact  sur  les  co- 
niques. (V.  Retali.) 

1821.  Le  lieu  des  sommets  des  paraboles  tangentes  à  une 
conique  centrale  et  ayant  pour  foyer  un  point  fixe  est  une 
courbe  unicursale  du  douzième  ordre  et  de  la  dixième  classe, 
ayant  un  point  sextuple,  avec  deux  coïncidences,  en  le  point 
fixe  et  en  chacun  des  points  circulaires  à  l'infini;  ayant,  en 
outre,  quatre  points  doubles  ordinaires  et  six  rebrouss 


(V.  Rbtau.) 
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[M'41] 

DBIJXIÉHIE  COKCOIRS  DBS  «  NOIVEUES  ANNUBS  » 
POUR  mi; 

Pab  m.  Raoul  BRICARD  (M- 

I.  On  dit  que  six  points  d'une  conique  forment  trois 
couples  en  involution  (on  sont  en  involution)  quand  tes 
trois  droites  joignant  les  points  de  chaque  couple  sont 
concourantes . 

Etablir  que  six  points  d'une  conique  peuvent  être 
en  involution  de  1,2,  3,  ^  ou  6  manières  différentes  et 
définir  géométriquement,  dans  chaque  cas,  les  posi- 
tions correspondantes  des  six  points. 

II.  On  nomme  télraédiotde  la  transformée  homo- 
graphique  générale  de  la  surface  de  l'onde;  en 
coordonnées  homogènes,  une  telle  surface  est  définie 
paramétri<juement  par  les  relations 


'     ''«      OV  ' 

iu,  d,u,  ■itu,  <iiU  étant  les  fonctions  classiques  de 
Weierstrass formées  avec  les  périodes  a<i),,  auj,  ati>j; 
iw,  'iiV,  <iiV,  rfjf  C)  étant  les  fonctions  analogues 
formées  avec  les  périodes  îbj,,  aro»,  aro,. 

(')  Mémoire  ayant  obtenu  le  prix. 

(')  On  désigaerapare,,  e„«,  les  valeursdepiri„pu„puj,puëlant 
l>  Tonction  classique  aai  périodes  2  u,,  iu„  lu,;  par  i„  (,,  i,  les  va- 
^nn,  de  Mathémat.,  3-  série,  t.  XVIII.  (Mai  1899.)  i3 
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Vérifier  que  la  sui/ace  (i)  a  seize  points  doubles, 
situés  six  à  six  dans  seize  plans  {plans  singuliers);  que 
par  un  point  double  passent  six  pians  singuliers;  que 
les  six  points  doubles,  P,,  situés  dans  un  même  plan 
singulier  sont  en  involution;  que  les  seize  points  doubles 
sont  quatre  par  quatre  sur  les  faces  d'un  tétraèdre  et 
que  les  seize  plans  singuliers  passent  quatre  par  quatre 
par  les  sommets  du  même  tétraèdre. 

III.  Montrer  que  les  périodes  {ou  les  modules)  des 
/onctions  elliptiques  peuvent  être  choisies  de  telle  sorte 
que  les  six  points  doubles  Pj  {situés  dans  un  même 
plan  singulier)  soient  en  involution  de  deux  manières 
différentes.  Vérifier  que  la  sut-face  (i)  est  alors  deux 
fois  létraédroïde,  c'est-à-dire  que  les  seize  points 
doubles  sont,  quatre  par  quatre,  sur  les  faces  d'un 
nouveau  tétraèdre.  Équation  correspondante  de  la 
surface. 

IV.  Montrer  que  les  six  points  doubles  P,-  peuvent 
être  en  involution  de  trois  manières  différentes;  véri' 
fier  que  la  surface  {\)  est  alors  trois  fois  tétraédroïde. 
Etudier  les  positions  relatives  des  trois  tétraèdres 
correspon  dants. 

Former  la  relation  qui  existe  en  ce  cas  entre  les 
modules  des  fonctions  elliptiques  introduites  (  on  pren- 
dra pour  modules  '_  '  et  -^— -'ji  vérifier  qu'elle 
coïncide  avec  l'équation  modulaire  pour  n  =  3.  Con- 
séquence pour  les  périodes.  Équation  correspondante 
de  la  surface. 

V.  Montrer  que  les  six  points  doubles  P,-  peuvent 
être  en  involution  de  quatre  manières  différentes  el 

leurs  de  pn,,  pra,,  po,,  pv  étant  I*  (onction  analognc  lui  périodes 
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tjue  ta  surface  est  alors  quatre  fois  tétraédroï'de.  Déter- 
miner en  ce  cas  les  périodes  et  les  modules  des  fonc- 
tions elliptiques.  Équation  de  la  surface;  étudier  les 
positions  relatives  des  seize  points  doubles. 

VI.  Montrer  que  les  six  points  P,-  peuvent  être  en 
involution  de  six  manières  différentes  et  que  la  surface 
est  alors  six  fois  tétraédroïde.  Périodes  et  modules  des 
fonction^  elliptiques;  équation  de  la  surface;  positions 
relatives  des  seize  points  doubles.  ' 

Nota.  —  On  ne  devra  pas  s'appuyer  sur  la  théorie 
des  fonctions  ou  des  intégrales  kyperelliptiques  ni  sw 
les  propriétés  de  la  surface  de  Kummer. 

I. 

1°  Considérons,  sur  une  conique  C,  six  points  que 
nous  désignerons  par  a,  b,  c,  at,  b,,  Ci  (celte  notation 
étantceile  que  nous  retrouverons  dans  l'étude  de  la  sur- 
face tétraédroïde).  Supposons-les  en  involution,  de  telle 
manière  que  les  trois  droites 


soient  concourantes.  Nous  désignerons  par  cu(  leur  point 
de  concours  (centre  de  l' involution). 

Il  peut  arriver  que  ces  six  points  soient  en  involution 
d'une  seconde  manière,  de  sorte  qu'un  des  couples  pré- 
cédents soit  conservé.  Par  exemple,  les  droites 

uai,    bci,    ebt 
sont  concourantes  en  un  point  cii). 

On  se  rendra  facilement  compte  du  fait  suivant  :  les 
points  w,  et  Wj  sont  conjugués  par  rapport  à  C,  Réci- 
proquement, on  constituera,  de  la  manière  suivante,  le 
système  le  plus  général  de  six  points  de  la  conique  C  qui 
soient, en  involution  de  deux  manières  différentes  :  on 
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choisit  deux  points  ht,  et  Ui,  conjugués  par  rapport  à  C. 
Les  deux  points  a  et  a,  sont  lus  points  d'intersection 
de  C  avec  la  droite  w,  (Uj.  Par  le  point  m,  on  mène  une 
sécante  arbitraire  recontrant  C  aux  points  b  et  ht.  Les 
deux  droites  Ug  b  ut  ua  bt  déterminent  les  points  c,  et  c 
sur  la  conique  C. 

a°  Supposons  maintenant  que  les  six  points  soient  en 
iavolution  de  deux  manières  difTérenles,  et  desorU  que 
l'on  ne' rencontre  pas  deux  fois  le  même  couple  de 
points.  Par  exemple, 

Les  droites  aat,  bbt,  eci  concourent  en  (ug, 
Les  droites  abf,  bc,,  ca,  concourent  en  lOf 

Je  dis  que  les  six  points  sont  en  involution  d'une  troi- 
sième manière,  de  telle  sorte  que  tes  droites 

ac,,     bai,    cb, 
sont  encore  concourantes. 

Faisons  en  efTel  une  transformation  homographîquc 
du  la  figure  telle  que  les  points  to,  et  U]  soient  rejetés 
à  l'infini  et  que  la  conique  C  devienne  un  cercle.  On  se 
rend  immédiatement  compte  que  les  deux  triangles  abc. 
aibtCt  sont  équi  la  ter  aux  et  inversement  orientés.  H  est 
alors  évident  que  les  droites  nct,  bat,  cbt  sont  paral- 
lèles, ce  qui  établit  le  théorème- 
La  démonstration  précédente  permet  d'ajouter  ce  qui 
suit  :  Si  l'on  appelle  Wj  le  troisième  centre  d'invohi- 
tion,  les  trois  points  a,,  m,,  tiij  sont  en  ligne  droite; 
déplus,  le  segment  limité  par  les  points  d'intersection 
de  C  et  de  la  droite  ht,  uju,  est  divisé  équianharmoai- 
quement  par  deux  quelconques  des  trois  points  u, ,  uj, 
uj.  En  effet,  dans  la  figure  translbrmée,  tes  trois  points 
(i>(,  Wi,ui  sont  rujetés  à  l'infini  dans  des  directions  incli- 
nées à  130°  les  unes  sur  les  autres. 
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3"  Les  six  points  étant  en  involution  des  iroïs  ma- 
nières tjue  nous  avons  indiquées  peuvent  encore  l'être 
d'une  quatrième,  de  telle  sorte  que  les  droites 

aa,,    bci,    ebi 
sont  concourantes  en  un  point  (i>|. 

En  raisonnant  comme  précéderame|it,  on  verra  que 
la  figure  est  la  transformée  komographitfue  de  celle 
formée  par  six  points  situés  aux  sommets  d'an  hexa- 
gone régulier  inscrit  dans  tin  cercle  (les  droites  aat, 
bci,  cbf  sont  des  diamètres).  Les  points  u,,  «ta,  u, 
sont  situés  comme  précédemment,  et  le  point  u»  est  le 
pôle  de  la  droite  u,  Ugb),. 

4°  En  dernier  lieu,  les  points  étant  déjà  de  irois  ma- 
nières en  involution  (groupés  comme  il  est  indiqué  dans 
le  a"),  ils  peuvent  l'être  d'une  quatrième,  do  sorte  que  les 
droites 

aat,     bc,,     btCi 

concourent  eu  un  même  point  cii', . 

En  appliquant  le  théorème  du  a°,  on  voit  que  nos  six 
points  sont  encore  en  involution  de  deux  nouvelles  ma- 
nières : 

Les  droites  bct.  ac,  btft  concourent  en  un  point  uiî  ; 
Les  droites  cbi,  ab,  CtOi  concourent  en  un  point  u',. 

Les  six  centres  d'involulion  sont  aux  sommets  d'un 
quadrilatère  complet  :  sur  chaque  côté  de  ce  quadrila- 
tère on  rencontre  les  trois  indices  \  les  points  iii|  et  oi\ , 
ui.j  et  u'j,  ii>)  et  {i)j  forment  deux  à  deux  des  couples  de 
sommets  opposés;  ces  points  sont  aussi  conjugués  deux 
n  deux  par  rapport  à  la  conique. 

La  figure  formée  dans  ce  dernier  cas  ne  peut  être 
réelle.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  vérîGer  que 
Ions  les  cas  possîhles  ont  été  passés  en  revue  et  que,  à  la 
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notation  près,  les  dispositions  indiquées  sont  chacune 
les  plus  générales  de  leur  espèce. 


Nous  emploierons  la  notation  connue 


Les  relations  qui  définissent  la  létraédroïde  devienneni 
ainsi 


Nous  obtiendrons  tes  points  doubles  en  cherchant  les 
points  où  le  plan  tangent  est  indéterminé;  or  au  point 
(u,  v)  le  plan  ungent  a  pour  équation 


O'ioUiI'io''      yiBUa'ioi'      ffjo"o'to'' 


Dans  le  déterminant  que  forme  le  premier  membre 
de  l'équation  du  plan  tangent,  on  peut  donc  écrire  les 
deu\  dernières  lignes  ainsi  : 


I    3'inH  Î'mC    l'jol' 
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Pour  que  le  plan  taagent  soit  indéterminé,  il  faut  et 
il  BufGi  que  loua  les  déterminants  dn  tableau  précédent 
soient  nuls.  On  trouve  aisément  loua  les  SYSlèmes  de 
solutions,  qui  sont  les  suivants  : 

A  chaque  système  de  solutions  correspondent  quatre 
points  doubles.  Il  y  en  a  donc  seize  en  tout,  et  l'on  for- 
mera facilement  le  Tableau  de  leurs  coordonnées. 

En  posant 

«  =  V^ei— «iv/ti— ti, 
P  =  /e,  — «,  v^tj  — 1„ 
Y  =  /e,  —  e,  \/e,  —  zj, 
ce  Tableau  est  le  suivant  : 

Tableau  det  point*  doubles  de  la  tétraédrotde. 
Points.       X.  y.  s. 
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Etudions  la  disposition  de  ces  points. 

On  voit  qu'ils  sont  quatre  par  quatre  sur  les  faces  du 
tétraèdre  de  référence  ABCD.  Les  quatre  points  silaés 
dans  une  même  face  sont  deux  à  deux  en  ligne  droite  avec 
les  sommets  de  celte  face.  Ainsi,  dans  le  plan  ABC, 

Les  droites  dd^  et  d^  d;  passent  par  le 

»  rfdy  et  rfj  rfi  . 

»  dd^  et  d^  dy  » 


On  voit  la  raison  dtrla  notation  adoptée. 
Chaque  sommet  appartenant  à  trois  faces  est  situé  sur 
six  droites  dont  chacnnc  contient  deux  points  doubles. 
Voici,  par  exemple,  les  sis  droites  passant  par  le  som- 
met D(nou5  écrivons  leurs  équations  en  regard)  : 


Dô  b„ 


?r 

^-Ti  =u 

?r 

-,z  =  . 

T' 

+  .I-0 

ï  = 

—  i:r  =  » 

.» 

+  P^  =  o 

.1 

_p^  =  o 

On  voit  aisément  que  ces  six  droites  sont  les  intersec- 
tions mutuelles  des  quatre  plans 


?r  +  ï=  =  Mcont 

enant  a    a,h   b,c   c,). 

P7  +  T=  =  <> 

a   "(éî^^O'-j,), 

P7  +  ï--  =  « 

ayatb   bic^c,), 

Pr-ï=  =  '* 

a,a;h.h^c   c). 

Ainsi  les  points  doubles  situés  deux  à  deux  sur  des 
droites  concourant  en  un  sommet  du  tétraèdre  sont  situés 
six  par  six  dans  quatre  plans.    On   trouvera,  en   tout, 
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sciz<:  plans  sÎD^Iiers  analognes  dont  voici  le  Tableau  : 

ax  -\- ^y  -\- f  s  =  o    conienant  les  points    a  a,  b  b,  c   c,  , 
ax  -I-  Pj*  —  -(S  =  o  ji  aya^bib^c    e,. 


A  b    bxCy  Cl   dydi, 

b^b,r   c^dyd^, 

•  bi  bi  Cy  Cl  d  dx, 

h  bxc   cxddx, 

n  C    Cya,  ai  rf;  rfx. 

»  CxC,  a  aydidx, 

I  n  Cz  C(  a^at  d  dy, 

.  c       Cya      ayd     dy, 

a  a^b^è.dxdy, 
i>  ayOi  b  bididy, 

I  aydi  bxbi  d  d-, 

.  a   a^b   b-d  d,. 

On  voit  que  chaque  point  double  appartient  à  six 
plans  singuliers.  En  outre,  la  droite  joignant  deux 
points  doubles  quelconques  est  l'intersection  de  deux 
plans  singuliers. 

Considérons  enGn  tes  points  doubles  situés  dans  un 
même  plan  singulier,  par  exemple  les  points  a,  a,,  b,  £,, 
c,  Cf  Les  droites  aai,  hbt,  cci  sont  concourantes  au 
point  D.  Soit  L  la  trace  du  plau  {auibbiCCi)  sur  te 
plan  /  :=  o.  On  voit  immédiatement  que  les  points  a,  a, 
divisent  harmoniquemcnt  le  segment  de  la  droite  Daa, 
compris  entre  le  point  D  et  le  point  d'intersection  de 
cette  droite  avec  L.  On  a  un  fait  semblable  relativement 
aux  points  b,  b,  et  aux  points  c,  Cf 

C^ela  posé,  on  a  le  théorème  suivant,  dont  la  démons- 
tration est  des  plus  simples  :  Étant  données  une  droite  L 
et  trois  droites  concourantes  dont  chacune  porte  deux 
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points  qui  divisent  harmoniifuement  le  segment  linùte 
par  le  point  de  concoius  et  ta  droite  L,  les  six  points 
ainsi  déterminés  appartiennent  à  une  même  conique, 
sur  laquelle  ils  sont  évidemment  en  involution. 

Les  points  a,  Qf,  b,  b^,  c,  c,  sont  donc  en  involution 
sur  une  conique,  et  nous  avons  éubli  toutes  les  propo- 
sitions énoncées  dans  le  §  II. 

III. 

Considérons  encore  les  six  poinu  doubles  a,ac,  b,b„ 
c,  c„  situés  dans  un  même  plan  singnlter.  Ces  points 
seront  en  involution  d'une  seconde  manière  (§  I),  si  I» 
droites 

aa,,    bc,f    cb, 

sont  concourantes. 

Il  sufBt  d'exprimer  pour  cela  que  les  plans  Aoa,, 
Abc,,  Acè,  ont  une  droite  commune.  Or  ces  plans  oni 
pour  équations  respectives 

Xaa„  ^y  +  fs-o, 

A  6c,,        ^  -1-  5  +  ïi  =  o, 

Xcbi,        y-t-s  —  nt^o. 

On  trouve  la  condition 


On  voit  déplus  que  le  nouveau  centre  d'involutioncit 
dans  le  plan  t  ^  o,  c'esi-à-dire  sur  l'arête  BC.  Ce  ré- 
sultat pouvait  Être  prévu,  puisque  ce  nouveau  cenuv 
d'involution  doit  être  conjugué  du  premier  D,  par  rap' 
port  à  la  conique  (^aafbbfCCt)  (§  I). 

Celte  condition  étant  satisfaite,  on  vérifie  que  les 
âeize  points  doubles  sont  répartis  quatre  par  quatre,  sur 
les  faces  d'un  nouveau  tétraèdre  T.  Nous  donnons  ci- 
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dessous  lus  équations  des  faces  de  ce  Douvesu  tétraèdre, 
et  nous  mettons  en  regard  les  points  contenus  dans  ces 
faces  : 

y-*-  z  =o,         a,     a,,  d„  d-, 
^■—3=0,        aj,  rt„  d,    dx, 

x  —  ^t  =  o^  b,     6;,   c„  c 

Deux  des  sommets  du  nouveau  tétraèdre  sont  situés 
surl'arfite  BC;  les  deux  autres,  sur  l'arête  AD;  sur  cha- 
cune de  ces  arêtes  on  a  une  division  harmonique. 

Relation  entre  les  modules  et  les  périodes  et  équa- 
tion de  la  surface.  —  Pour  plus  de  simplicité,  nous 
prendrons  comme  modules  les  quantités 

e,— e,  tj— t| 

La  condition  (i)  s'écrit  alors 


Les  fonctions  pu  et  pv  introduites  ont  même  inva- 
riant absolu  et  par  suite  même  rapport  de  périodes. 
Comme  les  quantités  «,,  «,,  e,  d'une  part,  e,,  Cg,  g,  de 
l'autre,  n'interviennent  évidemment  dans  l'équation 
de  la  surface  que  par  leurs  rapports  mutuels,  on  peut 
poser  sans  inconvénient 

e,  =  E,=         K  +  (, 

ei  =  S]=:  — sK  +1, 

«,  =  M=        K-i. 

<■)  Cela  D'est  pas  conforme  aux  prescriptions  de  l'énoacé,  et  je 
prie  l'auteur  de  la  question  de  vouloir  bien  m'en  excuser.  J'aurais 
dû  grouper  les  points  de  manière  i  être  conduit  k  la  condition  a  =  % 

ce  qui  m'aurait  amené  à  prendre  pour  modules  ~ — —  et  — -• 

On  remarquera  en  outre  que,  pour  simplifier  les  formules,  j'ai 
écrit  K  an  lieu  de  K',  comme  nn  le  fait  d'habitude. 
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On  a  bien  ainsi 


e,  —  e,       El— e, 

Les  relations  qui  déQnisseut  la  tétra4droïde  devienneni 
alors 

■Ç  =  {/ju-H2K-.)(^-    K  +  ï), 

£    =(;,„_      K  +  ï>(^H-.^K-l), 

ou,  plus  simplement, 

■  ^a^t  Kfi  +  K), 


en  posani 


i  =  3X,       pf  —  K- 


-3(^, 


et  en  supprimant  le  facteur  9  dans  chaque  second 
membre,  ce  qui  est  une  simple  transformation  homo- 
graphique. 

Un  calcul  facile  donne  l'équation  de  la  surface 

X  1(1 -K),r>+K7'-^«+(K-K')/']-(K»-0'-^' /•-■'. 
IV. 

Les  points  doubles  «,  ac,  b,  b,,  c,  c,  seront  en  invo- 
hition  de  trois  manières  différentes  si  les  droites  ab„ 
bc„  ca,  sont  concourantes  (§  i).  On  trouve  aisément  lu 
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condiliou 

Cette  conditioQ  peut  s'écrire 

«    f    f( 


c€  qui  exprime  que  les  quatre  points  Oy,  b^,  Cx,  d  sont 
dans  un  même  plan. 

On  peut  écrire  de  huit  manières  la  relation  précé- 
dente, en  changeant  dans  le  déterminant  tes  signes  de 
certains  éléments,  de  telle  manière  que  ta  relation  ne 
soit  pas  altérée.  On  a  par  exemple 


ce  qui  exprime  que  les  quatre  points  aibcidx  soni  dans 
un  m£me  plan.  En  procédant  ainsi,  on  reconnaît  que 
les  points  doubles  sont  répartis  quatre  par  quatre  sur 
les  faces  de  deux  nouveaux  tétraèdres.  Celte  répartition 
est  indiquée  dans  le  Tableau  suivant  : 


Deuxième  tétraèdre 


Troisième  tétraèdre  :  T, 


a,b  c^rf=, 
I  a^b,  c  dx, 
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Voici  mainlenant  quelques  mots  sur  la  disposition 
des  trois  tétraèdres  :  dans  chacun  des  quatre  plans  sin- 
guliers qui  contiennent  le  sommet  D  du  premier  té- 
traèdre, les  six  points  doubles  sont  en  involution  de 
trois  manières  diQ'érentes  et  l'on  sait  (§  I)  que  les  trois 
centres  d'involution  sont  en  ligne  droite.  On  voit  donc 
que  les  sommets  des  deux  nouveaux  tétraèdres  sont  deux 
à  deux  en  ligne  droite  avec  le  point  D.  Oette  remarque 
s'étend  aux  autres  sommets.  En  outre,  il  est  évident  que 
chacun  des  tétraèdres  jouit  des  mêmes  propriétés  par 
rapport  aux  deux  autres.  Ainsi  tes  trois  tétraèdres 
sont  tels  que  la  droite  Joignant  deux  sommets  quel' 
conques  de  deux  d'entre  eux  passe  par  un  sommet  du 
troisième.  On  reconnaît  le  système  desmique  de  trois 
tétraèdres,  étudié  par  M.  Cyparissos  Stephanos  (*). 
Pour  les  propriétés  de  cette  configuration  remarquable, 
nous  renverrons  au  Mémoire  cité  en  Note,  ou  à  la  Géo- 
métrie réglée  de  M.  Kœnigs  {Chap.  V). 

Relation  entre  les  /onctions  elliptiques  introduites. 
—  La  relation  (3)peut  s'écrire 


Ornons  allons  montrer  que  cette  relation  a  lieu  entre 
les  éléments  ^Ui,  pt^a,  pt^t  et  pra,,  p^a,  P^d  si  l'on 
a  entre  les  périodes  la  relation 

"1=  -^t         m,  =  u»,. 

Il  résulte  en  effet  d'une  formulit  donnée  par  M.  Jor- 

(')  Bull,  des  Se.  math.,  t.  XIV. 
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dan  dans  son  7'raité  d'Analyse  (*)  que  l'on  a  alors 


■-■'Br^l 


,'(-'-?- 

■'■) 

■") 

..), 

«p  — *a=(i 
ce  qui  donne  successivement 


/>'  — 

OD  tire  aisément  de  là  la  relation  (3). 

La  relation  entre  les  modules  des  fonctions  elliptiques 
introduites  coïncide  donc  avec  l'équation  modulaire 
pour  n  =  3.  Cette  relation  est 

(4)  yitr+î/(K-i){K'-i)  +  i  =  o; 

on  la  rendra  facilement  rationnelle  (celte   forme  est 
d'ailleurs  classique). 

Dans  une  Note  insérée  m  Bulletin  de  la  Soc.  math. 
de  France  (*),  M.  G.  Humbert  a  montré  que  la  rela- 
tion (4)  est  unicursale,  et  que  l'on  y  satisfait  en  posant 

„.     (X-,)'(3X  +  .) 
"■-(l  +  i)'(3X~i)' 

■^-(i  +  OOJ-i)'* 

{')  Tome  II.  ï'édit.,  Chap.  VI,  p.  5ig,  formule  (lî). 
(')  Tome  XXVI,  p.  a35. 
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Quant  à  l'équatiou  de  la  surface,  on  l'oblteni  par 
t  elimiiiatiou  de  X  et  (x  entre  les  équations 

(même  calcul  qu'au  g  111),  ce  qui  donne 

j  [(K  -  ,)x'  +  y>~  K^'+  (K  -  KK')(>] 

)       x[(K'— i)aj'+j''— K'3»-i-(K'— KK')/']  +  (K  — K')>T'i'  = 

où  l'on  peut  remplacer  K  et  K'  par  leurs  valeurs  donn^ 
plus  haut: 


Les  points  doubles  seront  en  involution  de  quatrr 
manières  difTérentes,  si  les  particularités  du  §  111  et 
celles  du  §  IV  se  présentent  en  même  temps.  On  doit 
donc  avoir  simultanément 

,.  ■>.    •  ^=f' 

d  ou  1  on  lire 

Les  modules  sont  donnés  par  les  équations 
(6)  K»+i4K  +  i  =  o,        K'=i- 

Les  deux  fonctions  pu  et  pv  sont  reliées  par  une 
transformation  de  degré  3,  et  de  plus  elles  ont  même 
invariant  absolu.  H  en  résulte  que  chacune  d'elles 
admet  une  multiplication  complexe. 

Pour  déterminer  le  discriminant  qui  correspond  à 
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Ltitte  multiplication  complexe,  on  peut  procéder  ainsi  : 
Nous  calculerons  tout  d'abord  p^^  à  l'aide  des  for- 
mules déjà  employées 


d'où  l'on  tire,  par  division, 


Cette  relation  donne  quatre  valeurs   possibles  pour 
p-s-!'  Eliei  sont  toutes  de  la  forme 

[I  et  V  étant  des  nombres  rationnels,  réels  ou  com- 
plexes. D'autre  part,  on  a  la  Formule  connue 

m  étant  le  multiplicateur  complexe,  qui  est  de  l'une  des 
Formes 

x^yi^Ô,  '-{x+yiyfâ), 

D  étant  le  discriminant  cherclié,  x  el  y  des  nombres 
entiers. 
On  peut  écrire  l'égalité  précédente 


Ànn.  de  Matkdnat.,  3'série,L.  XyUI.  (Mai  1S99O 
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Le  second  membre  est  de  la  Tonne  |*'+  v'  y/3,  le  p 
nier  membre  de  la  forme  fXi  ■+■  v,  ^/U.  On  a  donc  net 


sa  ire  ment 


Ainsi  le  rapport  x  des  périodes  de  la  fonction  pu 
lisfait  à  une  relation  à  coefficîenls  entiers 


de  discriminant  égal  à  3. 

On  sait  que  les  équalions  quadratiques  de  cette 
nature  apparliennenl  à  deux  classes  dinV-rentes,  pour 
lesquelles  les  formes  réduites  sont  respectivement 


La  première  relation  esl  certainement  à  n-jeter,  car 
si  elle  était  satisfaite,  la  fonction  pu  serait  é<]uianliar< 
innnique,  comme  i)  est  bien  connu;  et  cela  n'a  pas  lieu, 
K  n'étant  pas  égal  à  uue  racine  cuhiqiie  de  l'unité, 
cliangécde  signe. 

En  résumé,  les  /onctions  ellipliques  introduites  ont 
même  invariant  absolu  et,  fiar  suite,  même  rapport 
de  pério/lps.  De  plus,  deux  périodes  primitives  de 
l'une,  convenablement  c/ioisies,  satisfont  à  la  relation 

Dhposilion  des  points  doubles.  —  On  aura  le  Tableau 
de  leurs  coordonnées  en  faisant,  dans  le  tableau  du  §  Jl. 

Ces  points  peuvent  âtrc  répartis  quatre  par  quali-c  sur 
les  faces  de  quatre  tétraèdres,  savoir  :  ie  tétraèdre  de  ré- 
férence T,,  les  deux  tétraèdres  Tj  et  T,  du  §  IV,  et  \v 
tétraèdre  T' du  §  II. 
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Le  tétraèdi't!  T'  a,  comme  on  Ta  vu,  deux  arêtes  oppo- 
sées communes  avec  le  létraèdre  T,  ^  il  est  évidemment 
dans  la  même  situation,  relativement  à  Tj  el  à  Tj;  par 
conséquent,  chaque  arête  de  l'un  des  tétraèdres  des- 
miques  ï, ,  Tj,  Tj  rencontre  deux  arêtes  opposées  de 
chacun  des  deux  centres. 

Il  est  à  noter  que  cet  assemblage  remarquable  de 
(|iiatre  tétraèdres  peut  être  réel. 

Quant  à  l'équation  de  la  surface,  on  la  formera  en 
faisant 

K  -  7  ±  4  /â, 

dans  l'équation  donnée  à  la  fin  du  §  IV. 


VI. 

hc:s  points  doubles  situés  dans  un  niènie  plan  singu- 
lier seront  en  involution  sextuple,  si  la  disposition 
du  §  IV  est  réalisée,  et  si  de  plus  les  trois  droites  aat, 
bc,,  cb,  sont  concourantes  (§  I).  On  trouve  la  condition 


|ni  doit  être  jointe  n  la  relation  (  2). 
On  tire  de  là 


Comme  précédemment,  la  fonction  pu  admet  une 
umltiplication  complexe.  En  répétant  les  raisonnements 
indiqués  précédemment,  on  trouve  que  le  discriminant 
de  la  multiplication  complexe  est  ici  égal  A  «  ;  la  re- 
lation entre  les  périodes  est 
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OU  une  relation  équivalente.  (11  n'y  a  qu'une  seule  classe 
de  formes  quadratiques,  de  discriminant  ^gal  A  2,) 

Disposition  des  points  doubles.  —  On  aura  les  coor- 
données des  points  doubles  en  faisant  dans  le  Tableau  : 


Ces  points  sont  quatre  par  quaire  sur  les  face»  des 
tétraèdres  T|,  Tj,  Tj  et  sur  les  faces  de  trois  nouveaux 
tétraèdres,  qui,  on  le  vérifiera  sans  peine,  sont  les  sui- 

ia     a,  d  d:r,  I  Oy  b     c,  d,  I  a,  b,  c    d. 

a,  a.  dy  d.,  ^,    \  a,  b,  c,.  rf.,  ,    1  "v  *:r  c,  d^. 

frî  bi  Cj:  c  i  a    b^  e  d„  i  a    b  c,  d,, 

b     b;  c  Cj.*  (  eij  fc;  Cx  di,  \  ai  b^  r,   d;. 

Les  léiraèdres  T,,  Tj,  T,  forment  un  système  des- 
mique,  et  il  en  est  de  même  pour  trois  létraèdres  n'ayant 
pas  d'indice  commun,  en  exceptant  le  groupement.  T,, 
T'j,  T',.  lly  a  donc  en  tout  quatre  systèmes  desmiques 
dans  la  figure.  Enfin,  dans  chacun  des  couples 

(T,,T',),     (T,,T',),     {T„T'i), 

les  deux  létraèdres  ont  en  commun  un  système  d'arêtes 
opposées. 


NOTK. 

Quand  la  surface  esl  trois  fol«  ti^lraédroïde,  les  poînK 
doubles  peuvent,  comme  nous  l'avons  montré,  être  réparti' 
quatre  par  quatre  snr  les  faces  de  trois  tétraèdres  qui  forment 
un  système  desmique.  D'après  la  définition  même,  les  som- 
mets de  ces  trois  tétraèdres  se  répartissent  trois  par  trois  sut 
seize  droites.  On  trouve  aisément  les  sommets  corrcspondanU 
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e  la  manière  suii 
',...,  4"  les  face» 

(aaya,  a,  ), 
(cc^c^Ct  ), 


(  -'7  ) 

:   Désignons  par  1,  3,  3,  4i  ■'>'■ 'I  4'> 
s  tétraèdres,  d'après  le  Tableau 


C«     b,Cyd,), 

(a^b  c.d^), 
ia^b^cdy). 


!  4'.     («: 


i). 


il',     (a,  6   c^rfi), 
3',    (a  b:C,dy), 
4".    (aift^cyd  )- 
;  par  la  mâme 


et  représentons  aussi  un  sommet  qui 
Dotation  que  la  face  opposée. 
Cela  posé,  considérons  un  plan  singulier,  {aaibbicci)  pê 
^mple.  Il  contient  trois  centres  d'involution  en  ligne  d 


c'est-à-dire  trois  sommets  co 
Or,  si  l'on  consulte  le  Table 

(ace  de  ces  tétraèd „. 

appartenant  au  plan  considé 
Les  sommets  4i  4'i  4' 

Les  faces  4,4',  4' 
permet  de  fo 


,    —  ...  sommet  comm 
rapidement  le  Tableau  s 


spondants  des  trois  tétraèdres. 

précédent,  on  voit  que  chaque 

deux  des  six  points  doubles 

l'exception  des  faces  i,  4',  i'. 

correspondants. 

;  cette  remarque 


i'3', 


i4'a 


33' 4', 
a4'3'. 


3i'4-, 


34' 1 


4i'i', 
4a' a', 
43' 3', 

44'4'- 


Si  l'on  considère  les  chiffres  comme  représentant  des  som- 
mets, trois  sommets  d'un  même  groupe  sont  en  ligne  droite; 
ii  les  chiffres  représentent  des  faces,  trois  faces  d'un  même 
groupe  se  coupent  suivant  une  ligne  droite. 

On  voit  ainsi  apparaître  deux  systèmes  formés  chacun  de 
seÎEe  droites  :  chaque  droite  du  premier  système  appartient  i 
un  plan  singulier  unique  (et  l'on  a,  d'après  ce  qui  précède,  le 
moyeu  d'établir  la  correspondance);  chaqi 
système  passe  par  un  point  double. 

Le  lecteur  pourra  de  même  préciser  sa 
respondances  auxquelles  donnent  lieu  le< 
quadruple  et  de  l'involulion  sextuple. 


aite  du  second 


difficulté  les  cor- 
as  de  l'involution 
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NOTE  DE  GÉOMÉTRIE  CINÉN4TIQIIE; 

Par  m.  ViTTORio  HOBILE. 


Ju  me  propose  d'indiquer  iuî  (]uel(]ues  iti'apriéLésdu 
mouvement  d'un  solidu  tie  révotulton  fixé  par  un  poînl 
de  son  axe  et  assujeili  ii  s'appu^-er  sur  une  droite  Cïci/. 
Je  suppose  que  le  corps  »c  puisse  pas  glisser,  de  manière 
que  le  mouvement  su  réduise  h  un  roulement  pur.  Dans 
celle  hypothèse  le  système  est  à  un  seul  degré  de  liberté, 
et  un  seul  paramètre  suffira  à  doterniiner  le  mouve- 
ment. 

Si  nous  considérons  la  droite  OM  joignant  le  point 
lixe  O  avec  le  poiut  di;  contact  M  du  corps  mobile 
avec  d,  il  y  aura  une  position  où  OM  coupera  orlhogo- 
nalemciil  d  ;  c'c^t  celle  position  que  nous  choisirons 
comme  iniliale  ('). 

Tous  les  points  tels  que  M,  considérés  sur  la  surfais 
du  corps  mobile,  rormetit  nne  ligne,  que  nous  appelle- 
t'oiis  par  analogie  poUiodie,  dont  la  détermination  est 
le  premier  problème  qui  se  présente  dans  l'élude  de  ce 
mouvement. 

Soitît  le  plan  perpendiculaire  à  l'axe  du  corps  et  pas- 
sant par  O,  et  w  là  distance  du  point  M  à  ce  plan;  soit 
en  outre  v  l'anglo  des  deux  plans  passant  par  Taxe  du 
corps  et  respectivement  par  le  point  M  et  le  point  de 
1.1  polhodie  correspondant  à  la  position  initiale,  et  enfui 


{ '  )  Il  est  éïidcol  que  ce  choix  ( 
vemeot  du  corps  étant  indépendaii 
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soit  u  ta  distance  de  M  à  Va-xe.  D'après  ces  déCnitions 
si 

,„=/(«) 

est  l'éqaalion  de  la  surrace  du  corps,  l'élément  linéaire 
de  toute  ligne  tracée  sur  cette  surface  est  donné  par  la 
formule 

(i)  ds'=  tlu^li  -<-f^(uy]-f-  u*di/*. 

Or,  puisque  la  polhodie  roule,  dans  le  mouvement, 
sur  la  droite  fixe,  si  nous  comptons  les  arcs  de  polhodie 
à  partir  du  point  où  c  ^  o,  qui  correspond  sur  la  droite 
au  point  M«,  l'arc  s  sera  égal,  évidemment,  au  seg- 
ment MgM  de  la  droite.  Alors  le  triangle  rectangle  OMgM 
nous  fournit  deux  expressions  de  l'arc  s,  savoir 

!s  =  A  taDg6, 

Avec  la  deuxième  de  ces  relations  la  formule  (i)  dc- 

{d  y' (*'+/'(«)— A»)*  =  d«'['  +/'(")]+  m'A-', 
d'où  l'on  lire 


fv/(I^ 


-/'(«)- A')   -[.+/'"(«)]. 


ou  encore,  en  elTectuant  la  dérivation  indiquée  sous  le 
radical 

qui  est  l'équation  différentiel  le,  en  coordonnées  polaires, 
de  la  projection  de  la  polliodie  sur  le  plan  d'un  paral- 
lèle. 
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2.  Avant  lie  continuer  l'érude  de  la  polhodie  il  faut 
préciser  le  sens  des  w  positives.  Nous  pouvons  les 
compter  de  l'un  ou  de  l'autre  cdté  du  point  O,  mais 
nous  choisirons  entre  les  deux  directions  celle  qui 
forme  avec  le  sf^ment  OMg  un  angle  moindre  que-' 
Ceci  posé,  puisque  la  droite  fixe  est  la  tangente  de  la 
polhodie  au  point  M,  on  trouve  par  un  raisonnement 
géométrique  très  simple  la  relation 

«)  i-r 

où  l  est  la  distance,  prise  avec  son  signe,  du  point  O  in 
point  oà  l'axe  du  corps  est  rencontré  par  la  normale  k 
la  surface  au  point  de  contact.  Cette  relation  nous 
montre  qu'en  général  (')  dans  la  position  initiale  la 
courbe  est  tangente  au  parallèle  du  point  de  contact.  11 
est  d'autre  part  évident  que,  dans  ce  cas,  elle  est  symé- 
triqne  par  rapport  au  méridien  de  ce  point.  Pour  voir 
si  aux  environs  de  la  position  étudiée  la  courbe  esi 
située  au-dessous  ou  au-dessus  du  parallèle,  il  faudra 
voir  si,  au  point  considéré,  w  a  un  maximum  ou  un  mi- 
nimum.  Or  on  a,  en  considérant  /  comme  une  fonction 
de  s, 

donc,  si  pour  j  =  o  la  quantité  -j-  ne  devient  pas  infinie, 
on  aura  au  point  initial 


(')  Le  cas  oii  l'on  aurait  dans  la  position  initiale  /  - 
mine  i  put. 
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c'eat-à-dîre  cjue,  daiis  le  voisinage  de  ce  point,  la  courbe 
est  située  au-dessous  ou  au-dessus  du  parallèle  selon 
que  la  normale  à  la  surface  coupe  l'axe  des  w  dans  la 
région  négative  ou  dans  la  positive. 

Il  est  facile  de  voir  que  pour  ^  =  o  jT  reste  finie.  En 
eflct,  on  trouve  facilement 


qui  pour  s=  o  s'annule  à  cause  du  facteur  -^■ 

Si  dans  la  position  initiale  (c'^  o,  /  devient  infini,  la 
courbe  est  aussi  tangente  au  parallèle,  mais  pour  l'étu- 
dier il  convient  dans  ce  cas  d'examiner  la  variation  de  ti. 
On  a 


Au  point  initial,  u  est  donc  minimum,  et  la  projection 
de  la  polhodic  touche  extérieurement  le  cercle  u  =  u^. 


b,  Google 


(  22a) 
3.  Nous  pouvons  écrire 

du        du  lis 
dv  ~  ^  de 
OU  encore 

et  si  nous  supposons  que  le  roulement  sur  la  droite  fiie 
s'ellectue  toujours  dans  le  uièuie  sens,  -y-  garde  toujours 

le  même  signe;  alors  le  signe  de  j-  dépendra  seulement 
du  Facteur 


Le  signe  de  cette  quantité  change,  en  général,  lorsque 
le  corps  passe  par  la  position  correspondante  à  la 
valeur  s  =  o,  ensuite  il  dépend  du  signe  de  k  4-  tvtp'. 
Cette  considération  fixe  à  chaque  instant  le  signe  à 
prendre  devant  le  radical  qui  figure  dans  la  formule 


dv 


-y  u.<+p(u)-h^ 


4.  Nous  allons  maintenant  étudier  le  cas  où  dans  la 
position  initiale  on  aurait  1=  o,  ce  qui  arrive 
lors<]ue  OMu  {')  est  la  normale  à  la  surface. Nous  consi- 
dérons d'abord  le  cas  particulier,  où  le  point  de  contact 
du  corps  avec  la  droite  dans  la  position  à  étudier  serait 
aussi  le  point  de  rencontre  de  la  surface  avec  l'axe  de 
révolution;  on  aura  alors  en  ce  point 

u  =  o,       /(«)  =  /.,       /'(")  =  o; 


(')  Il  est  impossible  que  cela  arrive  duns  une  autre  position  di 
t-orps,  car  le  plan  mené  par  le  point  de  contact  M  perpendiculaire 
ment  il  la  droite  (lie  doit  contenir  la  nonuiile  â  la  surface. 
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par  suite,  si  la  roiictioDy((f)est  d«vi:lo(>pable  aux  uuvi- 
roiis  <1e  u^=o  par  la  formule  du  Maclaurin,  nous 
pouvons,  eu  négligeant  les  puissances  de  u  supérieures  à 
la  deuxième,  poser 

où  E  =:  f°(^o).  On  trouve  alors  tout  de  suite 

AMi-(-/-'(«)]-|/{«)- "/■(«)]'=  Ae"'(«  +  /'0, 
„i+/.(u)_A'  =  «>(i  +  Ae), 

après  avoir  supprimé  les   termes  en  u*  et  en  ti*.  Alors 

,0,  Ï^'-^E 

Si  e  <;  oau  iioînt  u  =  o, /(w)a  un  maximum,  la  sur- 
face tonine  donc  sa  concavité  vers  le  (Kiint  fixe  O,  et  sa 
convexité  à  la  droite  fixe.  Dans  ces  conditions  la  for- 
mule (6)  nous  montre  tjn 'autour  de  ladite  position  Je 
mouvement  est  impossible,  ce  <]ui  dtaît  d'ailleurs  évi- 
tient.  Si  e  >■  o  la  surface  tourne  sa  convexité  au  point  O. 
Dans  ce  cas  on  voit  par  la  formule  (6)  cjue  la  pi-ojection 
de  la  poltiodie  se  confond,  aux  envii  ous  du  point  u  ^  o 
avec  une  spirale  logarithmique;  il  s*eiisuit  ijue,  si  au 
point  de  départ  on  a  h  =  o,  le  corps  pivoLera  indéfini- 
ment autour  de  soit  axe  de  révolution,  mais  s'il  part 
d'une  autre  position  ((UKiconque,  et  d'ailleurs  parfaite- 
ment arbitraire,  il  pourra  s'approcher  autant  que 
l'on  voudra  de  la  position  oà  u  =;  o,  sans  jamais 
V  atteindre. 

O.  Plaçons-nous  uiaiulenant  dans  le  cas  généial  où 
dans  la  position  à  étudier  u  serait  >  o.  Nous  pouvons 
écrire  ici 


b,  Google 


("4) 

où/=f{u(,),J^'^  =_/"'"(u,).  De  ccltti  formule  oa  lire, 
en  négligeant  les  puissances  de  (u  —  Ug)  supérieures  à 
la  deuxième, 

!-•-/''(«)  =  .+/''+(«- «o)*/''+ ■■'(«- «oj/r- 

et,  eu  tenant  compte  des  relations 

dont  la  seconde  exprime  que  OMo  est  normale  à  la  sur- 
face, on  obtient  la  valeur  de  l'expression 

savoir 

+(u-«,)[2(«; +/•)-«.(«  +  «.)]/■/'+(«'-«!)//•. 

On  peut  simplifier,  car  si  l'on  groupe  les  deux  der- 
,niers  termes,  leur  somme  est 

OU,  ayant  égard  à  la  deuxième  des  formules  (7) 

Donc 

A'['+/'*(«)]-[/(")-«/'(«)]» 

=  («-«.)'[/('  +  /'*+//')- i(î"o+«){«-Wo)/'|/'- 

D'une  manière  analogue  oa  trouve,  après  quelques 
réductions  et  à  l'aide  delà  deuxième  des  formules  (^) 
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(  2"5  ) 
Celte  quadralure  peut  toujours  être  eSet:tuée  en  ren- 
dant rationnelle  la  différentielle  par  une  substitution 
convenable,  mais  sans  entrer  dans  ces  détails  l'équa- 
tion (8)  met  en  évidence  une  particularité  remarquable. 
Si  l'on  considère  le  corps  arrivé  à  la  position  qui  cor- 
respond à  u  ^  Ug,  on  aura 

-(S)„.,„  =  -v^. 

ou,  en  substituant  i  y  le  rapport  —  -^  et  en  divisant 
par  Ut, 


(SL.-v/-^ 


Cette  équation,  si  l'on  y  considère  i*  et  c  variables, 
est  l'équation  difTérentielle  de  la  projection,  sur  le  plan 
d'un  parallèle,  des  lignes  asymptoliques  de  la  surface 
w  ^y{u)^nous  pouvons  donc  conclure  que  dans  la  po- 
sition que  nous  avons  considérée  la  polhodie  touche 
une  ties  lignes  asympLotitfues  passant  par  le  point  de 
contact  du  corps  et  de  la  droite  fixe.  Dans  ce  cas,  la 
polhodie  ne  toucbe  pas  le  parallèle  du  point  M»,  -j-  ne 
change  pas  de  signe,  et  prend,  pour  u  ^  u*,  le  signe  -4- 
ou  —  selon  que  la  courbe  touche  l'une  ou  l'autre  des 
deux  asy m pto tiques,  ce  qui  arrive,  comme  l'on  voit  faci- 
lement à  l'aide  de  la  formule 

selon  que  le  corps  tend  à  la  position  où  u  =  u«  «n  par- 
tant de  l'une  ou  de  l'autre  de  deux  positions  symétriques 
par  rapport  au  plan  mené  par  O  perpendiculairement 
à  la  droite  fixe. 
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(  2,6  ) 
(y.  La  piojHiëié  de  la  polliodie  (jut  nous  venons  du 
signaler  pouvait  être  (irévue  en  s'appuyant  snr  une 
i-eniaivjue  que  nous  ferons  dans  la  suite.  Nous  verrons 
que  la  perpendiculaire  menée  du  point  de  eonlact  M  à 
la  droite  fixe  dans  le  plan  de  cette  droite  et  du  jraiut  0 
est  la  binormale  de  la  polliodie;  or,  comme  dans  le  cas 
étudié,  cette  droite  est  normale  à  la  surface,  ou  voit 
îmmédiatetneni  que  la  polliodie  doit  toucWr  une  des 
asymplotiques.  Toutefois,  ce  raisonnement  n'est  pas  gé' 
néral,  car  on  voit  qu'il  présuppose  que  la  polhodie  ait, 
dans  la  position  considérée,  une  tangente  bien  déter- 
minée; lorsque  cela  n'arrive  pas,  le  raisonnement  tombe 
en  défaut,  et  conduit  à  des  résultats  erronés.  Cela  ariîve 
lorsque  Ug  ^  o,  car  alors,  après  avoir  obtenu 

il  n'est  pas  loisible  de  diviser  par  Kg,  et  en  conclure 

Noua  avons  un  exemple  de  ce  fait  dans  le  cas  précé- 
dent où  Ufl  =y  (((„)  =  o.  En  effet,  lorsque  /"'>  o  la 
polliodie  se  confond,  ainsi  que  nous  venons  de  voir,  avec 
une  spirale  logarithmique;  le  mouvement  est  donc  réel, 
tandis  qu'avec  le  raisonnement  précédent  on  conclurait 
à  l'impossibilité  du  mouvement,  parce  que  le  point  con- 
sidéré est  un  point  elliptique  de  la  surface  où  les  lignes 
asymptoliques  deviennent  imaginaires.  C'est  pour  celte 
raison  que  nous  avons  préféré  la  voie  analytique  qui  est 
rigoui-eusc,  et  met  bien  en  lumière  ce  cas  d'exception. 

IVous  voyons  ainsi  que  le  mouvement  est  impossible 
dans  la  position  considérée,  lorsque  dans  cette  position 
le  point  de  contact  est  un  point  elliptique  de  la  surface. 
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(  "7  ) 
7.  Expression  de  In  vitesse  angulaire.  —  Il  csi 
évident  que  la  droite  joignant  le  point  fixe  O  au  point 
de  contact  M  est  l'axe  instantané  de  rotation  du  corps 
roulant  ;  donc,  si  nous  imaginons  réalisée  la  surface 
conique  que  l'on  obtient  en  joignant  O  à  tous  ]fî3  points 
de  la  polhodïe,  le  mouvement  du  corps  pourra  ftire  ob- 
tenu en  Taisant  rouler  ce  cAne  sur  le  plan  du  [)oint  O  et 
de  la  droite  d.  Il  s'agit  donc  de  trouver  la  vitesse  angu- 
laire du  c6ne  roulant.  Si  nous  indiquons  par  df  l'angle 
de  deux  plans  tangents  au  cône  infiniment  voisins,  vi 
parcoia  vitesse  angulaire  dont  nous  chercbons  l'expres- 
sion, nous  avons 


Imaginons  maintenant  la  polliodie  comme  une  courbe 
tracée  sur  le  c6ne  que  nous  avons  considéré;  pendant 
que  le  cône  roule,  la  polliodie  roule  aussi  sur  la  di-oite 
fixe  d.  Donc,  si  nous  supposons  que  l'on  ait  développé 
le  cAnc  sur  le  plan  où  il  roule,  la  polliodie  doit  coïn- 
cider, après  le  développement,  avec  la  droite  a.;  cela 
suffit  pour  affirmer  qu'elle  est  une  ligne  géodéçique  du 
cône.  Il  s'ensuit  que  la  droite  menée  par  M  perpendicu- 
Uiremcni  au  plan  passant  par  O  et  part/,  qui  est  la  nor- 
male au  cône,  est  aussi  la  binormale  de  la  polbodie;  si 
nous  indiquons  donc  avec  e  etT]  respectivement  l'angle 
de  contingence  et  l'angle  de  loision,  nous  avons  par  la 
formule  de  Lancret 

(t,  puisque 


On  peut  encore  simplifier  c<'tle  formule 
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(  a.8) 
sur  une  propriété  commune  aux  lignes  géodésiqiies  de 
touti;  surface  conique.  Ces  lignes  jouissent  de  ta  parti- 
cularité d'avoir  une  des  deux  équations  inlrinsèques  in- 
dépendHUtedela  nature  du  cône,  et  par  suite  invariable. 
Cette  équation  { '  )  est 
(10)  »r=/ip, 

h  étant  la  distance  du  sommet  du  côue  au  point  de  la 
courbe  où  elle  coupe  A  angle  droit  la  génératrice,  c'est- 
à-dire  la  quantité  que  nous  avons  déjà  appelée  h.  On 
peut  avec  l'équation  (lo)  éliminer  r  de  l'expression  de  u, 
et  l'on  obtient 

'■    ■*  Ap       dl' 

Si  l'on  veut  tii  en  fonction  de  l'angle  6  =  M^OM,  il 
faut  substituer  à  s,  fttangd  et  il  vient 

-       ^       ^ 

"  ~  pcos>9  dt' 

8.  Si  X,  fA,  V  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
principale  à  la  polhodie  par  rapport  à  trois  axes  ortho- 
gonaux issus  du  point  O,  on  a 

d<f*  =  rfX'  -1-  d(t'  -H  di^  ; 

pour  avoir  donc  les  composantes  p,  q,  r  de  la  rotation, 
il  faut  connaitre  dk,  d^t,  dv  dont  tes  expressions  sont 
données  par  les  formules  de  Frenet 

rfX  =  — (at  +  aTj), 


(')  Ck«1ro,  Lezioni  di   Geomeiria   i 

>Sg6. 
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("9) 
a,  b,  c  et  X,  ^,  Y  éUnt  respect! vviiieiit  les  eosïuus 
directeurs  de  la  tangente  et  de  la  biiiormale.il  faudrait 
donc  oalculei'  les  quatililés  qui  ligiireiit  dans  les  seconds 
membres  on  fouctioii  de  s.  Mais  pour  les  applications 
dynamiques,  si  l'on  veut  étudier  le  mouveinenl  dans  le 
cas  très  fréquent  oit  les  forces  agissant  sur  le  corps  déri- 
veraient d'un  poi£ntiel  U,  il  est  inutile  de  connaître  les 
expressions  de  p,  q,  r;  mais  il  faut  seulement  trouver  la 
force  vive  T,  et  l'on  j  arrive  très  faeilement.  Cboisissoiis 
une  terne  d'axes  fixes  dans  le  corps  et  avant  l'origine  au 
point  O;  soit  Os  l'axe  de  révolution  et  Ox  et  O^ 
deux  droites  quelconques  perpendiculaires  à  Oz  et  se 
coupant  mutuellement  à  angle  droit. 

Si  le  corps  est  homogène  et  si  on  le  considère  tout 
entier,  ou  une  portion  comprise  entre  deux  plans  |)er- 
pendiculaires  à  Os,  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au 
point  O  est  de  révolution  et  son  équation  est 

la  signification  de  A  et  B  étant  connue.  Alors,  a,  f,  w 

étant  les  coorflounées  du  ]>oiiit  de  eoniact,  le  moment 

d'inertie  par  rapport  à  l'axe  instantané  de  rotation  est 

_  Ak'+Bw'  _  Aw'-t-  B/'((/) 

et,  puisque 

•iT=  Iw', 

OÙ  il  reste  h  calculer  u  et  o  m  fonction  de  j,  dans  les  cas 
partie  ul  iers. 

9.  Surface  engendrée  par  l'axe  de  révolution.   — 
Imagintins  un  cane  circulaire  C  dont  le  sommet  soit  le 
Ana.  de  «a/Aemnf.,  3- série,  l.  XVIII.  (  Mai  iSgij.)  "5 
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(1.30) 
point  tixe  O  et  dont  l'axe  coïncide  avec  l'axe  insuntaiw 
de  rotation.  Supposons,  en  outre,  que  la  surface  de  ce 
cdne  contienne  l'axe  du  corps;  on  voit  aussitôt  que  tous 
les  cdnes,tels  que  C,conslituent  une  famille  siniplemml 
infinie  dont  l'enveloppe  est  la  surface  engendrée  dans  le 
mouvement  par  l'ase  de  révolution  du  corps  mobile. 

On  doit  donc  d'abord  établir  nn  terne  d'axes  fixes, 
puis  obtenir  l'équation  générale  des  cônes  G  renfermant 
un  seul  paramètre,  s  par  exemple,  et  ensuite  élimïneri 
entre  les  équations 


Etablissons  maintenant  le  système  d'axes  fixes  dans 
l'espace.  Le  plan  passant  par  O  et  par  la  droite  fixe  d 
soit  le  plan  arj;  la  perpendiculaire  et  la  parallèle 
menées  à  la  droite  d  par  le  point  O  soient  respecliveinenl 
Ox  et  Oy.  Ceci  posé,  les  cosinus  directeurs  de  l'a^e 
instantané  par  rapport  à  ces  axes  sont  évidemment 


En  outre,  indiquant  par  x,  j,  z  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  P  du  cône  C  correspondant  â  la 
valeur  s.  les  cosinus  dirt-cteurs  de  OP  sont 


le  cosinus  de  l'angle  de  ces  deux  droites  est  donc 


Nous  avons  d'autre  part  une  autre  expression  de  cette 
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(  '3i   ) 
li^mu  <]uanlité,  savoir 


En  égalant  les  deux  i'X|iri'ssioiis,  nii  a  IV'qnalion  gé- 
nérale des  c<-.m-K  C 

où  il  faut  iinaginiir  iv  c^xprimé  <!ii  fonction  de  s. 

L'équation  de  la  surface  clierclié«  résiillrra  do  l'éli- 
mination de  .1  entre  les  é<]ualions 

Ou  ne  peut  eflertuer  eclle  élimination  (|ue  dans  les 
cas  particuliers,  .'i  cause  de  iv  et  -3-1  qui  sont  des  fonc- 
tions de  s  dont  la  forme  dépend  de  la  surface  du  corps 
mobile  et  de  sa  position  par  rapport  à  la  droite  lixe;  sï 
l'on  connaît  la  foiicnon  (v  ^/{«)  et  la  quantité  h,  les 
lieux  relations 

permettent  d'cxpiïmer  tv  et,  par  suiti-,  -r-  <  en  foiictinii 
de  .*. 

tO.  Il  y  a  cependant  un  cas  partiouliei-  important  que 
nous  allons  montrer.  Supposons  que  l'on  ait  toujours 

k  étant  une  constante,  et  voyons  les  cas  dans  lesquels 
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cette  relation  peut  se  vérifier.  On  peut  l'ëcrii'e 


Intégrant  ut  indiquant  par  ^i  une  seconde  coi)stante. 
iious  avons 

k,s  =  /«■•  -  A». 

Élevant  au  carré  et  subslituant  à  s'  sa  valeur 

J>=  M'-t-W'— A', 

nous  obtenons 

(l5')  *J(((J^.  w'— /l')=  M»»—*'. 

Cette  équation  peut  s'écrire  en  coordonnées  carié- 
siennes  en  posant 

E1]l>  devient  alors 

et  comme  les  cociKicients  de  3'  t;l  (x'  +J'*)  sont  indé- 
pendants, on  voit  que  cette  équation  peut  représenlcr 
toute  quadrique  de  révolution  ayant  le  centre  au  point 
fixe  O,  et,  pour  ces  surfaces,  vaut  l'équation  (i3). 

Clicrclious  maintenant  la  surface  engendrée  par  l'axe 
de  révolution.  On  peut  remplacer  le  système  (i4)  par 
l'autre 

(■fi)  ^l 

La  première  de  ces  équations,  dans  notre  cas,  devient 
A*r*  =  Aj(A«  +  sy). 
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(  s,33  ) 
d'où  l'on  tire 
,     ^  A'r'-h', 

<">  "—ïiT 

En  outre,  puisque 


ds  '   ' 

alors  la  seconde  des  équations  (16)  prend  la  forme 

/■'AJt  =  Aay  -t-  ty*. 

Introduisant  l'expression  (17)  on  obtient,  après  quel- 
ques réductions,  l'équation 

<|8)  AUÎr'— AUîa^«— *»^«=o, 

qui  représente  un  cône  du  second  degré.  Donc  : 

Lorsqu'une  quadrique  de  révolution  est  mobile 
autour  de  son  centre  fixe,  et  roule  sans  glisser  sur 
une  droite  fixe,  l'axe  de  révolution  engendr»  un  cône 
du  second  degré. 

Les  axes  de  ce  cône  coïncident  évidemment  avec  les 
axes  des  coordonnées. 

Le  eâne  que  nous  avons  trouvé  peut  quelquefois  se 
réduire  à  un  plan  ou  à  un  couple  de  plans;  ce  cas  se 
présente,  par  exemple,  lorsque  *  =:  A,  En  elfet,  l'équa- 
tion trouvée  devient  alors 

*Î(J"-+-»')  =  J'» 


'\/ï\- 


et  représente,  comme  l'on  voit,  deux  plans  se  coupant 
suivant  l'axe  Ox.  Quelle  est  la  surface  correspondante 
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à  ci;  casP  L'équation  (c  5')  devient,  dans  ce  cas, 


(ao)  u«  =  («..-Ai) 


{r,-y 


Si  ^,  ■<  1,  l'équaiioii  (ij))  représente  deux  plans  réels 
ei  l'équation  (9o)ur  kyptuboloïde  à  deux  nappes  dont 
le  demi-axe  réel  est  h . 

Si  A'i>i,  nous  avons  un  ellipsoïde  de  révolution 
allongé  dont  le  demi-axe  de  révolution  est  h  et  le  demi- 
axe  équatoria)  est  hi/  i  —  jï  J  flans  ce  cas  nous  savons, 
a  priori,  que  le  mouvement  est  impossible  ;  cependant, 
l'équation  (19)  confirme  ce  fait,  car  elle  représente, 
pour  A^i  >^  I ,  deux  plans  imaginaires. 


[I8b] 

SUR  LES  NOMBRES  PRBII8RS; 

P«n  M.  [I.  LAURENT. 


Je  me  propose,  dans  ce  travail,  d'étudier  les  propriétés 
des  nombres  premiers,  en  me  plaçant  à  un  point  de  vue 
qui  ne  me  semble  pas  encore  avoir  été  envisagé.  Onne 
connaît  guère  qu'un  théorème,  celui  de  Wilson,  relatif 
aux  nombres  premiers  et  qui  distingue  ces  nombres  des 
autres  entiers.  Je  commencerai  par  démontrer  uu  tliéo- 
rèroe  que  je  crois  nouveau  et  qui  ne  semble  pas  décou- 
ler du  théorème  de  Wilson  : 

Si  l'on  considéra  le  produit 

'  (,_a,)  (,_;r')...(i-;p«-'), 
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i"  Il  se  réduit  à  «""'  si  n  est  premier  et  à  zéro  si  n 
est  composé  quand  on  y  remplîtes  x  par  une  racine 
imaginaire  de  x"  —  1  =  0; 

a"  Si  on  le  divise  par  — ^- ,  le  reste  est  o,  si  n  est 
composé,  ilestn''~^  si  n  est  premier; 

3"  Le  résidu  de 


relatif  aux  racines  de  x"  —  \^o  est  égala  —  n"   *. 

La  première  partie  du  tliéorèmu  est  presque  évident», 
car  si  n  est  composé  et  si  a.  désigne  une  racine  àc 
x" — 1  =  0,  cette  racine  sera  primitive  ou  ne  le  sera  pas  ; 
en  tout  cas  si  elle  l'est,  utiede  ses  puissances  ne  le  sera  pas, 
et  si  a' est  cette  puissance  (i  —  !»'){' —  *")-..(i  —  «"'"') 
sera  nul  et  Fa(ûc)  sera  nu).  Si  n  est  premier  toutes  les 
racines  a  de  j"  —  i  ^  o  sont  primitives,  toutes  les  lignes 
du  produit  V„{x)  sont  égales,  pour  x  =  x,  au  produit 

on  a  n  ;  en  sorte  que 


Pour  démontrer  la  seconde  partie  du  iliéorème  énoncé, 
j'observe  tjue,  Q(ir)  désignant  un  polynôme  entier, 
on  a 


I,  3],  ...,x„_i    désignant  les  racines  imaginaires  de 
"  —  1  ^  1 .  Si  n  est  composé,  on  a 
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et  F„  (a:)  est  divisible  par  (j:"  —  i)  ei,  a  fortiori^  par 
•  Si  n  est  premiei*, 

Or 

uroi»  <le  là 

Y  _°'_  _    _" L_ 

pour  le  porter  dans  {■),  et  nous  aurons 

OU 

F.(a:)  =  [Q(^)(3r-l)-/.'"-']Ç5f +  «"-'. 

c,  a,  F.  D. 

EnGii,  la  tix>i9ièine  partie  du  thvorcmti  se  dëuioulre 
en  observant  que  (on  ne  prend  pas  le  résidu  relatif  à 
X  =  i)  en  vertu  de  (i) 

C  a,,  _ ,  - 

Cela  posé,  je  considère  l'équation  (i }  et  j'y  remplace  x 
par  -)  elle  devient 

=  Q  I  -  1  ai  n  est  compose. 
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Prenons  encore   les    résidus   en   excluant  la  valeur 
jr  =  1,  nous  aurons 


OrL 


a  série 


1  est  premier, 


vst  évidemment  convergente  quand  x  n'est  pas  racine 
d'une  équalîonf-l  — i  =o;  et  le  résidu  de_/'(x)  re- 
latif à  une  couronne  circulaire  C  formée  de  deux  cercles 
concentriques  n  l'origine,  l'un  de  rayon  très  pelit, 
l'autre  de  rayon  R  compris  entre  n  et  /i  +  i ,  sera  égal  à 
la  totalité  des  nombres  premiers  compris  entre  o  et 
M+  1.  Plus  généralement,  si  l'on  pose 


.è[(5)--,],.- 


■  =/,(»■), 


et  si  pf ,  f)i,    . . .,  pu  désignent  les  nombres  premiers 
compris  n  l'intérieur  de  la  couronne  C,  on  aura 

En  faisant  grandir  R  indéfiniment,  on  pourra  calculer 
V  ~i  pour  tous  les  nombres  premiers. 
Enfin,  si  I'od  pose 

""=(-?J)(-^)-- 
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6(4)        .'-,(  + 

i^- 

»'(» 

'-'•i  r/i\ 

"      .1  _.    .  * 

—  x» 

Nous  avons  ainsi  le  mojeii  du  former  une  é<]uaiion 
admettant  pour  racines  tous  les  nombres  premiers  ei 
seulement  les  nombres  premiers. 

Le  tlii!orème  de  Wilsou  conduit  à  un  résultat  analogue 
en  observant  que 


est  un  potyuonie  entier  si  n  est  <'om|>osé  et  que  le  reste 
de  la  division  de  xl'f" —  i  par  x"  —  i  eslx"~*  —  i,  si 
X  est  un  nombre  premier. 

On  peut  trouver  plus  .lîmpleroent  le  nombre  des  en- 
tiers premiers  compris  entre  x«  et  X  comme  il  suit  : 

Le  produit 


0(jr)  = 


est  évidemment  convergent  quel  <]ue  soit  x;  car  le  fac- 
teur général  est  de  la  forme 


la  fonction  ^{x)  s'annule  pour  x^  n,  une  fois  si  nesi 
premier,  ol,  en  général,  plusieurs  fois  si  n  est  compos<^. 
en  sorte  que  ^.         nj-,  sans  devenir  inlînie,   n'a  plus 
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t  "39  ) 
pour  zéros  qiie  les  nombres  composes  : 


alors  pour  infinis  simples  les  nombres  composés,  et 


aura  jK>ur  léros  simples  les  nombres  composés  -,  enfin 

"■"•'\-SM-""^'-i\ 

aura  pour  induis  simples  les  nombres  prumiers. 

Or  on  sait  que,  si  la  fonction  y(x)  a  pour  infmis 
simples  h  nombres  compris  entre  x,  et  X, 


nu  -H  arc  lang/(X)  —  arc  tang/( 


les  arc  tang  étant  compris  entre et  -•  On   pourra 

donc  poser 

I     p^  f(x)dx 

E  désignant  un  nombre  toujours  facile  à  calculer  et 
moindre  que  l'unité.  Nous  appliquerons  cette  formule  k 
la  recherche  des  nombres  composés  en  nombre  c  com- 
pris entre  x„  cl  X;  alors 
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2)  (n  ""^  X  ~  ^)  "  ï('î  +^î^'+*î^'  +  -  ■  ■)■ 


.^-TtcotT:*+-=x[(,î-'Jl,)4-(ïî-2n)3^»  +  ..-I- 

Cellc  formule   n'a  liuu  que  si  |x{<i;  néanmoim, 
en  multîpltatit  ses  deux  membres  [lar 


ou  obtiendra  une  formule  vraîi:  pour  [  ^  |  >  i ,  les  deux 
membres  de  la  nouvelle  formule  élant  symétriques  dans 
toute  l'étendue  du  plan;  en  prenant  les  dérivées  des 
deux  membres  par  rapport  à  x  et  en  multipliant  par 
sin^nx,  on  obtiendra  encore  une  formule  valable  pour 
toutes  les  valeurs  de  x;  en  sorte  que  (i)  prendra  la 
forme 


h6tj'+.. 


-  dx, 


les  a  et  les  b  désignant  des  nombres  faciles  à  calculer  ;  oa 
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même  en  appelant  i^,  x,,  ...  <je  nouvelles  coiisUnl«s, 

C4-E=~    / dr 

ir  ,/^     «ja-'-H  x^x*  +. . . 

OU 


:l 


}  résiillc  de  lÂ  qu'il  cxisle  une  rouetic 


<l  r»'(» 


-[ôM— "'"  +  ij>"— 

qui  est  le  quotient  de  deux  foiiclions  syiiectiqucs,  et 
dont  l'intégrale  cntru  les  limites  jr-,  et  X  donne  à  une 
unité  prôs  le  nombre  des  entiers  composés  eompris  entre 
ces  limites,  et  l'on  a  le  dévtdoppemcnt  en  séiie  du  nu- 
mérateur et  du  dénominateur  de  «ji  (  x). 


CORRKSTONDANCE. 


L'abbé  iMalj:  —  Sur  la  question  1727.  —  Dans  le  numéro 
de.  février  des  Nouvelles  Annales,-  M.  Tzitzéica  résout  la 
question  1727,  que,  vers  i885  environ,  j'avais  adressée  au 
refiretlé  Ch.  Brissc. 

Je  n'ai  qu'à  féliciter  l'Auteur  pour  la  méthode  élégante  qu'il 
emploie  dans  les  paragraphes  i°  et  3°.  Mais  il  n'en  est  pas  ainsi 
de  a*.  M.  Tiitiéica  y  tombe  précisément  dans  la  faute  que  j'ai 
commise,  tout  le  premier,  en  attribuant  à  la  surface  F'  une 
aire  beaucoup  trop  simple.  En  elTel,  la  formule 


.(i'i±J!j)^571,- 
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dtlînit  l'aire  de  la  surface  F'  sphiricisée,  en  quelque  sorir, 
par  la  projection  de  se«  éléments  fuséirormes  succesçif'i 
sur  les  fuseaux  correspondants  des  spliëres  de  même  dia- 
mètre; el  comme  aux  points  homologues,  les  plaos  tangealt 
sont  tout  à  fait  dilFérenis,  sur  les  deux  surfaces,  l'expre^sinn 
clés  aires  n'est  pas  la  même  dans  les  deux. 

Vous  trouverez,  Monsieur,  dans  un  Mémoire  que  je  vau! 
adresse,  et  qui  date  de  1889,  la  correction  de  cette  inexacti- 
tude. Elfe  m'a  fourni  l'occasion  de  signaler,  à  celte  époque, 
trois  propriétés  principales  de  ces  surfaces,  artiJieielUmrnt 
construites,  si  l'on  veut,  que  j'ai  nommées  îles  hémicyelides. 
Les  résultats  simples  et  nullement  stériles  qu'elles  four- 
nissent, en  réalité,  me  semblent  letir  mériter  d'être  prises  « 

C'est  à  vous  de  décider  s'il  convient  d'attirer  l'attention  if 
vos  abonnés  sur  l'illusion  séduisante  que  la  question  ùf 
manque  pas  de  produire,  au  premier  aspect.  Cela  fournir) 
peut-être  à  un  amateur  l'occasion  de  chercher  l'expresslBn 
vraie  de  l'aire  de  F',  en  développant  la  formule  que  j'en  donnt 
dans  mon  Mémoire. 

A.  de  Saint-QermaJn.  —  Sur  ta  question  1727.  —  L'énoncf 
de  )a  question  1727  et  la  solutioti  de  M.  Tzitzéica  (février  iS8(|, 
p.  g5)  donnent  une  expression  simple,  malheureusement 
inexacte,  pour  l'aire  A  d'une  surface  F',  lieu  (suivant  les  nota- 
tions de  l'auteur;  des  centres  de  courbure  en  0  des  sectioas 
faites  dans  une  surface  F  par  tous  les  plans  qui  passent  en  0. 
Regardons  F'  comme  engendrée  par  une  demi- circonti- 
rencc  OMP  dont  le  diamètre  OP  est  dirigé  suivant  la  aor- 
maie  02  et  égal  au  rayon  de  courbure  R  de  la  section  faite 
dans  F  par  le  plan  OMP.  Au  fuseau  OMPP'M'O,  limité  par  li 
demi-circonférence  OMP  el  la  demi-circonfërence  infiniment 
voisine,  M.  Tzitzcica  substitue  un  fuseau  sphérique  égal 
à  {R*d6  et  en  déduit  facilement  A. 

La  substitution  n'est  pas  légitime,  comme  elle  le  sera  d)n< 
le  calcul  de  V. 

Pour  évaluer  A,  je  fais  ZOM  =  ç  et  j'ai,  pour  les  eiiot- 
donnèes  d'un  point  M. 
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(  M3) 
le  fonction  île  6  donnée  par  la  formule  U'iiukr.  Ou  a 


rfA  =  R  coso  de  dçl,/R>8in«7  -(-  (^)'co»*T- 

La  Géométrie  conduit  rapidement  au  même  réïiultat.  Pour 
avoir  le  fuseau  OMPP'M'O,  on  intègre  âe  0  =  0  à  <f=-  : 
l'intégrale  s'eiiprime  par  des  fonctions  élémentaires,  mais  n'est 
égale  à  ÎRIeA  que  si  -^  est  nul.  L'intégration  relative  i  0 
amènera  ensuite  des  fonctions  très  transcendantes. 


QUESTIONS. 


323(1860,  a34).  Soient  r„  a-,,  ar,,  .. .,  x„  les  lacincs  d'u 
équation 

que  nous  écrivons  sous  la  forme  mainienant  bien  connue 
(«..  <■.,-. o.)(i,i)--o; 

*-  =  '■•     Zi 71^) 

OÙ/'  est  la  dérivée  de/;  démontrer  que  la  forme 

(Ao,  A,,A„  ...,A,„-i)(x,yy-<' 
est  un  covariant  de  la  forme 

(a„a„ff, «-,)(A^)"- 

(MlOititEL  ROBERTS.  } 
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528.  (1860,347)'  —  l'C  nombre  figuré  par  1131  ne  peut  être 
un  carré  parrait  dans  aucun  système  de  numération.  , 

(Rouchb). 

S46.  (1860,  4oj).  —  Étant  donnée  une  conique  A,  trouver 
les  transformations  qui  la  changent  en  une  conique  B,  de  telle 
sorte  que  les  normales  à  la  conique  A  restent  par  la  iransfor- 
matiou  normales  à  la  conique  B.  Même  question  pour  les  sur- 
races.  (Laccebie-Vbult). 

549.  (1860,  jo5).  —  Le  lieu  des  foyera  des  coniques  inscritu 
dans  un  quadrilatère  est  une  courbe  du  troisième  ordre,  qni 
passe,  comme  on  sait,  par  les  six  sommets  du  quadrilatère 
complet;  mais  elle  passe  aussi  par  les  piedt  des  hauteurs  du 
triangle  déterminé  par  les  trois  diagonales  du  quadrilatère, 
et  comme  elle  passe  d'ailleurs  par  les  deux  points  situés  à 
l'injini  sur  un  eercle,  cette  courbe  doit  occuper  parmi  tes 
courbes  du  troisième  ordre  le  même  rang  que  le  cercle  dans 
les  coniques;  ainsi  elle  a  comme  le  cercle  un  double  foj-er. 

(F.\llllE). 

1822.  Étant  donnée  une  conique  C  de  foyers  F  et  F',  on 
considère  une  parabole  P  de  foyer  F  dont  la  directrice  S  pasK 
par  F'.  Soit  i,  la  directrice  de  la  conique  C  correspondant  au 
foyer  F.  Démontrer  que  les  tangentes  communes  à  la  conique  C 
et  à  la  parabole  P  touchent  ces  courbes  aux  points  OÙ  elles 
sont  rencontrées  respectivement  par  les  doites  S  et  À  {'). 

(M.  d'Ocagmb.) 

1823.  Deux  coniques  C  et  d  ont  en  commun  le  foyer  F  au- 
quel correpondent  pour  chacune  d'elles  les  directrices  À  el  A| 
qui  se  coupent  au  point  D.  Démontrer  que  les  tangentes  com- 
munes à  ces  coniques  passent  par  le  point  de  rencontre  de  1) 
droite  qui  joint  les  deux  autres  foyers  F'  et  F,  et  de  la  per- 
pendiculaire élevée  en  F  à  la  droite  FD.     (M.  d'Ocagnb.) 

('}  Les  théorèmes  qui  font  l'objet  de  cette  question  et  de  1i  sni- 
lante  ont  été  obtenus  par  l'auteur  par  voie  de  transformation  géo- 
métrique (A'.  A.,  3*  série,  t.  XIV,  p-  369).  On  en  demande  ici,  i 
»,  des  démons  ira  tions  directes.  (N.  D.  L,  R.)- 
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BiniÉMB  fiONCeUIS  lis  •>  NOUYBLLRS  ANNALES  » 
POUR  1899. 

Sqjet. 

L'équation  d'un  cercle  rapporté  à  deux  axes 
rectangulaires,  situés  dans  son  plan,  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

(l)  «,*■,+  Uijr,+  U,J-,-4-  KtXt=0, 

en  posant 


de  sorte  que  les  variables  a^,,  x-t,  x^,  x^  satisfont 
à  la  relation 


On  peut  appeler  les  quatre  quantités  u„  U3,  u,, 
u,  les  coordonnées  du  cercle,  et  l'on  peut  dire: 
1°  que  toute  relation  homogène  entre  ces  quatre 
quantités  définit  un  réseau  de  cercles;  2."  que 
deux  relations  homogènes  définissent  une  série 
de  cercles;  3°  que  trois  relations  homogènes 
définissent  un  système  de  cercles.  On  peut  classer 
(es  réseaux  et  les  séries  de  cercles  d'après  les 
degrés  des  équations  qui  les  définissent. 

I.  Interpréter,  en  Géométrie  à  trois  dimen- 
sions, les  équations  (()  et  (2),  qui  définissent  le 
cercle,  et  les  formules  (3),  qui  conduisent  à  cette 

Ann.de  tfa(ft«>no(.,  3- série,  l.  XVIll.  (Juin  1899.)  16 
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définition.  En  déduire  hs  propriétés  des  réseaiiJ: 
et  des  séries  linéaires  de  cercles. 

II.  Etudier  en  particulier  et  aussi  complètc- 
mcnt  que  possible,  les  propriétés  des  réseaux  qua- 
dratiques, c'est-à-dire  des  réseaux  définis  par 
une  équation  homogène  et  du  second  degré 
en  H,,  Ui,  «„  Uf.  Rapprocher  ces  propriétés  df 
celles  des  surfaces  du  second  ordre. 

III.  Montrer  comment  l'élude  des  systèmes  dr 
cercles  faite  d'après  cet  ordre  d'idées  permet  dr 
construire  un  cercle  tangent  à  trois  cercles  don- 
nés par  une  méthode  différente  de  la  célèbre  mé- 
thode de  (iergonne. 

Conditions. 

Le  concours  uat  ouvert  exclusivement  aux  abomiéi 
(les  Nouvelles  ytnnales  de  Mathèmaiiques . 

Le  meilleur  Mémoire  envoA'é  en  réponse  au  siijrt 
proposé  donnera  droit,  au  profit  de  l'auteur  : 

i"  A  un  crédit  de  loo*^''  d'Ouvrapcs  à  choisir  daus  !'■ 
catalogue  de  M.  Gautltier-Villars; 
a"  A  la  publication  du  Mémoire; 
3'*  A  un  tirage  n  pari  gi-atuit  de  lou  exemplaires. 

Les  nianusci-îts  devront  <^Lre  parvenus  A  la  rédaction 
AVANT  1.E  i5  NOVEMDRf:  i8ç)9,  terinc  d'absolue  rigueur. 

Les  auteurs  pourront,  à  leur  gré,  se  faire  iuimédialr- 
nieut  connaître,  ou  garder  provisoirement  l'anourme. 
Dans  ce  dernier  cas,  le  Mémoire  portera  un  signe,  une 
devise  ou  un  numéro  d'ordre  arbitraire,  et  sera  accom- 
pagné d'un  pli  cacbeLé  renfermant,  avec  la  même  indica- 
tion, le  nom  et  l'adresse  di-  l'auteur  et  la  justilieatioti 
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de  sa  qualité  d'abonné.  Les  [ilis  caclieics  en  question  ne 
seront  ouverts  par  la  Rédaction  qu'à  partir  du  i5  no- 
vembre et  après  le  jugement  prononcé. 

Aucune  limite  n'est  fixée  quant  à  l'étendue  des  Mé- 
moires; mais,  n  mérite  égal,  les  plus  concis  seraient  pré- 
férés par  les  jugesdu  Concours.  Chacun  comprendra  du 
reste  que  l'insertion  d'un  travail  trop  étendu  serait  ma- 
tériellement impossible. 

Le  jugement  du  Concours  sera  prononcé  avant  le 
i5  décembre  1899,  et  le  résultat  en  sera,  sans  retard, 
publié  dans  le  journal. 

La  Rédaction,  et  les  Juges  du  Concours  qui  se  seront 
associés  à  elle,  se  réservent  la  faculté  : 

1°  De  partager  les  récompenses  ci-dessus  mention- 
nées, au  cas  tout  à  fait  exceptionnel  où  deux  Mémoires 
y  auraient  droit  avec  un  égal  mérite; 

1°  De  ne  pas  attribuer  de  récompenses  si,  parmi  les 
Mémoires  envoyés,  aucun  ne  semblait  en  être  digne. 
Dans  ce  dernier  cas,  les  avantages  stipulés  seraient  re- 
portés sur  un  Concours  ultérieur,  et  l'annonce  en  serait 
faite  dans  le  journal  en  temps  utile. 

L'auteurdu  Mémoire  récompensé  sera  immédiatement 
avisé  par  la  Rédaction  et  voudra  bien  faire  immédiate- 
ment connaître  s'il  désire  que  la  publication  de  son  Tra- 
vail ait  lieu  sous  son  nom,  ou  sous  forme  anonyme.  Son 
silence  serait  interprété  comme  une  autorisation  de  pu- 
blier le  nom. 

Les  RÉDAcTEuns. 
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[B12c]  [K9a] 

APPLICATIONS  DES  MÉTHODES  DE  GRiSSMANK (') ; 
VBCT81IRS  DANS  LB  PUTi;  DÉFINITIOKS,  PBOPRIRTiS; 

Par  m.  F.  CASPARY. 


1.  Notions  préliminaires.  —  Soient  A,  B,  C  trois 
poinls  quelconques;  les  différences  C  —  B,  A — C. 
B — A  représentent  alors  (voir  Nouvelles  Annales, 
t.  XVII,  p.  391,  1898;  définition  4°)  des  vecteurs  dans 
le  plan  A,  B,  C,  définis  en  grandeur,  sens  et  direction. 

Dans  ce  Mémoire,  je  ne  m'occupe  que  des  vecteurs 
dans  le  plan.  Pour  les  désigner,  j'emploierai  dès  lors  les 
mitinscules  de  l'alpliabel  latin  en  caractères  ^ras;  con- 
séquemment  je  pose 


C) 


Quant  à  la  grandeur  (longueur)  des  vecteurs,  j'em- 
ploie, pour  la  désigner,  les  minuscules  de  l'alphabet 
latin  en  caractères  romains,  de  façon  que  les  longueurs 
des  vecteurs  a,  b,  C  sont  désignées  par  a,  b,  c.  Par 
conséquent,  les  caractères  a,  b,  c  représentent  les 
côtés  BC,  CA,  AB  du  triangle  ABC  {fig.  i). 

Comme  les  vecteurs  sont  définis  en  grandeur,  sens  et 
direction,  ils  peuvent  être  transportés,  dans  le  plan, 
parallèlement  à  eux-mêmes.  De  là  résulte  que  le  vec- 
teur a,  défini  jusqu'à  présent  par  C —  B,  représente 
aussi  chaque  vecteur  du  plan,  ayant  la  longueur  a,  étaDl 

(■)  Voir  Nouvellet  Annales,  l.  \VI[,  p.  3K9;  iBgS. 
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parallèle  à  a  et  de  même  sens  que  a.  En  désigiiani  uti 
vecteur  qui  possède  ces  trois  propriétés  par  a',  on 
aura  a'=  a.  Réciproquement  l'égalité  a'=^a  exprime 
que  les  deux  vecteurs  a'  et  a  sont  parallèles,  de  mémo 
longueur  et  de  même  sens.  De  plus,  l'égaillé  a' :=  —  a 
eipi'ime  que  les  deux  vecteurs  a'  et  a  sont  parallèles,  de 

Fig.   I.  Fig,  liw. 


>- 


même  loi^uoar,  niais  de  sens  opposé.  Enfin  l'égalité' 
a'  ^=  Xa  exprime  que  les  deux  vecteurs  a'  et  a  sont  pa- 
rallèles, que  leurs  longueurs  a'  et  a  sont  dam  le  rap- 
port X  :  I ,  et  que  leur  sens  est  le  même  ou  opposé,  sui- 
vant que  y.  est  positif  ou  négatif. 

Pour  désigner,  dans  les  figures  (diagrammes),  le  sens 
d'un  vecteur,  j'emploierai  une  Jlèche  dont  la  pointe 
marque  la  direction  positive. 

Comme  les  vecteurs  peuvent  être  transportés  paral- 
lèlement à  eux-mêmes,  à  un  diagramme  quelconque 
correspond  un  autre  diagramme,  où  les  vecteurs  sont 
issus  d'un  même  point  O.  Je  donne  à  ce  point  O  le  nom 
de  p6ît<,  et  j'appelle  conséquemment  le  diagramnte  cor- 
respondant rfiag/'n/n/nejDo/aiV'e.  Le  diagramme  polaire  ■ 
met  en  évidence  les  relations  angulaires,  si  l'on  fixe 
encore  un  sens  de  rotation.  Dans  les  articles  suivants, 
j'emploierai  comme  sens  de  rotation  le  sens  opposé  à 
celui  des  aiguilles  d'une  montre. 

Ceci  établi,  j'appelle  angle  formé  par  les  vecteurs  a 
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(  "O) 
et  b  l'angle  que  la  direction  positive  du  vecteur  a  doit 
décrire,  dans  le  sens  de  rotation  fixé,  pour  coïncider 
avec  la  direction  positive  du  vecteur  b-  Comme  les 
directions  positives  des  vecteurs  sont  marquées  par  les 
pointes  des  flèches,  on  peut  aussi  dire  que  l'angle 
formé  par  les  vecteurs  a  el  b  est  celui  que  ta  pointe  de 
la  Jlcche  de  a  doit  décrire,  dans  le  sens  de  rotation 
fixé,  pour  coïncider  avec  la  pointe  de  la  flèche  de  b. 

Je  désignerai,  dès  Jors,  l'angle  formé  par  les  ver- 
leurs  a  e(  b  par  {a,  b). 

Pour  illustrcf  les  notions  que  je  viens  d'établir,  jVu- 
visage  te  triangle  ABC  Lafig.  i  montre  oc  triangle  et 
les  vecteurs  a,  b,  C,  définis  par  les  égalités  (i),  avec 
leurs  flèches.  En  menant  par  le  point  O  trois  vecteurs, 
respectivement  =  a,  b,  C,  on  obtient  le  diagramme  po- 
laire (y(«'.  ibis)Aa  triangle  \\iC  (fig.  i).  Ce  diagramme 
polaire  met  en  évidence  que  la  somme  des  angles  (b,  C), 
(o,  a),  (a,  b)  est  égale  à  an  ou  à  quatre  angles  droits. 


De  plus  ce  diagrar 

nme  polaire  met  en  évidence  que 

1    (b,C)  =  T-ï. 

(0 

Jîc,a)  =  ^-?, 

(  (a,b)=T:--f. 

où  a,  p,  i"  sont  les 

angles  intérieurs  du  triangle  ABC 

dont  la  somme  est 

égale  à  r,. 

2.   Définition  des  produits  extérieur  et  intérieur  de 
deux  vecteurs  a,  b- 

Si  l'on   désigne  par  a,  b  les    longueurs  des   vec- 
teurs a,  b  : 

1°  Le  produit  extérieur  des  vecteurs  a,  b,  repré- 
senté par  [ah],  est  défini  par  l'égalité 
[ab]=absin(a.b); 

a"  Le  produit  intérieur  des  vecteurs  a,  b,  repré- 
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.ïffH/e /)(?/■  [a  I  bj,  e.il  défini  pai  l'égaillé 
[aIb]=abcos(a,b). 
Si  le  vecteur  b  esl  parallèle  au  vecteur  a,  et  tout  par- 
ticulièrement si  b  coïncide  avec  a,  onab  =  a;b  =  a; 

siH{a,  a)  =  o;  cos(a,  a)  — -h  i- 

Par  constkgueni,  ou  lire  des  dé6iiilions  i"  et  a", 

\  la  a]=". 

Eu  désiguaiit,  de  plus,  par  l'exposant  {  la  racine 
carrée,  prise  avec  le  signe  positif,  ou  obtient 

fi)  a=[a|ai' 

et  l'on  voit  ifutt  la  longueur  a  d'un  vecteur  a  est  déter- 
minée par  ta  racine  carrée,  prise  avec  le  signe  positif, 
du  produit  intérieur  [a|  a]. 

Comme  d'après  la  défîuilion  de  l'angle  (a,  b), 
l'angle  (b,  a)  est  égal  n  si:  — (a,  b),  des  définitions  i" 
et  a"  dérivent  encore  les  formules 

((abl  =  -[b«|. 

IU|b]=     Iblal. 
d'où  résultent  les  théorèmes  : 

I.  Si  l'on  change  daits  un  produit  extérieur  de  deux 
vecteurs  l'ordre  des  vecteurs,  le  produit  extérieur 
change  de  signe. 

II.  Si  l'on  change  dans  un  produit  intérieur  de 
deux  vecteurs  l'ordre  des  vecteurs,  lu  produit  inté- 
rieur reste  invariable. 

Comme  les  expressions  [ab]  et[a|b]  sont  appelées 
produits  extérieur  et  intérieur,  j'appelle  encore  les 
algorithmes  qui  lient  a  à  b  multiplications  extérieure 
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et  intérieure   et  Je  dis  qne  dans   les    produits  [ab] 
et  [a|bj  les  deux  vecteurs  sont  multipliés,  l'un  par 
l'autre,  extérieurement  et  intérieurement. 

3.  Somme  et  différence  de  deux  vecteurs.  Somme 
algébrique  de  vecteurs  quelconques.  Théorèmes. 

Soient  pt  et  Pi  deux  vecteurs  quelconques.  Comme 

Fig.  t.  Fig.  ï  bi3. 


P,-P.^p,  +  p,=  î(M  — O)=R-0. 

les  vecteurs  peuvent  être  transportés,  parallèlement  » 
eux-mêmes,  on  peut  les  porter  bout  à  bout  {fig.  a)eL 
poser 

1  p,=  P,-P,, 
d'où  suit 

Pi  +  p.^P.-H.. 

Comme  le  vecteur  —  p»  {fig.  3)  représente  le  vec- 
teur parallèle  à  pj,  de  même  longueur  que  pj,  mais  àe 
sens  opposé,  ou  a  : 

III.  Pour  construire  la  somme  {différence)  dedeiix 
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vecteurs  quelconques  pi  et  pj,  on  mène  par  un  point 
quelconque  P^  le  vecteur  P,  —  P,,  égal  à  p,,  et  par  le 
point  P,  le  vecteur  Pj  —  P,,  égal  à  pj  (à  — pj);   le 

Fig.  3.  Fig.  3  Au. 


vecteur  Pj — Po    représentera  la  somme  {différence) 
4es  deux  vecteurs  p,  e(pj. 

Plus  généralement  soient  PMPti--->Pn  n  vecteurs 
quelconques  ;  leur  somme  algébrique 

i,pi-4-t,p,+...+  E„p,        (si,ei,  ...,t„  =  ±i), 

devient,  si  l'on  pose  : 


(6) 


[pi  =  H(P.- 
)  Pi  =  ti(Pi 


■Po). 
Pi), 


=«(P»- 


-.). 


^gale  à  Pn —  Pi.  Donc 

IV.  Pour  construire  la  somme  algébrique 

irPi  +  îîPi+.-+^i.P/.        («i.  e ,*,  =  ±i), 
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des  veclcius  i/uelcoaifutts  PhPd  -  ■ .,  Pn,  on  mène  par 
un  fwint  qnelconqne    P^    le    uecteur    P,  —  P,  =  f,pi, 

Fig.  4,  Fig.  4tû. 


-P,=  p,--Pj-|-Pjr^  3(M— O)--'^  l<  -■ 


c'cst-h-ilire  parallèle  à  p,,  du  même  longueur  que  p, 
et  de  même  sens  on  de  sens  opposé,  suivant  que  g,  est 
positif  ou  négatifs  par  le  point  P,  on  mène  le  vec- 
teur Pa  —  Pi  =  ï2Pa)  etc.  En  continuant  celte  con- 
struction jusqu'au  dernier  vecteur  P„  —  PH_t^e«p«, 
le  vecteur  P„  -—  Po  représentera  la  somme  algé- 
brique £.pi  +  £ap2H----~t-a«Pff- 

Si  le  point  P„  coïncide  avec  lu  point  P„,  la  diffé- 
rence P„ — P„  est  égale  à  o;  dans  ce  cas  le  poly- 
gone P,,Pî, ...,  P„  se  ferme.  Donc 


V.   La  formule 


exprime  que  les  vecteurs  Pi,  Pai  ■    -jPn  peuvent  for- 
mer un  polygone  fermé. 

Dans  le  cas  oii  n  ^  3,  ce  ihéorèine  esl  représenté  par 
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la  funimle 

(7)  a  +  b-)-c  =  o, 

([ui  résulte  dos  funiiules  (i)  cl  exprime  <)ue  l'on  peut 
former  uii  triangle  avec  les  vecteurs  a,  b,  C.  Donc 

V| .    Si  trois  vecteurs  a,  b,  C  sont  Ués  par  la  relation 
a  -I-  b  +  O  =:  o,  on  petit  en  former  un  triangle. 
Fig.  3.  Fig,  5*M. 


Les  /Ig.  2,  3)  4i  5,  G  uionti'ciit,  dans  le  cas  de  deux, 
trois,  quatre  ou  cinq  vecteurs,  la  construction  du  lu 
somme  algébrique,  établie  en  IV. 

On  a,  dans  \ajig.  a,  ?=-!>„  =  p,  +p,;  dans  U/g.  3, 
P:i— Po=p,  — Pï;danslayij.4,l>3— Pb=P,  — p,4-p,; 
dans  la  Jîg.  5,  P»  —  Pii  =  pi  —  pi  — pi  —  pi  ;  dans  la 
fig,  6,  Ps  —  P,  =  p,  +  p,  —  p,  +  p,  —  Pj. 

A  la  construcliou  polygonale  IV"  qui  est  connue  cor- 
respond ] a  construction  polaire  de  la  somme  algébrique 


l'je  crois  nouvelle. 
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Ea  c'ITet,  au  lieu  de  porter  )t;s  vecteurs  pi,  p^,  ...,pa 
bout  à  bout,  on  peut  prendre  un  point  quelcontjitti  O 
comme  origine  commune.  Alors  ou  peut  poser 


(P,  =  ..(A 

-0), 

("">          ":.':.'■"'.' 

-0), 

(  P.  =  >.(A 

-0). 

En    formant  l'expression 

t,P,  +  !,P.+ 

on  obtient 

SiPi  +  îtP»  +  .---t-î 

p.=  n(M_0) 

oii  le  point  M,  défini  par 

«M  =  A|-+-.\,-+- h  A„, 

est  le  point  moyen  des  points  A,,  Aj, . ..,  A„  dont  I» 
construction  dérive  immédiatement  des  défîuitîous  i° 
et  a"  du  premier  article  (voir  Nouvelles  Annales. 
t.  XVil,  1898,  théorèmes  If,  p.  394,  et  XIIÏ,  p.  4o4). 
Donc 

IV  bu.   Four  conslnnre  la  somme  algébrique 

tipi-t-ejp,-4-.-.-i-E„p„        (El,  Si.  ...,e„=±i) 

des  vecteurs  Pi,  Pai  ■■  -1  y»,  on  mène  par  un  pôle  (juel- 
conque  O  les  vecteurs 

A,  — 0=E,p„  A,— 0  =  E,p„  ...,  Ab— 0=E„p„ 
c'est-à-dire  parallèles  respectivement  ^  Pi,p2,  ---iPb, 
de  même  longueur  que  Pi,  Pu  -«-i  Pn  «'  de  même  sens 
ou  de  sens  opposé,  suivant  que  «oEi,  . . .,  Sh  sont  posi- 
tifs ou  négatifs.  On  construit  alors  le  point  moyen  M 
des  points  K, ,  \t,  ...,  \,„  défni  par 
nM  =A,-(-A,  +  ..,+  A,; 
le  vecteur  M  —  O,  pris  n  fois,  représentera  la  somme 
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algébritfue 

ïiPi+eipi  +  ...-t-î/FPn="(M  — 0)  =  R  — O. 

Dans  les  ligures  polaires  -ubis,  Zbis,  ^bis,  5 bis, 
6 bis  le  point  moyen  M  est  construilpourn^2,  3,4,5. 
Le  point  M  est  :  pour  n  ^  2,  le  milieu  du  segment  A,  A3 
{_fig-  2  bis  tiijig.  ibis);  pour  »  =z  3,  le  ccnlrede  gra- 
vité (lu  triangle  A(AjA,  (/tg-  4^");  pour  n=4,  1»^ 
milieu  du  segment  qui  joint  les  milieux  de  deux  côtés 
opposés  du  ({uadrilatère  AfA^AjA,  {Jtg.abis);  pour 
n  ^  5,  le  point  d'intersection  des  droites  A jMf,  M/  étant 
le  )>oint  moyen  du  quadrilatère  hii\ih„,h.„\  i,  k,  l,  m, 
n=^i,  2,3,4,5(yî^.  6  ii'.ï).  Pour  un  n  quelconque,  le  point 
moyen  est  le  point  d'intersection  des  droites  A/M,-,  Mf 
élaiitlc  point  moyen  du  polygone  A,  Aa...A,_,A/^,...Afl, 
1^1,  a, .,.,  n. 

Le  vecteur  R  —  O,  dans  les  Jig.  a  bis  et  3  bis;  4  bis; 
5  èw ;  6 1»  égal  r'espectivementà3(M  —  0)i3{M  —  O); 
4(M— 0);5(M  — O)  représente  p,  +  pî  (  Ag^.  a6«); 
P.  — Pi,  CAfi--  3iw);  p.  — Pa-Hp,  {/tg.  4  6w)i 
Pi  — Ps  — P.— P4  {Jig.^bis);  p,  +  Pj  —  pa  +  p,— p» 
{Jig.  6  bis),  et  l'on  voit  que  ce  vecteur  R  —  O  est  paral- 
lèle et  égal  au  vecteur  correspondant  P^  —  P„  ;  P,  —  Pj  ^ 
P,  —  P»;Ps —  Po  <î*s  figures  polygonales  2  et  3,  4,  5,  6 


aqu 


il  a  lemèrae  sens. 


i.  T/téàrème  fondamental,  relatif  à  trois  vecteurs 
quelconques.  —  D'après  le  théorème  V,,  entre  trois 
vecteurs  a,  b,  C  formant  un  triangle  existe  la  rela- 
tion a  -J-  b  -f-  C  =  o.  Ce  lliéorème  n'est  qu'un  cas  par- 
ticulierdu  théorème  suivant  : 

VI.  Entre  trois  vecteurs  quelconques  A,,  &i,  a^, 
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fixisin  toujours  iiiin  relation  linéaire  de  la  forme 

a,a,+  a:,a,  +  a,aj  =  o, 
*ii  *ii  ttj  étant  des  coej^cients  positifs  ou  négatifs. 

t'ig.  C.  Fig.  6  6«. 


Pour  démonircr  ce  lliûoi-ème,  je  fais  remartjimr  quelei 
vecteurs  3,  a, ,  K,ai,  s,  as  pourront  toujours  être  (rdiis- 
portés  parallèlement  à  eux-niâmes,  de  façon  à  former 
un  triangle  A,  Aj  Aj.  Comme  le»  vecleurs  A^  —  A;. 
A,  —  AjjAa— A|   sont  parallèles  ri-spectivemeiil  ;i  81- 

}  A,— A,  =  a,a,. 


Suivant  c]uc  A.,-   \,,  A,— A,.A,■ 
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siriis  que  at,  A-i-,  ^3  ou  de  sens  opposé,  It-s  coeHîciiMits  a,, 
%3, 3]  seront  posilifs  ou  négatifs  et,  quaiiL  à  leurs  valL'urs 
iiumériqups,  ci's  eoeffieients  représentent  les  rapports 
A^  A]  :a,,  A 3  A,  :  ai.  A,  Ag  las;  â,,  ai,aj  étant  les  lon- 
gueurs des  vectvurs  ai,  a^,  aj.  En  ajoutant  les  formules 
préeedentes,  le  théorème  VI  est  démontré. 

On  peut  aussi  donner  à  ce  théorème  l'énoneé  suivant  : 

VII.  Chaque  vecteur  s' exprime  d^ une  façon  linéaire 
jiar  deiLX  vecteurs  quelconques. 

5.  Conséquences  du  théorème  VI.  —  De  la  relation 
linéaire 

aiai-l-aia,H-a3aj  =  i) 

<|iii  existe  entre  trois  vecteurs  (juetcoïKjucs,  on  peut  dé- 
duire des  conséquences  aussi  importantes  que  simples. 
En  ellet,  si  l'on  multiplie  la  relation 


extérieurement  par  ai ,  a3%  As,  on  obtient 

I  asfajajj  — a,[aia,]  =  o, 
(  ajaia,)  — a,[a,a,]  =  «, 
d'où  suit 

ai  :  Kl  :  aj^Jaiaj]  :  [as a,]  :  [a, ai]. 

Par  conséquent,  on  a  identiquement 

<x>  [aia]lai-t-[aiai]at-<-ta[ai]a]=^  u. 

Par  multiplication  extérieure  et  intérieure ,  on  en  tire, 
a,  étant  un  vecteur  quelconque, 
'!>)     |a,aij[a,  ai]-i- [ajai]|ai  aij -i-[a,ai]laj  avj  =o, 
M")    la,a,l[ai!a4)-(-Ia,a,]iai!av|-i'[aia,Ha,|ai|  =  <>. 

De  même,  si  l'on  multiplie  ititérieurcment  la  relation 
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d'où  s 
(II) 


1ai[a,la,]  +  iïi|a,|ail-Hai[a,|ai]  = 
ai[a,la,l  +  a,[at|a,]-t-Bji;a,ja,l  = 
a,[a,[a,l-i-ai[ailai]-+-a,(aila)]  = 

I  [aila,]    [a,|a,|    [ai|a,j  I 

[ai|a,]    [a,[a,]    la,|ai]     =o 
I  [&i\Aa]    [aila,]    [a^la,]  j 


(la) 


î  — aî[a,|a,]*— aî[aïiai]' 

-aî[ai|a,]'-)-*[at|a,](a,|a,][a,ia,]  = 


6.  Expression  d'un  vecteur  au  moyen  des  deux 
vecteurs  unitaires  Oi  et  ej.  Nouvelles  expressions  des 
produits  extérieur  et  intérieur  de  deux  vecteurs.  — 
Soient  (Jig-  7)  A  un  point  de  coordonnées  a,  et  Sj  par 

F'e-  7- 


rapport  à  deux  axes  rectangulaires  d'oi-îgine  E;  ei,^> 
deux  vecteurs  de  longueur  égale  â  l'unité  positive  ei 
dont  les  directions  positives  sont  parallèles  auxdirec 
lions  positives  des  axes.  J'appelle  ces  vecteurs  61,  fli 
vecteurs  unitaires. 
Alors  on  a 

A  -K  =  (A,— K)  +  (A- A,j. 
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(  A  —  A[  =  atOi, 
I  obtient,  eti  posant  A  —  F.  =:  a, 


VUI.  Le  vecteur  a,  doit  les  projections  sur  daux  axes 
rectangulaires  sont  a,  et  aj,  s'exprime  par  l'ègalilé 
(i3)  a  =  a,ei-<- a,e], 

où  Oi  et  O]  sont  les  deux  vecteurs  unitaires. 

D'après  ces  défini  lions  et  les  déiînitions  générales  du 
n"  'i,  les  vecteurs  ei ,  ©3  sont  soumis  aux  conditions 

(ti)         [61  e,]=  o,        [ei  e,]  =  o,        [e,  e,]  =  l; 
Ci)        [e,l6,]=i,        [e,|6.j=.,        [eileO^"- 
Soit  un  autre  vecteur 

b  =  b|ei+  bifii- 

Si  l'on  multiplie  les  deux  vecteurs  a  et  b  en  tenant 
coni|ilc  des  conditions  (14)  ou  (i5),  oti  obtient  deux 
ex|>ressions  dillei'cntes,  savoir 

a,b| — aib|     et     aib|-i-aibt. 

Je  vais  démontrer  que  ces  expressions  sont  précisé- 
ment égales  à  [ab]  et  [a|b],  de  façon  que  l'on  a 
(i6)  [ab]=  a,b,  — aib,. 

(17)  [alb]=a,b,^a,b,. 

En  clfet,  d'apiés  \n  Jîg.  8,  on  a 

i  a,=  acos(e„a),         b,  =  bcos(e„b), 
"    '  I  u,=  asin(e,.a),        b,  =  b  sin(a,,  b). 

An->.  de  Malhcmal..  ,1-  lorie,  t.   XVIII,  (Juin  iHiii],)  1" 


b,  Google 


(    302    ) 

d'où  il  suit 

(  ii,hï— a,b.  =  ab  ita  i(e,,  b)-(6„  a)i  =  ab  sin{a,  b)  =  [ab], 

I  a,b,+  a,b,  =  abcos|(e,,b)— (e,.a)i  =  abcos{a,b)  =  [ab]. 

Il  est  bon  de  retiiarquer  ijue  l'on  n'a  pas  besoiu  Je 
iigure  pour  établir  les  égalités  (r8).  Ces  égalités  se 
déduisent  immédiatement  si  l'uu  multiplie  estérîeure- 
ment  et  intérieurement  par  Oi  les  expressions 

I  a=  aiei+  a,ei, 

(  b  =  b,ei-i-biei. 

De  cette  manière,  on  obtiendrait  par  exemple 

[e,|al  =  a,[ei!e,]+a,[e,|ei] 

acos(e„a)  =  a„ 

et  de  même  les  autres  relations  (i8)  {'). 

Jtemart/ue.  —  Entre  les  expressions  des  vecteurs  rt 
di!S  points  il  y  a  une  liaison  étroite.  Si  l'un  donne  à 
l'expression  (i3)  du  vecteur  a 

A  — E  =  a,ei+  a, 6) 
la  forme 

(19)  A  =  E  +  a,e, -(-a,e„ 

on  a 

IX,  Le  point  A,  dont  a^  a,  sont  les  coordonnées  par 
rapport  à   deux  axes  rectangulaires,  s'exprime  par 


(<)  Les  ideatités  qui  se  présenlenl  parfois  dans  les  problèmes  Id 
plus  élémentaires  do  la  Géométrie  prennent  souvent  une  importance 
considérable  dans  les  problèmes  élevés  de  l'Analyse.  Ainsi  les  iife»- 
tiléï  obtenues  par  la  substitulion  des  formules  (16)  et  (17  )  dans  li^ 
identités  (g)  et  (10)  m'ont  permis  d'établir  des  relations  importanlo 
pour  la  théorie  des  fonctions  thêta.  (Voir  Matlt.  Ânn.,  l,  XXM", 
p.  .'n|î,  et  Journal  JUr  die  reine  und  angewandle  Afalhemalit. 
t.  \CVI,  |).   183  fi  ii\;  t.  XCVII.  p.  1(0)- 
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(rg)  A  =  E-(-aie]-i-aie,, 

où  E  est  un  point  quelcom/ue  vt  6,,  e^  sont  les  deux 
vecteurs  unitaires  dont  les  directions  positives  sont 
parallèles  aux  directions  positives  des  axes. 

Daos  l'article  suivant,  je  ferai  usage  de  cette  eupres- 
sioii  grassiiiaauîeuuc  du  point  A. 

7.   Complément  d'un  vt^cteur.  —  Pour  i-éuuîr  dans 
cet  article  toutes  les  notions  nécessaires  aux  applications 
des  vecteurs,  je  vais  encore  déûnir  le  complément  d'un 
quelconque;   si  l'on  fait 


vecteur.  Soit  m  un  ' 

tourner  le  vecteur  m  d'un  angle  droit  dans  le  sens  de 
rotation  Jixé,  le  vecteur  ainsi  obtenu  est  le  complément 
du  vecteur  m.  Je  le  désigne  par  un  trait  ■vertical, 
placé  devant  le  caractère  m,  o'esl-à-dire  par  |in.  Donc 

X.  Le  complément  du  vecteur  m,  désigné  par  jm, 


est  Is  vecteur  i/ue  l'on  obtient  en  faisant  tourner  le 
vecteur  TO,  d'un  angle  droit  dans  le  sens  de  rotation 
fixé. 

De  celte  déûiiition  l'on  déduit  iimnédiatemcnt  que  le 
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vecteur  |m  a  le  même  s<:ns  que  m  el  la  même  longueur, 
mais  que  l'angle  (m,  [m)  est  égal  à  -+■  '  :;. 

Si  l'on  forme  le  complément  du  veetcur  jm.  c'est- 
à-dire  si  l'on  fait  lournerd'un  angle  droit  le  vecteur|iii, 
on  obtient  le  vecteur  —  m.  Donc 

XJ.  Le  complément  fin  complément  Je  m  est  t-gat 
à— m,  ou  en  formule 

En  appliquant  ces  déHnitions  aux  vecteurs  unitaires 
6,,6„on  a  les  égalités 

qui  cliangenl  les  formules  (i4)  et  (i5)  les  unes  en  les 

Plus  généralement,  le  produit  intérieur  peut  se 
déduire  du  produit  extérieur  :  c'est  le  produit  extérieur 
d'un  vecteur  quelconque  par  ie  complément  d'un  aulfi' 


En  ell'et,  le  produit  extérieur,  formé  par  a  el  |b,  c'est- 
à-dire  [a(|b)]  est  égal  il  ab  sin(a,  \h).  Or,  l'angle  (a,jb* 
est  égal  R  -  «  +  {a,  b)  ;  donc 

sin(a.  !l))=eos(a,  b). 

Cl,  par  conséquent, 

rajb]  =  (a(:b)l. 

De  mt'tmc,  du  produit  intérieur  peut  se  déduire  le 
produit  extérieur. 

On  voit  par  b'i  que  le  trait  vertical  qui  apparait  d:in! 
le  produit  iniérii'ur  ot  celui  qui  représente  le  complé- 
ment sont  identiques.  Dans  certaines  applications,  celte 
identité  possède  une  importance  considérable. 
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8.  j^ppticaiions.  —  Les  nolîoiis  tjiiu  je  viens  d'ex- 
poser suffisent  pour  loute  applîcatiuii  des  vecteurs. 
Pour  en  doiiiiei-  <]uel(|ue9  exemples,  je  vais  eu  déduire 
les  éléuieuts  de  la  Trigonomélrie,  ainsi  que  quelques 
tliéurèiiies  géouiétriques. 

a.  Eléinenti:  de  la  Tiigononuitrie.  —  Soteul  a,  b,  C 
trois  vecteurs  furniant  un  triangle  et  liés,  euoséquL'ui- 
uient,  par  l'égalité 
(7J  a-i-b-i-c  =  o. 

En  luullipliant  cette  lelatiou  extérieurement  par  a, 

[aa|4-|ab|  +  lac]  =  <.. 
Comme 

[aa]  =  »       Cl        [ac]  ^^  -  [ca|, 
ou  oblieut 

(ai)  Iabl  =  [ca] 

absin(a,  b)  =  ca  sin(c,  a), 

(.ai,)  bsin{a,  b>  =  csin(c,  a). 

ou,  d'après  les  furoiules  (2), 
(11.)  b3inY  =  csinp. 

Eii  multipliant  la  furinule  (7)  intérieurement  par  a, 

,a/)  |a,a]  +  [aib)  +  [a;c]  =  .., 

ou 

a'+abcos(a,b)  +  accos(a,  c)  =  o, 
ou 

(iii)  a  +  bcos(a,  b)-i-  ccos(a,  c)  =  o, 

ou,  en  venu  des  formules  (a) 
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Enfin,  si  l'on  donne  à  la  relation  (7)  la  forme 
a-i.b=— c 
et  que  l'on  forme  le  produit  intérieur  des  deux  membres, 
on  obtient 

((a  +  b)|(a-i-b)]  =  [clc], 
ou 

<«3)  Ula]-f-[blb]  +  u[a[b]  =  [c|cl, 

on 

(a3il  ai+  b'-*-  aal)  cos(a.  b)  =  C, 


Par  les  formules  précédentes  sont  établies  les  relations 
fondamentales  de  la  Trigonométrie,  hormis  les  relations 

|(b-c)cosJ<>  =  asm-J(p-T), 
I  (b  +  c)sinî«=B«03j(P-v)- 
Pour  établir  les  formules  grassmanniennes  qui  corres- 
pondent à  CCS  relations,  je  fais  usage,  dans  la  démoas- 
traiion,  de  la  même  figure  que  l'on  emj>loie  en  Trigo- 
nométrie ordinaire. 

So\lARC(/ig.  9)  un  triangle  quelconque; 
DA  =  AS  =  BC  =  c. 

Comme  les   vecteurs  D  —  C  et  S  —  G  ont  la    même 
direction  que  le  vecteur  b,  on  a 

D  -  G  =  8b, 

S-C  =  ^b, 

0  et  1  étant  des  coefficients.  Or,  de  ces  égalités  resulip 
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et  COI1II1IC 

CD  = 

:b- 

-  c,  es  =  b  +  c,  on 
b  -  c  =  3b, 

b  +  c  =  ob; 

' 

donc 

D- 

-C  = 

-^='. 

S. 

-G  = 

=  ti... 

Fig. 

9' 

Fifi.  0  bis. 

Rn  substituant  ces  valeurs  dans  les  identités 


l  (B  — D)+(D  — C)+(C  — B)  =  o, 
1  (B-S)+(S-C)  +  (C-B)  =  o, 


et  en  posant 

j  B  -  D  =  m, 
i  B  —  S  =  n, 
on  obtient 

I  b  — c. 

I  b  +  c. 

(   a^--^b  +  a^o. 

En    multipliant  extérieurement  la  première  égalité 


(^O 
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a  seconde  par  n,  oii  trou 


-|bin]  =  [ma], 


d'où  sui 

<^S0 


(b  — c)9in(b,  ni)  =  asiD(m,  a), 

(b  +  c)9in(b,  D)=asin(n,  a). 

Ces  formules  se  Iransfuruieii t  iiiiDiédiateiiieiit  eu  I» 

formules  (sSj),  s!  de  la  ^g.  ^bis  représunlaui  le  d't»- 

graïame  polaire  <ie  la^^.  9  et  des  formules  (a),  l'ou 

déduit  les  relations  augulaires  suivantes  : 

(  I.  (b.m)  =  i(b,  c)  =)«—  ;a, 

12.  (b,  n)  =ijr-i-i(b,  c)  =    jc-;a, 

''^^      3.  (m,a)=  1:  -■i|{a,b)-(c,  a)j=    ■,t-{(6-'). 
(i.  (n,  a)  =  iit-;j(a,b)-(c,ft)[  =  èjr-iO--,i. 

SI  l'on  ne  veut  pas  recourir  aux  diagrammes  polaires, 
le  calcul  grassmaniiieu  permet,  dans  tous  les  cas.  d'éta- 
blir directement  les  relations  angulaires.  Pour  montrer, 
à  titre  d'exemple,  la  manière  de  procéder,  je  vais  établir 
par  ce  calcul  les  relations  (26). 

Au  niojeu  de  la  formule  (7),  les  égalités  (24)  *e 
eliangeut  en 

1  bm-  bc-i-cb. 
(^7'  u.   _..„      „v 


En  multipliant  i u ter ieure ment 

la  première    éga 

par  bet  par  c,  ou  a 

blb|m]  =  blb|cl^-c[bib],      b[e|r 

Q]  =  b[c|cJ  +  clb,c 

|b|m|  =  |b!cj  -i-br,        b[c.m]  =  ojbc-i-[b!c]!  ; 

donc 

o]b,ni|  —  b|c|inl, 
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OU 

oo9(b,  m)  =  cosfc,  m). 

Oti  même  on  tire,  eu  iiiulli)i]Isiit  ux  lé  ri  (jurement  la 
première  égalité  {27)  par  b  el  C 

[bm]  =  [bc],        b[mc]  =  ctbcl, 

c|bm]  =  b[mc|, 

siii(b,  ni)=  sln(m,  c). 
Coulriie 

sin(b,m)=  5iii(in,c)        et        cûs(b,iii)=  cos(m,  c), 

(b,  m)  =  (m,  C). 

Or,  011  a  l'identité  angulaire 

(b,  m)  +  (m,  c)  =  (b,  c); 
donc 

ii6,)  (b,m)  =  (m,c)  =  i(b,C}. 

Si  rouinultiplioiiiiérieui'ciueni  les  deux  égalités  {27), 
011  trouve 

b»[m|n]  =  b'[c|c]  —  c'[b|b]  =  b*c'-  c'b>=  o; 

par  conséquent  les  deux  vecteurs  m  el  n  sont  rectangu- 
laires l'un  à  l'autre,  et  l'angle  (m,  n)^  ^-n  (voir  /Ig.  q 
et  94,-,,). 

Or,  on  aidenti(|uenient 

(b,m)-i-(m,ii)  =  (b,n); 
doue 

hO,)  (b,ii)  =  -J^+i(b,c). 

De  plus,  on  a  ïdeiitîijucntent 

(m,  a)  =  (m,  C)  +  (c,  a)  =  J  J(b.ci-Hc,  a)  +  (c,  ai]. 


b,  Google 


OU,  comme 

(b,c)+(c,a)+(a,b)  =  2it, 
<a6,)  (m,«)  =  '^-J!{a,b)-(o,a)|. 

Enfin,  il  résulte  de  l'idenlité  angulaira 
(m,ii)-)-(D,a)  =  {m,a), 
(n,  a)  =(m,a)-îit, 
la  dcniièrcdes  relations  {a6),  savoir 
(264)  (n,a)  =  lit--JJ(a,b)-(6,a)j. 

^.  Théorème  de  Slewarl  et  sa  généralisation. 
Soient  {fig.  10)  A,  H,  C  troiii  points,  situés  sur  une 
même  droite;  O  un  point  quelconque.  Si  l'on  désigne 


les  vecteurs  A  —  O,  B  —  O,  C  —  O  par  I,  m,  n  et  les 
segments  BC,  CA,  AB  par  a,  h,  c,  où  a  -]-  b  +  c  =  0, 
on  a 

m  — D+(C  — B)  =  o. 

Comme  les  points  A,  B,  C  sont  situés  sur  la  même 
droite,  le  vecteur  C  —  B  coïncide  avec  le  vecteur  A — C; 
par  conséquent  on  a 

(G— B)  =  X(A  -  C), 
BC  =  XCA, 


C-  Iî=  r(A-C)=  r(l-n): 


b,  Google 


(>-'  ) 

donc 

m  —  m-  .-(1  —  n)  =  o, 

(18)  al  +  bin  +  cn^o. 

Parmuhiplicaiîon  intérieiiri:  résulte 

(ig)        at[l|l]^b'[in|m]+2ab[llm]  =  c»[nln]. 

Or  on  a 

(B-A)  =  m-1; 
donc 

c.=  m'+l'-2[l|m]. 

Parconsé(|nent  l'ë<iuation  (29)  prend  la  forme 

(3o)  a'l>+b>m'-i-ab(in«-i-l»— c')  =  c*d', 

ou 

a(a  +  b)l'-f-b{8  +  b)ro'— abc«=c»n<. 

En  divisant  par  a  +  b  =  —  c  résulte  la  relation 
al'+  bm*-*-  cn'-t-  abc  =  o, 
cl'oiisuil(')  : 

XII,.  Théorème  de  Stewart.  —  Si  l'on  joint  un 
point  quelconque  O  aux  trois  points  A,  B,  C  situés  sur 
une  même  droite,  les  segments  AO,  BO,  CO;  BC, 
CA,  AB  sont  liés  par  la  relation 

BG.OA»4-CA.OB»-(-AB.OC»+BC.CA.AB  =  o. 

Généralisons  le  théorème  ;  Soient  (fig-  ii)A,  B,  C 
trois  points  absolument  quelconques;  t,  m,  n  les  vec- 
teurs A  —  O,  B  —  O,  C  —  O  ;  I,  m,  n  leurs  longueurs. 


(')   Voir  M.  CuASLRS,  Aperçu  hiitoriqut,  Chap.  lY.  %% 
p.  17^-  Paris;  1875. 
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D'après  la  formule  (la),  on  a 


n|n]t_m'[n|ll»-n'[l|m]> 

-ha[m|n][n|lJll|iïi]  =  <. 


donc 


■^Inll]:. 


i4l'iu'n>  — I'(inï+n'  — a«)>— m'CH+l»--  bV 
-n«(l«+m*-e')' 
^.(mi+n'-a«)(n«+l>-b»){t>+m»-c')=o. 
d'où  résulte  (')  : 

XIlï.  Théorème  de  Stewaht  cënéralisé.  —  Entre 
lus  six  segments  i/ui  relient  quatre  points  A,  B,  C,  0 
absolument  quelconques,  existe  toujours  la  relation 
suivante  : 

40A*.0B>.0C»— OA>(OH«-^OG>— BC>)> 
—  OB'(OC"-i-OA'— CA»)>-OC'(OAi-*-  OB'  — AB»)» 
+(OB>+OGi— BG»)(OC»-hOAi-CA»XOAi+OBï-AB«)=o. 

Eu  développant  la  relaliou  (3]  ),  ou  arrive  aux  deux 
formes  suivantes  dont  la  première  a  été  donuée  dernière- 


(')   roi;- L.-^.-M.   CuisoT. 
^ntrc  le)  dUtances  iripcrtiv- 


lémoire  sur  la  relation  qui  existe 
de  cinq   pninla   f/uetcon<jue*  prit 
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ment  dans  ['Intermédiaire  des  Mathématiciens  (t.  IV, 
(>.  a6  cl  aussi  p.  i63)  : 

I(  a»  1>  -H  m' n'  )  (  b*  +  c'  —  a»  ) 
+  ,bin,'  +  n"l>)(c'+a«-b') 
+{r'n'+ltm')(a'-(-b'-c') 
-aï|'-Hb«m*4-c'n'  +  a'b"c' 
et 

[  a«l'(m*-t-ni  — l*+b*+e»— a») 

'    '  i  +c'n'{l*H-m'— n»-)-a»+b*  — c*) 

[       =  a'b>c»-+-  m*ii'a*+  n'l«b*  + l^m'c». 

Les  applicationsque  je  viens  de  donner  ont  pour  bul 
(le  faniiliarist;r  le  lecleur  avecl'usage  des  vecteurs  et  de 
lui  montrer  comment  certains  problèmes  peuvent  être, 
grâce  à  eux,  résolus  avec  une  remarquable  facilité. 

Il  me  reste,  dans  un  nouvel  article,  à  introduire  la 
droite  et  à  j  ajouter  des  applications  <Je  l'ensemble  des 
éléments  du  pldn. 


[C8e] 


SUR  OUELOVES  l?fTSGRALES: 

Par  m.  le  Professeur  GENESE, 
DrrUnivcrsité  du  Pars  de  Galles. 


Dans  le   Coitrs  d' Analyse  de  M.    Hermite,    édition 
de  1873,  p.  a6o,  l'auteur  dit  : 
H  En  posant 

on  n'a  aucun  procédé  pour  trouver  directement 
rar^dx  _  y  Ç  x*  dr  _        u 

/hr'  dx       _  u 
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jNous  pourrions  uiicoru  cîler,  en  fl«sigiiai)t  loujours  par 
a  et  i  des  constantes,  cette  iiiiégrale 


/* adx 

J    [«  +  (ax  +  A 


4-A)lang:r]'        a  +  {axt-t' b)  langx 

dont  on  ne  peut  vérifier  la  valeur  que  par  la  diCTéreu- 
tiation.  u 

Voici  comment  on  peut  combler  la  lacune  : 

En  posant  8  ^  x  —  arc  laugx,  on  a 

alors 


(coïj-i-;r 

sinx)'' 

et  la  première  intégrale  égale 

i«n,-e         tanea:-:c         air 

X— ICOSX 

'""^^        ,+arUng;r        co 

sx-i-  xs,\ax 

En  outre 

^'■"9  =  ^'"^;^=-^° 

"^.■^.' 

et  la  seconde  intégrale  est 

J    sin'U 

0. 

La  troisième  se  change  en 

r           b<ffi                 r      ftrftangO 

1 

La  quatrième  ne  présente  absolument  pas  de  diltîculté. 
L'intégrale  est 


/a  col'  X  dx  _  r  —adjex 
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POINT  RBMARDUABLB  DANS  LR  PLA\  DTIVB  CUBIfUB; 

Pab  m.  stuyvaert, 

Profeaseur  i  l'Atliéoée  royal  de  Gand. 


I. 

i.  SoilO  un  [Kiini  dans  le  plau  d'une  cubkjue  F  ;  untt 
dixiile  quelconque  passaiil  par  O  rencontre  la  courbe 
aux  points  A,  B,  C  el  la  conique  polaire  de  O  aux 
points  R,  cl  Ri.  En  verlu  du  ihéorème  de  Côtes  géné- 
ralisé, on  a,  moyennant  une  démonstration  que  nous 
avons  exposée  ailleurs  (  '  ), 


)  OR,-OB,   OA.OB   OB.OC   OG.OA 
OA  +  OB  -(-  OC 


Si  le  point  O,  non  situé  sur  ta  courbe,  a  pour  conique 
polaire  un  cercle,  le  premier  membre  de  l'équation  est 
constant;  donc  jiir  tout  rayon  passant  par  O,  le  pro- 
duit des  segments  dcterminés  par  la  cubique  est  à  la 
soniTHû  algébrique  de  ces  mêmes  segments  dans  un 
rapport  constant. 

Dans  les  mêmes  conditions,  si  le  point  O  est  sur  la 
courbe,  son  con/ugué  harmonique  sur  un  rayon  quel- 
conque relativement  aux  deux  autres  intersections  de 
ce  rayon  avec  la  cubique  est  la  projection  orthogonale 
d'utt  point  fixa  sur  ce  rayon. 

{')  Voir  Malkait,  i*  série,  t.  VIII,  p.  ta;  1898;  la  proposition 
dont  il  s'agit  s'y  trouve  dimonlrée  pour  une  polaire  de  degré  qucl- 
ccjnquc  d'une  court>e  d'unJrc  il. 
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Ce  poiiil  fixo  ust  diainéiralemeiil  opposé  à  O  sur  le 
cercle  polaire;  il  est  donc  sur  la  normale  en  0  à  1) 
cubique,  à  une  distance  quadruple  du  rayon  de  cour- 
bure de  r.  Cela  résulte  du  théorème  connu  :  In  cour- 
bure en  un  point  â  'une  cubique  est  double  de  la  cour- 
bure, au  même  point ,  de  sa  coni//ue  polaire  (  '  ). 

2.  RecipixKjuemcnl,  si  un  point  O,  non  situé  sur  la 
cubique  F,  jouit  de  la  propriété  précitée,  sa  conique 
polaire  est  telle  que  la  puissance  d'un  point  rclativemeot 
à  celle  conique  est  constante  :  c'est  donc  un  cercle. 

Si  le  point  O  est  sur  la  courbe,  la  réciproque  de  la 
propriété  ci-dessus  esL  évidente. 

I,a  relation  segmeiuairo  (i)  écant  susceptible  de  géné- 
ralisation pour  des  courbes  d'ordre  n,  et  leurs  polaires 
de  degré  quelconque,  on  peut  facilement  étendre  le 
ibéorème  du  n"  i.  Remarquons  toutefois  qu'il  n'exislc 
)ias  de  cubique  telle  que  la  puissance  d'un  point  relati- 
vement à  la  courbe  soil  constante,  tandis  qu'il  existe 
des  quadriques  qui  jouissent  de  celle  propriété,  à  savoir 
celles  qui  ont  un  double  contact  avec  la  droite  de  l'infini, 
aux  points  cycliques;  la  démonstration  est  aïsée  ('). 

3.  Il  y  a  toujours,  dans  le  plan  d'une  cubique,  au 
moins  un  point  dont  la  conique  polaire  est  un  cercle. 
savoir  le  point  commun  aux  droites  polaires  des  deui 
points  cycliques  :  en  général,  ces  deux  droites  sont  ima- 
ginaires conjuguées  et  ont  alors  un  seul  point  commun 
réel. 


(')  Ce  thi^orème  a  été  démontré,  pour  une  courbe  quc[conq°'i 
par  M.  MoDTARD  (Nouvelles  Annalet  de  Matbématiqtta,  \fff'- 
pur  MM.  Sr.RVAts,  Oe.mouun  et  par  nous  dans  les  RecaeiU  dt  t'Aco 
demie  royale  de  lielgique. 

(')  Rt.FFrNi,  SJemoria  délia  H.  Aceadtmia  délie  Scien:t  dril 
Institut»  di  Hologna,  !^•  série,  l.  X:  5"  siric,  i.  I.  II. 
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Si  ia  {:ubique  F  est  circulaire,  le  point  en  question  esl 
un  foyer. 

Soit  f^  o  l'équation  de  T,  les  eoordomiées  x, ,  Xj 
étant  reet angulaires  et  rendues  homogènes  par  l'intro- 
iluction  de  la  Iroisième  variable  j:,  =  i . 

La  couique  polaire  du  point  O  (  j'),yj,_j'3)  est  repré- 
sentée par 

/        d  d  d  Y- 

Celte  conique  est  un  cercle,  si  l'on  a 


(3) 


Les  équations  (3]  représentent  deux  droites  passant 
par  O;  en  les  additionnant  et  les  soustrayant  membre 
à  membre,  après  avoir  multiplié  par  a  y/ — '  '^s  termes 
de  la  seconde,  on  obtient  les  droites  polaires  des  deux 
points  cycliques. 

4.  Pour  certaines  cubiques  spéciales,  les  droites 
représentées  par  les  équations  (3)  peuvent  coïncider,  ou 
l'une  de  ces  deux  équations  peut  être  identique.  Aualy- 
tiquement,  ces  deux  hypothèses  s'expriment  par  la 
relation 

'■■*'  dx.dz^t  ~\dx',        dx\}' 

^  est  un  paramètre  arbitraire,  dont  les  valeurs  zéro  et  œ 
correspondent  au  cas  où  l'une  des  équations  (3)  est 
identique. 

Quand  la  condition  (4)  est  vériGée,  et  dans  ce  cas 
seulement,  les  deux   points  cycliques   ont  une  même 
Aaa.  de  Mathemat.,  3-  série,  t.  XVIII.  (Juin  i8i,i).)  l8 
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droite  polaire  réullt^,  dortt  tous  les  |>oiiUs  jouissent  Je  la 
propriété  énoncée  au  n"  1  ;  leurs  coniques  polaires  sont 
des  cercles  formant  ui)  faisceau,  el  possédant  doue  encore 
deux  poinis  communs  à  distance  finie;  si  la  cubique «t 
singulière,  le  point  double  est  uu  de  ces  deux  points. 

La  condition  (4)  caractérise  une  classe  de  cubiques, 
dont  nous  exposons  quelques  propriétés  dans  le  para- 
graphe III. 

5.  Les  équations  (3)  peuvent  être  identiques  louiet 
deux  ;  l'équation  de  la  cubique  F  se  réduit  alors  à 

(xl-t-xDx,-^{ax,-t-bxi)!rl  +  cxl=  o; 

elle  repi^sente  un  cercle  et  la  droite  de  l'inliui  ;  ce  cai 
particulier  est  doue  sans  importance. 

6.  Dans  la  parabole  semi-cubique, 

tous  les  points  de  la  droite 

ont  pour  conique  polaire  un  cercle. 
Dans  la  parabole  cubique, 


ce  sont  les  points  de  l'axe  des  xj. 
Dans  iacissoïde, 

il  n'y  a  qu'un  poiut  jouissant  de  la  propriété  en  ques- 
tion ;  il  est  sur  l'axe  des  x,  et  a  pour  abscisse r-  ■ 

Dans  la  strophoïde  aussi,  le  point  est  unique  ei,e[i 
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uulre,  situé  sur  la  courbe;  il  csi  à  la  fuis  suinuiet  et  , 
foyer;  sa  conique  polaire  est  lu  cercle  ayant  pour  dia- 
mètre la  distauce  du  sommet  au  nœud. 

7.  Quand  la  cubique  se  réduit  aux  trois  côtés  d'un 
triangle  ABC,  il  existe  un  seul  point,  le  point  de 
Lemoine,  dont  la  conique  polaire  est  un  corde  ;  celui-ci 
estcircouscril  au  trianglu  ABC. 

Donc,  si,  par  le  point  île  Lemoine  K.  d'un  triangle 
ABC,  on  mène  une  sécante  variable  rencontrant  les 
côtés  en  des  points  M,  N,  P,  le  produit  des  segments 
KM,  KN,  KP  est  à  leur  somme  algébrique  dans  un 
rapport  constant. 

Ce  rapport  est  la  puissance  du  point  de  Lemoine 
relativement  au  cercle  de  Lemoine. 

Car,  pour  l'évaluer,  iiicuons  la  sécante  parallèle  à  BC 
et  rencontrant  les  côtés  du  triangle  AB,  AC,  BC,  respec- 
tivement en  R,  en  S,  et  à  l'infîni  ;  le  rapport  considéré 
est  le  rectangle  KR.KS. 

Remarquons  eu  passant  que  si  l'on  mène,  par  K,  des 
parallèles  aux  trois  côtés  du  triangle,  le  raisonnement 
lies  u"'  1  et  2  conduit  rapidement  à  la  propriété  fonda- 
mentale du  cercle  de  Lemoine. 

II. 

8.  Lorsque  le  point  O,  ayant  pour  conique  polaii-e  un 
cercle  est  unique,  il  jouit  de  quelques  propriétés,  que 
nous  allons  élablir. 

Les  énoncés  nous  ont  été  communiqués  par  M.  Ser- 
vais, professeur  à  l'Université  de  Gand, 
Le  point  O  est  »  l'intersection  des  droites 

S  -  _^'^ 
5,=  D-D.^g_^=„. 
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Mais  t'^quaiion  de  la  poloconiqiie  de  la  droite  de  l'in- 
6ni  est 


\dxidXi}        dx\  dx\ 


(«)       b£fc  -5à^-8'-™— 


donc  S  est  la  corde  des  contscls  des  tangciitcs  D  el  D,  n 
cette  poloconique;  par  suite,  la  polaire  du  poialOest 
la  conjuguée  harmonique  de  S|  relativement  aux  droitei 
D  et  D),  et  cette  polaire  de  O,  par  rapport  à  la  poloco- 
nique de  la  droite  de  l'infini  est  représentée  par 


(7)  D-hDm 


'  dx\  "^  d^l~ 


Mais  cette  égalité  exprime  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  la  conique  polaire  d'un  point 
{xt,  .T,,  Xa)  soit  une  hjpcrbole  équilatère;  elle  est  donc 
l'équaiioii  du  lieu  des  points  dont  les  coniques  polaires 
sont  des  hyperboles  équilatères. 

Donc  la  polaire  du  point  O  par  rapport  à  la  polo- 
conique  de  la  droite  de  l'injîni  est  le  lieu  des  points 
dont  les  coniques  polaires  sont  des  hyperboles  équila- 
tères. 

9.  Les  termes  du  second  degré  eu  ar^,  jr^  de  la  conique 
polaire  d'un  point  {j, ,  y^,  y^  )  sont 

lis  déterminent  les  directions  asj'mptotiques,  réelles 
ou  imaginaires,  de  la  conique;  si  ces  directions  doivent 
faire  entre  elles  un  angle  V,  on  a 

\dy\  ^  dy\) 
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En  r^ardaiit,  dans  celte  équalion,  le^  y  comme  des 
variables,  on  a  )e  lieu  des  points  dont  les  coniques  po- 
laires sont  des  courbes  semblables.  La  forme  de  l'équa- 
tion montre  que  ce  lieu  est  une  conique  aj-ant,  avec  la 
courbe 

/    d»/    y      d\f  d*f  _ 
\dy,dyj         d}-\   dy\ 

un  double  contact,  sur  la  droite 

dy\         djr\ 

Doue  le  lieu  des  points  ilont  les  coniques  polaires 
sont  semblables  est  une  conique  ayant  un  double  con- 
tact avec  la  poloconique  de  la  droite  de  l'in/tai,  sur 
la  polaire  du  point  O  relative  à  cette  poloconique. 

tO.  Remarquons  ici  que  la  poloconique  de  la  droite 
del'înBni  partage  le  plan  en  deus  régions;  les  points  de 
l'une  ont  pour  coniques  polaires  des  ellipses,  ceux  de 
l'autre  des  hyperboles.  Par  chacun  de  ces  derniers 
points,  il  passe,  en  général,  deux  droites  réelles,  paral- 
lèles aux  asymptotes  de  ta  conique  polaire,  et  telles  que 
leurs  points  d'intersection  avec  la  cubique  ont  pour 
contre  des  moyennes  distances  le  point  considéré  O.  En 
effet,  si  dans  la  relation  (i)  on  fait  0R|  =00,  on  doit 
avoir  OA  +  OB  +  OC  =  0,  à  moins  que  l'une  des  lon- 
gueurs OÂ,  OB,  OCne  soit  infinie.  Il  y  a  donc  exception 
pour  les  points  dont  la  conique  polaire  a  une  asymptote 
parallèle  à  une  asymptote  de  la  cubique;  ce  sont  les 
points  situés  sur  les  asymptotes  de  la  cubique. 

Cette  remarque  s'étend  sans  peine  à  des  courbes 
d'ordre  quelconque. 

11.  Une  question  qui  a  quelque  rapport  avec  celles 
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dont  nous  nous  occupons  ici  esl  la  reclierclie  des  drj 
dont  les  poloconiqiies  sont  des  cercles. 
Étant  donnée  une  droite 


l'équation  de  sa  poloconiquc  est 


S- 

axidxx 

d'f 
■d:„dV, 

d-f 

d-f 

d'f 

d^,d^. 

d'f 

% 

Les  coefficients  de  cette  équation  contiennent,  au 
second  degré,  les  quantités  u, ,  Ui,  U)  ;  la  coudition  que 
la  poloconique  soit  un  cercle  s'exprime  par  deux  reU- 
tions  qui  contiennent  ces  coefûcienis  au  premier  degré, 
et  qui  représentent  donc  deux  courbes  de  seconde  claue, 
si  l'on  j  regarde  les  u  comme  variables.  Les  droites  qui 
ont  pour  poloconiques  des  cercles  sont  ies  quatre  tin- 
gentes  communes  à  ces  deux  courbes  de  seconde  classe. 

Représentons  en  abrégé  par 
(ro)  E  =  o,        F  — G  =  o 

les  équations  de  ces  deux  dernières  coniques;  la  condi- 
tion que  la  poloconique  d'une  droite  (ui ,  ug,  h,)  soit  nue 
hyperbole  équîlatère  est 

{..)  F-f-G  =  o; 

c'est  aussi  l'équation,  en  coordonnées  tangeiitielles  u, 
de  l'enveloppe  des  droites  qui  ont  pour  poloeoniqnes 
des  hyperboles  équilatèrcs;  la  courbe  représentée  par 
l'équalîuu  (i  [)  est  aussi  de  seconde  classe. 
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m. 


lâ.  On  a  vu,  dans  le  §  t  qu'il  existe  uue  infinilé  de 
points  en  ligne  droite  dont  les  conitjues  polaires  sont  des 
cercles,  dans  les  cubiques  caractérisées  par  la  relation 


(4) 


'  dx\       dx\ ' 


Cette  relation  continue  à  6tre  vérifiée  si  l'on  passe  à 
d'aulres  axes  coordonnés  rectangulaires,  car  les  condi- 
tions pour  qu'une  équalion  du  deuxième  degré  représente 
an  cercle  ne  varient  pas  pendant  ce  changement. 

Les  directions  asj'mptotiques  de  la  cubique  s'ob- 
tiennent en  égalant  à  zéro  l'ensemble  des  termes  du 
troisième  degré  en  x^  et  x, .  Celle  équation  en  Xt  :  x, 
a  toujours  une  racine  réelle,  et,  si  l'on  prend,  pour  axe 
des  Xi,  ta  direction  correspondante,  le  terme  en  x*  dis- 
parait ;  la  courbe  a  une  équation  de  la  forme  suivante  : 


(.a) 


ia:\-t-3a,XiX\+3atx\xt-t-3bix\xi'i-GbiXiXiXt 
-+-36i^îa:,+  3c,i,a;i-t-  3c,a:,arî-+- e,»}  s= 


Les  directions  asymptotîques,  autres  que  l'axe  des  Xi , 
sont  données  par 


m^ 


(■')      s  *5-s 


Mais  la  condition  (4)  équivaut  à 


(H) 


—  ai  _  o<— ■ 


Appelons  tangot  et  tang^  les  racines  de  l'équation  (i3); 
réalité  des  deux  premiers  rapports  (i4)  donne 

tang«  +  tangP       3  —  tanga  langp 
tangalangp  langa  +  langP  ' 
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ou,  après  ()uelqueg  calculs, 

(i5)  cota  — cotp  =  cot(a  — p). 

Celle  égaillé  esl  impossible  pour  des  valeurs  récUus 
de  a  et  ^  ;  d'ailleurs  ou  voit  directement,  en  vertu  de  la 
première  des  relations  (i4)i  <]ue  les  raciues  de  l'équi- 
tioQ  (i3)  sont  imagiuaires. 

D'autre  pari,  la  relation  (4)  exprime  que  la  poloco- 
uique  de  la  droite  de  l'iuGnî,  représentée  par 

\  eÙTi  dxi  j        dx\  dx\' 

dégénère  en  deux  droites.  Donc  toutes  les  droites  po- 
laires des  points  de  l'infini  passent  par  un  même  point 
et  les  asymptotes  de  la  cubique  sont  concourantes. 

Eu  résumé,  la  condition  (4  )  eicprime  (|ue  les  cubiquet 
considérées  ont  trois  asymptotes  concourantes,  dont 
une  réelle  et  deux  imaginaires  conjuguées,  ces  der- 
nières faisant  avec  la  première  des  angles  a  et  P  tels 

13.  La  condition  (4)  n'exprime  rien  de  plus,  c'est- 
à-dire  que  les  cubiques  jouissant  des  propriétés  que  l'on 
vient  d'énoncer  satisfont  à  ladite  condition  ou  aux 
relations  équivalentes  (i3). 

En  eU'et,  d'abord,  par  un  calcul  inverse,  l'égalité  (i 5) 
conduit  à  la  premièru  des  relations  {i3}. 

Ensuite,  si  l'on  fait,  dans  l'équaliun  de  la  courbe, 
X2=  ^1^1  ■+■  iiXj  et  Xx=  htx,  -t-isx,,  h,  el  ka  étant 
les  racines  de  l'équation  (la),  ou  sait,  d'après  la  lliéoric 
générale  des  asymptotes,  qu'elles  seront  détt^rminées 
par  les  valeurs  de  t,  et  /,  qui  annulent  le  terme  en  xj; 
l'asymptote  réelle  est  Xj  =  t^Xy,  et  (,  se  délenniiie  de 
latnème  manière.  Un  calcul  assez,  long  montre  que  si  les 
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trois  asjmptotescoDcourent,  la  seconde  (lesreIations(i3) 
est  vérifiée  ;  on  simplifie  on  peu  les  écritures  en  prenant 
l'asympioie  réelle  ponr  axe  des  x*  ;  néanmoins  le  déve- 
loppement de  ce  calcul  est  sans  intérêt. 

14.  Les  cubiques  considérées   dans  ce  paragraphe 
jouissent  encore  de  la  propriété  suivante. 
Si  O  est  le  point  commun  aux  droites 

rf»/  _  rf*/  _ 

du}  ~°'        dx\  ~**' 

la  conique  polaire  de  ce  point  dégénère  en  deux  droites 
dont  l'une  est  à  l'infini,  et  dont  l'antre  est  l'axe  radical 
des  coniques  polaires  circulaires,  ce  qui  se  vérifie  par 
un  calcul  facile. 

Eiisui  te,  les  coniques  polaires  des  points  d'une  droite 
quelconque  passant  par  O  sont  homoihétiques. 

Car  toute  droite  passant  par  O  est  la  polaire  de 
quatre  points  situés  sur  la  conique  polaire  de  O;  donc 
deux  de  ces  points  sont  à  l'infini;  les  coniques  polaires 
de  tous  les  points  de  la  droite  en  question  passent  doue 
par  les  deux  mêmes  points  à  l'infini  et  sont  homotlié- 
tiques. 


AfiRÉfiATfOM  PES  SCIENCES  NITHÉNATIQUES;  CONCOURS 
DE  1898.  -  SOLITION  DE  LA  QUESTION  BE  HATBÉNA- 
TlftUES  SPECIALES  (■); 

Par  m.  Ernbst  DUPORCQ. 


Désignons  par  <»  lu  point  dont  les  trois  coordonnées 
sont  égales  à  l'uniié  :  les  points  oi  et  P  sont  évîdem- 
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meut  conjugués  par  rapport   n    toutes   les    (]uadrî([ues 
(formant  un  réseau  ponctuel)  (|uî   divisent  harmoni- 
quement  le  segment  MM'  et  qui  admettent  les  axes  de 
coordonnées  pour  axes  de  sj>métrie. 

1°  Parmi  ces  quadriques,  il  en  est  une  qui  contient 
la  droite  A,  déterminée  par  M  et  M'  :  le  point  P  est  donc 
dans  le  plan  polaire  n  iju  point  u  relativement  à  cette 
quadrique;  ce  plan  est  donc  le  lieu  du  point  P,  quand  M 
et  M'  se  déplacent,  indépendamment  l'un  de  l'autre, 
sur  A. 

Si,  maintenant,  M  étant  fixe  sur  A,  M'  se  déplace 
seul  sur  celte  droite,  les  points  M  et  M'  ne  cessent  pas 
de  rester  conjugués  relativement  à  toutes  les  qua- 
driques  tangentes  en  IVl  à  A^  celles  de  ces  quadrîques 
qui  sont,  de  plus,  symétriques  par  rapport  aux  axes  de 
coordonuéesTormetit  évidemment  un  faisceau  ponctuel: 
le  plan  polaire  du  point  w  relativement  à  ces  quadriques 
passe  donc  par  une  droite  fixe,  D,  du  plan  II,  qui  con- 
stitue alors  le  lieu  du  point  P. 

A  deux  |>ositions  M,  et  Mj  de  M  sur  A  correspondent 
ainsi  dans  le  plau  D  deux  droites  D*  et  Dj,  dont  le 
point  de  concours  correspond  précisément  au  système 
des  deux  points  M,  et  Mj.  Si  M,  et  Mi  tendent  à  se 
confondre,  il  en  cal  de  même  des  droites  D,  et  Dj,  dont 
le  point  de  rencontre  tend  ainsi  à  devenir  un  point  ifi 
l'enveloppe  des  droites  D.  Cette  enveloppe  est  donc  le 
lieu  du  point  P,  quand  M  et  M'  décrivent  la  droite  D  en 
restant  confondus. 

Parmi  les  quadriques  tangentes  en  M  à  A,  et  admet- 
tant pour  tricdre  principal  celui  des  axes  de  coordon- 
nées, il  existe  un  c6ne,  et  la  droite  D  se  trouve  dans 
le  plan  polaire  du  point  u  par  rapport  h  ce  cane;  les 
diverses  droites  1),  correspondant  aux  diverses  posi- 
tions de  M,  sont  donc  les  traces  sur  le  pfan  II  des  plans 


bvGoogIc 


(  =«7  ) 
polaires  du  point  u  par  rapport  aux  cônes  qui  ont  pour 
axes  les  axes  àe  coordonnées,  et  sont  tangents  au 
plan  Oi;  ces  cônes  forment  évidemment  un  faisceau 
langentiei,  et  l'enveloppe  des  plans  polaires  du  point  <d 
est  donc  un  c6ne  du  second  dfgré,  tangent  aux  plans  de 
coordonnées;  l'enveloppe  de  la  droite  D  est,  par  suite, 
une  conique  du  plan  II,  tangente  aux  traces  des  plans 
de  coordonnées;  on  verrait  de  même  qu'elle  touche  le 
plan  de  l'infini,  en  considérant  les  cylindres  du  second 
degré  qui  touclieni  )a  droite  A  et  admettent  pour  plans 
principaux  deux  des  plans  de  coordonnées  :  celte  enve- 
loppe est  donc  une  parabole. 

a°  et  3°  Supposons  maintenant  que  M  et  M'  dé- 
crivent indépendamment  l'un  de  l'autre  une  même 
roniquc  û.  Considérons  un  plan  quelconque  Q  :  il 
n'existe  qu'une  quadrique  S,  symétrique  par  rapport 
aux  axes  et  telle  que  le  point  fa  soit  le  pâle  du  plan  Q  : 
aux  couples  de  points  M  et  M'  de  Û  qui  sont  conjugués 
à  S,  correspondent,  d'après  ce  qut  précède,  des  points  P 
du  plan  Q;  quant  à  l'enveloppe  des  cordes  MM' ainsi 
obtenuea,  qui  doivent  ^tre  divisées  harmoniqucment 
par  laqnadriqueS,  c'est,  comme  on  sait,  une  conique,  T. 
A  toute  section  plaue  de  la  surface  S,  décrite  par  P,  cor- 
respond ainsi  une  conique  F;  aux  sections,  par  deux 
plans  Q  et  Q',  correspondent  ainsi  deux  coniques  F 
et  F',  qui  ont  quatre  tangentes  communes;  les  quatre 
systèmes  de  points  qu'elles  déterminent  sur  Q  four- 
nissent quatre  points  de  S,  situés  à  la  fois  sur  Q  et  Q', 
c'est-à-dire  sur  leur  droite  commune;  par  suite,  la  sur- 
face S  est  du  quatrième  degré. 

C'est  d'ailleurs  une  surface  de  Steiner,  car  il  suffit 


de 


poser 
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pour  voir  que  les  coordonnées  de  ses  points  sont  des 
fonctioDS  rationnelles  du  second  degré  de  ces  deux  non- 
veaux  paramètres.  A  toute  section  plane  de  S  coitc*- 
pondra  une  relation  du  second  degré,  entre  m  et  v,  qui 
exprinaera  que  les  points  "M  et  M'  sont  sur  une  même 
tangente  à  la  conique  F,  que  nous  avons  définie  géomé- 
U-iquement  tout  à  l'heure. 

Les  diverses  coniques  F,  correspondant  aux  divers 
plans  de  l'espace,  dépendent  de  trois  paramètres  arbi- 
traires, et  sont  telles  que,  si  l'on  choisit  arbilrairemeni 
deux  d'entre  elles,  toutes  celles  du  faisceau  tangentiel 
qu'elles  déterminent  appartiennent  à  cette  famille  de 
coniques  (car  on  obtient  ainsi  les  coniques  qui  corres- 
poudeiit  aux  sections  de  S  par  des  plans  issus  d'une 
même  droite).  L'équation  tangentielle  de  ces  coniques 
est  donc  de  la  forme 

3i,r,  -i-X,r, +  Xirj-i-lirt  =  o. 

Elles  sont  harmonique  ment  inscrites  aux  coniques  d'un 
certain  faisceau  ponctuel.  Parmi  ces  coniques  T,  il  en 
existe  une  inûnité  qui  se  décomposent  en  deux  points, 
deux  k  deux  conjugués  aux  coniques  du  faisceau  ponc- 
tuel envisagé  :  ces  points  se  correspondent  donc  deux  à 
deux  dans  une  transformation  du  second  ordre,  qui  est 
définie,  comme  on  sait,  par  la  donnée  de  quatre  couples 
de  points  homologues.  Or,  on  obtient  évidemment 
quatre  de  ces  couples  en  considérant  les  points  où  U 
conique  Cl  coupe  les  plans  de  coordonnées  et  le  plan  du 
l'infini.  Si,  en  elTet,  l'un  des  deux  points  M  et  M'  (|ui 
définissent  le  point  P  vient  dans  un  des  plans  de  coor- 
données ou  dans  le  plan  de  l'infini,  il  en  est  évidem- 
ment de  même  du  point  P  :  les  points  de  S  situés,  par 
exemple,  dans  le  plan  des  YZ  correspondent  doue  aux 
cordes  de  U  qui  pivotent  autour  de  chacun  des  points 
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OÙ  0  perce  ce  plan.  Oii  les  obtiendra  en  prenant  pour  X 
les  racines  de  l'équation 

et  en  laissant  X  arbitraire.  Leur  lieu  se  compose  donc 
visiblement  de  deux  coniques.  On  obtient  de  même 
deux  coniques  dans  les  autres  plans  de  coordonnées  et 
dans  le  plan  de  l'inâni. 

Considérons  maintenant  deux  points  quelconques,  ^ 
et  [i',  se  correspondant  dans  la  transformation  du  second 
ordre  définie  par 'les  quatre  couples  que  nous  venons 
d'envisager;  aux  cordes  de  Q,  passant  par  ces  points, 
correspondent  les  points  d'une  certaine  section  plane 
de  S.  Or,  si  la  droite  MM'  passe  par  [x,  les  paramètres  X 
et  X'  sont  liés  entre  eux  par  une  relation  hooiographique 
involuiive  ou,  ce  qui  revient  au  même,  u  et  c  par  une 
relation  linéaire;  les  coordonnées  do  P  sont,  par  suite, 
des  fonctions  rationnelles  du  sei^ond  degré  d'un  seul 
paramètre,  et  il  décrit  donc  une  conique.  A  l'ensemble 
des  points  [A  et  ji'  correspond  donc  une  section  plane 
qui  se  décompose  en  deux  coniques. 

On  peut  choisir  arbitrairement  le  point  [x,  c'est-à-dire 
U  relation  involutive  entre  X  et  X';  le  point  [a'  est  alors 
bien  déGiii,  en  général.  Si  l'on  suppose  le  point  [jl  sur 
la  conique  Û,  il  lui  correspond  de  même  une  conique 
de  la  surface  :  nous  verrons  tout  à  l'heure  à  quoi  elle 
est  assujettie. 

Dans  toute  transformation  du  second  ordre,  il  existe, 
comme  on  sait,  quatre  points  qui  coïncident  avec  leurs 
réciproques  ;  à  ces  couples  doubliîs  correspondent  quatre 
plans  Ungents  à  S  en  tous  les  points  d'une  même  co- 
nique. 

Les  points  du  rencontre  des  cdtés  opposés  du  qua- 
draligle    formé    par  ces  quatre  points  sont  tels  que  le 
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conjugué  de  cliacun  d'eux  est  iiidëtuniiiiK;  sur  la  droite 
qui  joint  les  deux  auti-es  :  soient  «,  p,  y  ces  |>oint5,  a 
a' un  point  quelcoii(|ue  de  la  droite  Py.  A  l'ensemble  sa' 
correspond  une  section  plane  de  S,  et,  quand  tl'  déeril 
p^  on  obtient  ainsi  diverses  sections  planes  ayant  une 
partie  commune  qni  correspond  au  point  a  :  celte  partie 
commune  ne  peut  être  qu'une  droite,  qui  est  une  ligne 
double  de  la  surface,  puisque  tout  plan  passant  par  cette 
droite  ne  coupe  en  outre  S  que  suivant  une  conique, 
Ainsi,  aux  points  a,  p,  y  correspondent  trois  droitei 
doubles  de  la  surface  :  elles  forment  les  ar-Êles  d'un 
Irièdi-e  dont  les  faces  correspondent  aux  couples  (a,  ^), 
(P,  y)  et  (y,  et).  Le  point  commun  à  ces  trois  droites 
est  un  point  triple  de  S. 

Les  tangimtes  menées  de  a  aux  diverses  coniques  f 
forment  évidemment  une  involuiion,  puisque,  d'après 
leui*  définition  même,  ces  coniques  doivent  être  coq- 
juguéus  à  deux  droites  Gxes  issues  de  a.;  par  suite,  toutes 
les  coniques  T  tangentes  à  une  même  droite  issue  de  b, 
le  sei'unt  à  une  seconde;  or,  à  ces  coniques  correspon- 
dent sur  S  dos  sections  planes  assujetties  seulement  * 
passer  par  iin  ceitain  j>oînt  de  la  droite  double  A;  <e 
point  coiTcspond  donc  à  deux  cordes  distinctes  issues 
de  a:  c'est  pourquoi  il  est  double.  De  même,  le  point 
triple  correspond  aux  trois  couples  de  points  interceptés 
sur  la  conique  Ù  par  les  côtés  du  triangle  a^y. 

On  peut  «infin  remar(|uer  que  deux  coniques  quel- 
conques de  S  ont  un  point  coniiiiiin;  il  correspond  à  la 
coi-de  de  Û  qui  passe  par  les  deux  points  auxquels  cor- 
respondent ces  coniques. 

Si  les  points  M  et  M'  décrivcni  Q  en  restant  confon- 
dus, le  point  P  décrit  sur  S  une  courbe  gauche  du  qua- 
trième degré,  E  ;  en  ell'et,  la  conique  Q  et  une  quelconque 
des  coniques  F  ont  quatre  tangentes  communes,  aux- 
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quelles  oorresponJoiit  quatre  points  d'un  m^inv  plan 
situés  sur  celte  courbe.  Si  la  conique  F  touclie  û,  deux 
de  ces  tangentes  cominnnes  se  confondent,  et  par  suite 
aussi  deux  des  points  où  le  plan  Q  coupe  la  courbe 
gauche.  Si,  en  paiticulier,  F  se  décompose  en  deux 
points,  dont  l'un  est  sur  Q ,  ta  conique  correspondant  a 
ce  dernier  est  tangente  à  la  courbe  E.  Celle-ci  est  donc 
bitangente  aux  plans  de  coordonnées  et  au  plan  de  l'in- 
fini. 

Si  r  est  bitangente  à  Û,  la  relation  entre  X  et  ).'  su  ré- 
duit, comme  on  sait,  à  une  relation  lioniograp bique  :  à 
ce  cas  correspond  la  section  de  S  par  un  plan  bitangent 
à  E. 


ÏRinÉ  DE  Géométrie,  par  C.  Guichard,  professeur 
R  l'Université  de  Cleriuont.  Première  Partie  :  Géomé- 
trie PLANR  ET  Géométhib  dans  l'bspack. 

Le  Traité  de  Géométrie  de  M.  Guichard  se  distingue  des 
Ouvrages  analogues  par  plusieurs  innovations  qui  ne  peuvent 
avoir  qu'une  heureuse  inQuence  sur  l'enseignement  élémeD- 
laire  de  cette  partie  fondamentale  de  la   science  de  l'étendue. 

La  Géométrie  est  par  excellence  la  science  de  la  logique,  et 
son  élude  a  surtout  pour  but  de  donner  aux  élèves  le  souci  de 
la  précision  dans  les  définitions  et  de  la  rigueur  dans  les  rai- 
sonnements. L'une  des  idées  qui  ont  inspiré  l'Auteur  du  Traité 
actuel  est  la  nécessité  de  mettre  en  garde  les  débutants  contre 
deux  tendances  également  fâcheuses  :  la  première  consiste  â 
admettre  a  priori  l'existence  de  figures  possédant  des  pro- 
priétés données,  la  seconde  à  déduire  de  la  seule  inspection 
de  figures  plus  ou  moins  exactes  les  propriétés  de  ces  figures, 
sans  les  faire  découler  logiquement  des  définitions.  C'est  parce 
que  l'Analyse  a  su  s'affrancltir  de  ces  tendances  relativement  à 
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la  rc|)rûsentalion  gooiné  trique  îles  Tonctions  qu'elle  esEarrîté^ 
au  dcgri^  de  rigueur  qu'on  lui  connail. 

On  ne  peul  donc  qu'approuver  M.  Guicliartl  <i'insisLersui 
CCS  pointa  fondamentaux.  En  ce  qui  concerne  le  premier,  i) 
indique  lui-mërnc  dans  sa  préface  qu'il  faut  constamment  rap- 
peler aux  élèves  cette  règle  de  logique  :  chaque  fois  qu'nn 
donne  une  définition,  il  faut  montrer  qu'il  existe  une  figure 
possédant  les  propriétés  indiquées. 

En  ce  qui  concerne  le  second,  il  s'attache  à  tout  déduire  des 
définitions,  au  risque  d'introduire  quelques  longueurs:  les  pro- 
fesseurs, aussi  bien  que  tes  élèves,  n'auront  qu'à  gagner,  à  cf 
point  de  vue,  à  la  lecture  des  Chapitres  relatifs  aux  polygoaef, 
aux  polyèdres  et  aux  propriétés  des  points  intérieurs  et  eJ.li- 
rienrs  à  ces  ligures,  pour  ne  citer  qu'un  exemple  entre  plu- 
Une  autre  innovation  est  apportée  dans  la  définition  <I( 
l'aire  intérieure  à  une  ligne  plane  fermée,  et  du  volume  inif- 
rieur  à  une  surface;  tous  ceux  qui  ont  rédéchi  à  ces  notion! 
savent  que  le  Calcul  intégral  est  seul  capable  d'en  donner  usf 
définition  précise;  l'Auteur  n'a  pas  reculé  devant  les  difflcal- 
tés  qu'il  y  a  à  présenter  ces  notions  aux  élèves  dans  un  ensei- 
gnement élémentaire;  les  définitions  d'aire  et  de  volume  y 
gagnent  ainsi  en  unité  et  en  précision. 

Les  qualités  de  clarté  et  de  précision  qui  distinguent  le 
Traite  actuel  lui  assurent  une  large  place  parmi  les  Ouvrages 
d'enseignement  et  font  désirer  l'apparition  prochaine  des  coai- 
pléments  annoncés  par  l'Auteur.  H.  Vogt- 


3-  série.  Tome  XVIII,  1899,  Lignes  arithmétiques,  par  M.  G.  Tartj  ■■ 
Page  i5a,  la  Gg.  i  doit  être  placée  à  la  page  t55,  à  câté  de  la  flK'  '' 


Page  166,  ligne  ;,  au  lieu  de  =?,  lUes  jr- 
Page  16G,  ligne  n,  au  lieu  de  somme,  liiei  n 
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SUR  L'BQUnieN  D'BULEI  : 

Pa»  m.  e.  lacouk, 

Professeur  adjoint  i  l'Univerailé  dr  Naorv. 


1.  Expliquons  d'abord  sur  un  cixumplu  simple  la 
méthode  qui  tara  employée  pour  l'équation  d'Euler. 

Considérons  un  cercle  rapporlé  à  deux  diamèii-es  rec- 
tangulaires Ox,  Oy;  un  point  M  de  ce  cercle  est  défini 
par  l'angle  »  que  fait  le  rayon  OM  avec  Ox,  ou  encore 
par  la  valeur  du  paramètre  l  =  tang  ■'-•  Prenons  sur  le 
cercle  deux  points  M  et  M, ,  con-espondani  à  des  angles  <s 
et  »,  et  à  des  valeurs  t  et  t,  du  paramètre  t,  puis  écri- 
vons que  la  droite  MM|  est  tangente  à  un  cercle  ayant 
pour  centre  le  point  O  et  pour  rayon  une  longueur 
arbitraire  p. 

La  relation  entre  t  et  /,  ainsi  obtenue  est  évidemment 
équivalente  à  la  suivante  : 


a  étant  une  constante  convenablement  clioisic;  elle  doit 
donc  conduire,  quand  on  la  difierentie,  à  l'équation 
différentielle 


et,  i-omnie  l'équation  finie  entre  l  et  t,  contient  une 

constante  arbitraire,   p,   c'est   l'intégrale  générale  de 

l'équation  difTérentielle  du    premier  ordre  considérée, 

Ann.  de  /Hatkimat.,  3-ï«ri«,i.  XVIII.(  Juillet  189g.)  19 
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La  vérilicatiou  de  ces  résul lais  est  itnniédute.  L'écju»- 
lion  de  la  droile  MM,  est  : 

x(r-«,)+^(' +  '.)  =  '  +  //„ 
si   l'on  suppose  quu   le  layoïi  du  cercle  donné  a  éié 
pris  pour  unité.  La  condition  pour  que  celte  droile  loit 
tangente  n  un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  p  est 

(I  —  ff|)'-F(f-i-/il'    ^    ± 


Elle 


peut; 


ei  elle  donne,  par  dill'ércntialioii, 

On  a  donc  ainsi  une  méthode  géométrique  pour  iuié- 
grer  l'équation  difTérentielle 


2.  Considérons  maintenant  la  conique  (S)  délinir 
par  les  équations 

(S)  X  =  x*,        Y  =  ar,        (V'  — jX  =o), 

où  X  désigne  un  paramètre  variable,  et  écrivons  que  U 
droite  joignant  les  points  M  et  M,  de  cette  conique  m 
tangente  à  une  conique  ûxc  (S) 
(S)     a«'  +  aVt  +  a'w»-i-i6piv-+.a6'ivm-3  6"«i'  =  o. 

On  trouve  ainsi  une  équation  doublement  quadra- 
tique et  symétrique  entre  les  paramètres  or  et  x,  des 
|K>ints  M  et  M*. 
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Le  premier  membre  de  celle  équation,  oitloiiDÛ  suc- 
cesaivemeul  par  rapport  à  x^  et  par  rapport  à  x,  peut 

\'(T,  a^i)=  Aa^î-1-aBj-, -i-C3iA,a-'-i-aB,a^-KC,  =«: 
A  ,    B,    C  sont  des  fonctions  quadratiques  de  x^  et  A|, 
B|,  C,  tes  mêmes  fonctions  de  :c, . 

Si  l'on  dilTéreutie  cette  équation,  on  trouve 

puis,  en  tenant  compte  de  la  relation  entre  x  et  Xt , 


»/  Bî  -  A,  C,  rfj7  +  /  B"  -  A  C  rfj-,  =  0; 

enlin,  en  posant 

^{x)  =  B»  — AC, 
on  ti-ouve 

Le  polynôme  4'('i^)  est  du  quatrième  degré  en  x  et 
l'on  passe  du  premier  terme  au  second  en  remplaçant  x 
par  X,. 

Cette  équation  dillërenlielle  du  premier  ordre  se 
nomme  une  étfiuttion  d'Euler  et  l'on  voit  que,  la  co- 
nique (S)  étant  donnée,  une  conique  (S)  conduit  à  une 
intégrale  particulière  d'nne  équation  d'Euler  déitnie  par 
le  polynôme 

T{i,  =  B'— AC. 

3.   Cela  posé,  la  question  à  résoudre  est  la  suivante  : 
Le  polynôme  V(x)  étant  donné,  savoir 

>r(a^)  =  (iax'--\-  iaiX*-y-  eaji'-t-  ^a^x  -i-  ai,, 

et  la  conique  (S)  étant  définie  comme  plus  haut,  déter- 
miner la  conique  enveloppe  (2)  de  façon  que  l'équation 
d'Euler  correspondant  à  (S)  soit  précisément 
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On  va  voir  quir  le  proLléme  aiitsi  posé  est  possible  ei 
que  ia  solution  dépend  d'une  constante  arbitraire. 

Pour  cela,  il  suffit  d 'in  1er  prêter  géoinétriquemcnt 
l'équalion 

Cette  équation,  du  quatrième  degré  en  :t,  donne  les 
valeurs  de  x  pour  chacune  desquelles  les  deux  valeurs 
correspondantes  de  x,  sont  confondues,  c'est-à-dire 
elle  détermine  les  points  de  (S)  tels  que  les  deux  tan- 
gentes menées  de  t'uit  de  ces  points  à  la  conique  iZ) 
sont  confondus  ou  enfin  les  points  où  (S)  est  reiicoHirée 
par  (S). 

Quand  W(x)  est  donné,  la  conique  (2)  eU  assujeUie 
à  la  condition  de  couper  (S)  aux  quatre  points  dé/înis 
par  l'équation 

■  ^{3!)  =  aoX^ -\-  ia,3:*-h  6ai3:'  -i-  .'ia,r  +  ai  =  o. 

On  li'ouve  facilement  (')  que  l'équalion  générale  des 
coniques  (£)  satisfaisant  à  cette  condition  est 

ai,X»-t-aa,XY4-a,y'-i-i«,X-+-aa,Y+«i-)-X(Y»-  4X)=o. 

La  conique  (S)  étant  ainsi  déterminée,  pour  avoir 
l'équation  biquadratique  entre  :c  et  j:,  ,  il  faut  prendre 
l'équation  tangeulielle  de  (11)  et  écrire  que  cette  équi- 
tion  tangeiitïelle  est  vérifiée  par  les  coordonnées  de  1» 
droite 

X \   +-  .rr,  —  11 


qui  joint  les  points  de  paramètres  x  e 


I')  Voir   Jtepréien talion   géométrique    dei    ce 
rme  biquadratique  (Nouvelle»  Annales,  p.  3V  ; 
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On  trouve  d«  itiîiie  façon  1' 


equ 


cjui  uoDlient  une  constante  arltîlraire  X.  C'est  l'intégrale 
générale  de  l'cqualioii  diÛëreniielle  donnée,  savoir 

T(a-)^  (i,^*-(-4aia:'-^6ai^>  +  .iaja!-i-at. 

Celle  forme  d'intégrale  a  éié  donnée  par  Slïeljes 
{Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  année  1888, 
p.  2aa).  Si  l'on  développe  le  déterminant  et  si  l'on 
cherche  à  mettre  en  évidence  des  invariants  et  des  cova- 
riants   du    polynôme    du    c|ualriènie    degré    ^''(■r),    on 

{^S  — A>)(:r— ^)'+lVj-(-Hi=o. 
Dans  cette  équation,  S  désigne  l'invariant 

'I'^  est  une  [wlaire  de  T(iar),  savoir 

((  désignant  la  vaiiable  d'homogénéité),  H^  se  déduit 
duHessien  H(x)  comme  11^;^  se  déduit  de  V{j;)ct 

ll{j7)  -  {a^a,—  a\)x^'^  1(000,— rti(i,)j^> 
+  (o„ni  +  -*aia,— 3ai)a7« 
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(.»9«  ) 
4.  Le  discriminant  de  (1) 


développé  est 


-(  li*— S>i  — T), 


S  etX  désignant  les  invariants  de  li'(x);  c'est  le  pre- 
mier membre  de  Véçuation  canonisante  relatÎTC  au 
polynôme  da  quatrième  degré  %*(x).  Qaand  X  annnle 
ce  discriminant,  laconique  (S)  correspondante  se  réduit 
à  deux  droites  ;  le  premier  membre  de  son  équation  tan- 
geiitielle  est  le  carré  <Iu  premier  membre  de  l'équation 
Langentielle  du  point  double. 

Donc  quand  ),  est  racine  de  t'é^ualion  canonisante 


4>.'- 


SX  — T=o 


le  premier  membre  de  l'équation  biquadratique  en  -r 
et  y  devient  le  carré  d'une  expression  bitinéaire  en  x 
et  y.  I,a  relation  considérée  est  alors 


S.  Cas  particulier  oii  W  {x)  ^  ^x*  —  ^'j  x  - 
II  suffit  dans  les  résultats  précédents  de  faire 


l'équation  canonisante  devient 

L'intégrale  générale  de  l'équatiou  d'Kuler  uorrcspoti- 
danle 

djr  _  il  y 
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st 

Désignons  par  e,,  «),  es  les  racines  de   rûquation 


Lors<]Ue  l'on  remplace,  dans  la  relation  bitjuadralique 
entre  x  et  j',  X  par  l'une  de  ces  racines,  e,  par  exemple, 
nous  savons  <|ue  le  premier  membre  devient  le  carré 
d'nnu  fonction  bilinéaire  de  x  et  de  j'.  En  développant 
les  calculs  dans  ce  cas  particulier  et  m  tenant  compte 
de  l'identité 

4X'-^,l-5-,^i(X-e,)(X-«i>(X-e,1, 

on  trouve  que  la  relation  bilinéaire  entre  x  et  y,  qui 
correspond  à  X  =;  «, ,  est 

(a:  —  e,  ){^  -  e,  )  =  («i  —  c,)(e,  -  e,  ). 

6.  La  relation  btquadralique  entre  x  et  y,  qui  con- 
tient au  second  degré  la  constante  X,  peut  être  consi- 
dérée comme  nue  l'ormule  d'addition  pour  la  fonction 
p{u;  g3,gj)donL  les  invariants  gs  et^j  sont  liés  d'une 
manière  couvenable  aux  invariants  du  polj'uome  biqua- 
dratique  *'(x). 

Dans  le  cas  particulier  considéré  au  n"  5,  si  l'on  pose 

l'équation  du  deuxième  degré  en  \ 

X'(-^-j')'-H>-'i'-;+n(..-,^) 

admet  comme  racine 

Piu-u,)        ei        />(«  +  «,): 
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on  ]v  vérifie  immédiatement  eu  se  reportant  aux  for- 
mules qui  donnent 

/)(«— Ui)-(-p(n-mi)        et        /.(u  — (t,  )/»(«  +  «,  I. 

Dans  le  cas  général,  si  l'on  relie  les  invariants  de  la 
fonction  elliptique  aux  invariants  S  et  T  de  V(x)  par 
les  égal i lés 

où  T  désigne  nn  facteur  de  proportionnalité,  et  si  l'on 
définit  un  argument  v  par  les  égalités 

enfin  si  l'on  fait  correspondre  â  x  un  argument  uel'ay 
un  argument  u,  par  les  formules 


/o,  ■^    pa—pv 

les  racines  de  l'étjuatiou  du  second  degré  en  X  sont 

lp(u-u,)  fl  ±p(,t  +  U,->-v). 

Ces  résultais  se  rattachent  de  très  près  à  l'Inversion  A^ 
l'intégrale  elliptique 

nous  reiiverrous  pour  leur  démonstration  dans  le  cas 
général  au  Traité  /tes  Jonctions  elliptrqutrs  d'Haï |)Ii en, 
a'  Volume,  pages  356  et  36o. 
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[ASgl 

UNim  DBS  uam%  vim  équition 

V  AYANT  QUB  DBS  RACINBS  RÉELLES  ; 

Pm  M.  Antoine  PLKSKOT, 
Profi'sseur  â  l'Écnlc  royale  de  Pliefi  (  Itohc'mi;  ). 


Noua  nous  proposons  de  montrer  dans  celte  Note 
comment,  à  l'aide  de  la  théorie  des  maxitna  ei  des  mi- 
nima,  on  peut  déterminer  les  limites  des  racines  d'une 
équation  qui  n'a  que  dt-s  racines  réelles. 

Soit 

une  ëqualion  n'ayant  que  des  racines  réelles. 

Désignons  la  somme  des  ^'^'"<''  puissances  des  racines 
X|,X3,Xj,  . ..,  Xflde  celte  équation  par  s/,,  de  sorte  que 


.  On  sait  que  i/,  peut  s'exprimer  rationnellement  en 
fonction  des  coefficients  a, ,  a^,  . .  .,  a„. 

Considérons  maintenant  n  —  -a  racines,  à  savoir  ^^, 
Xj,  ...,Xn-i,  comme  des  variables  indépendantes,  et 
considérons  par  contre  lus  deux  restantes  Xt  et  x,, 
comme  fondions  des  autres,  délinies  par  les  deux  équa- 

dans  lesquelles  f  ■  et  s^n  sont  des  constantes  données. 

Nous  allons  chercher  à  trouver  le  système  du  valeurs 
'le  x-i,  ..,,  x„_,  pour  lesquelles  la  ionciion  de  j"h  ainsi 
ilélinie  devient  un  niaxinmm  ou  un  minimum. 
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En  (tlTectuanl  la  difrérenliation.  on  aura 
djr,  -!-  (/j,  +  rfjj  -I- . . .  -^  dT„  =  o. 

relalîons  d'où  l'on  déduit,  en  éliminant  //xi, 

j  (£r,(.r|*-'  — j-^*-')-+-rfj-,(i-l*-i  — i-î'-M-H... 

i  +rfj,(i-«*-'-j-î*-i)=«. 

On  a  donc,  pour  l«  système  spécial  de  valeurs  de  J], 
Xg,  ...,Xn^i  dans  lequel  x^  devient  soit  un  maximiim 
soit  un  minimum,  les  équations  suivantes  : 

ou,  puisqu'il  s'agit  Je  valeurs  réelles,  les  équaiions 

(f)  X,  =  .r,  ^x,  =...  =  x„_i. 

On  doit  joindre  ces  n  —  a  équaiions  aux  deux  équa- 
tions (3)  ponr  déterminer  les  quantités  encore  incon- 
nues Xi  (Il  x„  ;  de  là  suit  le  système 

dont  on  peut  lout  de  suite  tirer  les  quantités  .r,  et  x,.  ' 
Il  i-esle  encore  à  montrer  quand  x„  devient  le  maxi- 
mum et  quand  il  devient  le  minimum.  Pour  cela  déter- 
minons d^Xa. 

Si  rondifl'ércnlîe  (3),  on  aura 

-i- (-jX- -  1)  ^  (j^î*-' rf^„- a'f*-' rf>,)  rfr..  =  o. 
Mais,  pour  le  système  spécial  .r, ,   . . . ,  x,„  on  a 
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et,  si  Von  se  sert  dus  équalîonx  {■;),  oti  aura  tout  d'a- 
bord r«(]uatioii 

Or,  à  cause  dt;  l'équalion 
notre  lésulial  doit  prendre  la  forme 


Le  numérateur  du  second  membre  est  toujoui 
(/**„  devient  donc  positif  quand 


(!Sl  négatif,  el  il  devieut  négatif  quand 

L-sL  positif. 

Il  s'eosuit  que  x„  a  la  plus  grande  valeur  quand 
x„  ^  X,  et  [a  plus  petite  quand  Xn  <  x, . 

La  résolution  de  l'équation  (8)  nous  donne  deux  sys- 
tèmes de  valeurs  des  quantités  x,  et  Xa,  comme  il  va 
être  démontré.  Pour  le  premier  système  un  a  x„  >■  X|, 
cl  alors  x„  est  la  racine  la  plus  grande,  puisque  toutes 
les  autres  égalent  x,  \  pour  la  deuxième  on  a  jr„  ■<  ^r, , 
el  alors  x»  est  la  plus  petite  racine. 

Il  nous  reste  encore  à  tirer  du  système  (5)  les  valeurs 
de  jr,  et  de  x„.  Le  syslcme  aura  une  forme  bien  simple 
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Transfumioiis  dom-  l'<i<|ualîoii  (i)  uit  faîiiaiil  la  sub< 
stitulion 

Elle  deviendra 

Désignons  mainlenaiii  la  soiiiiiie  des  j>uîs5ances  A  tlrs 
racines  du  celle  équatiun  par  9-»,  le  syslème  (S)  se  Irans- 
formcia  en 

(n  — 1)^,     +^,    =a, 

parée  (|iie  a,  =  u. 

Il  résulte  de  ces  équations 


("-01'  +  («  +  0'*-'l 

La  valeur yn  est  donc  positive  pour  le  signe  supérieur 
cl  négative  pour  le  sifi;ne  inférieur. 

La  valeur  positive  dey„  fait  atteindre  ny^  son  maxi- 
mum et  la  valeur  négative  son  minimum. 

I<a  valeur  la  plus  grande  et  U  ]>lus  petile  que  x^ 
puisse  atteindre  sont  donc 


Ï-'-'^v/Ît^ 


.,i.+(«-g'*-' 


L<!  signe  supérieur  correspond  au  maximum  elle  signe 
inférieur  au  minimum. 

*3*  peut  aussi  s'exprimer  jiar.îa*.  On  a  les  équations 
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do  m: 

Ëii  introduisaiit  les  valeurs  si,,  les  limites  des  ravines 
<Ie  l'ëquation  (i)  prennent  (loue,  pour  la  limite  itifé- 
rieure,  la  forme 


-^-w^ 


-'(■-<<-)iOi»u-.+/t"-'(-^A).aî*u_, 


pour  ta  limite  supérieure, 


-"'  I  "~'i  /"'*^'*+"'*~'<'^^)'''i*tt-i-^«"''ia/-)taî«n-»- 
»         n     y  [,  +  („_0'*-'](''-'J 

Dans  le  cas  spécial  oii  A  =:  i ,  un  aura  les  limiiita 


-ï^—v/'H 


qui,  si  au  lieu  de  s,  on  écrit  a,  K\.à\  —  liai  '■<>  lieu  de .f], 
prennent  les  formes  connues 


Note.  —  L'auteur  a  publia  une  autre  mélhoJe  ékmcntalre  qui 
aboutit  aux  mêmes  limites,  dans  ries  Complet  rendus  (Sitsungtbe- 
richte)  do  U  Société  royale  des  Sciences,  à  Prague,  en  1897. 
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[P21 

SUR  L'HONOGRAPHiE  ET  U  BIAUTB 
APPLIOilÉES  A(l\  PROPRIÉTÉS  MÉTRIQUES  W  L'ESPACE  ('); 

pAa  M.  I..  RIPERT. 


I.  —  GkoMRTRIR  AITOUR   Dt   POINT. 
Préfiminaires. 

1.  Les  prucédés  de  passage  de  la  Géométrie  ptinc 
(dans  un  plan  S)  à  la  (îéumétrie  autour  d'un  |>oi»l  S 
a^ant  été  indiqués,  pour  les  propriétés  projeclives,  daiu 
nu  précédeutarticle(iVouc<?//e.f  .^/inâ/(7f,  1898;  p.  44^^ 
il  suflira  de  donner  ci-après  un  nombre  de  définitions 
suflisant  pour  moutrer  que  leur  application  aux  pro- 
priétés mélriifues  n'ollre  aucune  difGcullé. 

Pour  faciliter  la  comparaison,  j'emploierai  tes  mêmes 
numéros  d'ordre  que  dans  l'article  relatif  aux  propriétés 
métriques  planes  (1898,  p.  446);  je  conserverai,  e" 
outre,  les  mêmes  notations.  Il  doit  être  entendu,  sans 
qu'il  soit  besoin  d'en  faire  mention  dans  le*  énoncés, 
que,  de  même  que,  dans  la  géométrie  du  plan  S,  tous 
les  éléments  sont  dans  S,  dans  la  géométrie  autour  du 
point  S,  tous  les  éléments  considérés  passent  par  S.  En 
Géométrie  plane  dans  S,  il  n'y  a  que  des  jKtinls  et  des 
droites,  le  seul  plan  déterminé  étant  S;  de  même,  dans 
la  géométrie  autour  de  S,  il  n'y  a  que  des  plans  et  des 
droites,  le  seul  point  déterminé  étant  S. 


(')  Voir  Nouvelles  Annales,  \ 
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%  Les  bases,  indépendammenl  du  théorème  de 
Chasies,  sur  l'iiivariaDcc  du  rapport  anharmoniijue, 
sonl:  1°  une  droite  n,  inlersectionde  deux  plans  CxesN, 
et  N,,  arbitra  n'émeut  choisis  (r  ou  i)  et  détenniiiaut 
touiR  une  famille  de  cônes  (du  2*  dtigré)  homoiangents 
(c'esl-B-dire  astreints  à  toucher  N,,  Nj);  2"  et  corréla- 
tivement, un  plan  N,  jonction  de  deux  droites  Hxes  /i) 
et  la,  arbitrairement  choisies  (/-  ou  1)  et  qui  déter- 
minent toute  une  Tamille  de  cônes  homolinéatres  (c'est- 
à-dire  astreints  à  avoir  pour  génératrices  n,  et  fij}  (  '  ). 

Un  cane  homotangent  est  détermina  par  la  donné*! 
du  plan  polaire  de  n  et  d'un  plan  tangent,  ou  euoorede 
trois  plans  tangents.  Un  cône  homolinéaitv  est  déter- 
miné par  la  donnée  de  la  polaire  du  plan  N  et  d'une  gé- 
nératrice, ou  encore  de  trois  génératrices. 

Dièdre  anharmonique  de  deux  plani. 

3,  4.  Etant  donnée  une  droite  d,  par  laquelle  ou 
mène  deux  plans  A  et  B  et  que  l'on  joint  à  n  par  un 
plan  N^,  on  considère,  dans  la  famille  de  cônes  lionio- 
tangents  (N|,  N]),  un  cône  F  qui  sera  dit  cône-unité, 
ayant  pour  plan  polaire  de  n  un  plan  arbitraire  Q;  soït  E 
un  plant  tangent  à  T  mené  par  la  droite  QM^-  On  joint 
les  droites  QA  et  n  |>ar  un  plan  J,  qui  coupe  E  suivant 
la  droite  JE,  que  l'on  joint  à  d  par  le  plan  D.  Le  rap- 
port anbarnionique(ABDN,{)  sera  dit  le  dièdre  an/iar- 
monique  des  deux  plans  A  et  B  (les  mots  :  par  rapport 
à  n  et  au  cône-unité  F  étant  sous-entendus). 

ti.  Si  la  _fig.  2  bis  qui  résulterait  de  celle  construc- 
truction  est  la  coirélativede  ^»Jîg-  2  (5),  tous  rapports 

(  '  )  Le  mol  homoponctuel  serait  impropre,  puîtquc  lu  géométrie 
autour  de  S  ii«  comporte  pas  de  points. 
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an  harmoniques  coirélalits  élaiit  égaux,  loule  relation 
entre  des  longueurs  anliarmonii/ues,  exprimant  une 
propriété  de  la  fîg.  %,  subsistera  entre  tes  dièdra 
anharmoniques  corrélatifs  de  2  bis  et  exprimera  une 
propriété  corrélative  de  cette  dernière Jigure. 

6.  applications.  —  i"  Un  cône  homoiangenl. 
avant  O  pour  polaire  de  'i  est  l'enveloppe  des  plans  M 
tels  (jue  le  drièdre  an liarino nique  (O,  M)  soit  constant: 
la  valeur  consianle  de  ee  dièdre  sera  dite  le  dièdre 
anharnionitfue  du  cône'liomotangeiit. 

a"  Un  cône  non-ltomotangent  C  est  l'enveloppe  dts 
plans  M  tels  que  la  somme  ou  dillëreiice  de  leurs 
ditidres  anbarmoniques  avec  deus  plans  iixes  F  et  F, 
(jui  seront  dits  plans  focaux  du  cône  (par  rapport  an), 
soit  égale  à  la  valeur  an  harmonique  2a  du  dièdre 
focal  (S,  S'),  déterminé  par  V,  F',  c'est  à-dire  du 
dièdre  formé  par  les  plans  tangents  à  C  menés  par  FF'. 

Le  plan  polaire  O  de  n  est  le  conjugué  harmonique 
du  plan  K  de  jonctiou  de  n  cl  FF',  soîl  par  rapport  au 
<K>uple  (F,  F'),  soit  par  rapport  au  couple  (S,  S').  En 
désignant  par  K  et  H'  les  plans  tangents  menés  à  C  par 
la  droite  d'iiitersi-ction  de  O  et  du  plan  L  passant  par  n 
qui  est  conjugué  de  K  par  rapport  au  cône-unité  F,  Us 
dîAdres  anharmoniques  (O,  S)  et  (O,  S')  ou  a.  (O,  R) 
et  (O,  R')  ou  A,  (O,  F)  et  (O,  F')  ou  c,  sont  respecii- 
vement  égaux,  avec  la  relation  a'^6'  =  c'.  Les  po- 
laires de  F  et  P  par  rapport  A  C  sont  les  directrices 
(par  rapport  à  n)  correspondant  aux  plans  focaux,  clc- 

Angle  anhannonique  de  deux  droites  {par  rapport  à  S)- 

7.  Etant  donné  un  plan  D,  jonction  de  deuï 
droites  a  et  b,  et  qnî  coupe  le  plan  fondamental  ^~  sni- 
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vant  uni!  droite  nu,  on  considère,  dans  la  J'aiiiillt^  de 
cônes  liomolinéaires  (ni,  n^),  un  côue  y,  (|U)  aura  dit 
cône-uiiilé,  ayant  pour  polaire  de  N  une  droite  arbi- 
traire gj  soit  e  une  génératrice  de  y  située  dans  le 
plan  f/ip.  Oh  mène  le  plan  ^n,  coupant  le  plan  N  sui- 
vant une  droite  y  qui,  jointe  à  c,  donne  le  plan  je,  cou- 
pant D  suivant  une  droite  d.  Le  rapport  anliarmonique 
{abdriu) sera d'ilV angle anharmonit/iie dvsâaux  droites  a 
et  fi  (les  mots  :  par  rapport  à  N  et  au  cdne-uniLé  y  étant 
50  us -en  tendus). 

8.  Si  la  Jig.  3  his  i|ui  résulterait  de  celle  con- 
struelion  est  la  corrélative  de  la  Jlg.  3  (7),  toute  rela- 
tion entre  des  angles  anharmoniqiiex  {du  plan  S), 
exprimant  une  propriété  de  la  Jig.  3,  subsistera  entre 
tes  angles  anluinnoniques  corrélatifs  (autour  du 
point  S)  de  la  Jig.  3  bis,  et  exprimera  une  propriété 
corrélative  de  celte  dernière  Jiguro . 

9.  Applications,  —  i"  Un  cône  linmolînéaire  ayant  o 
pour  polaire  de  N  est  le  lieu  des  droites  nt  telles  que 
l'angle  anliarnionique  (o,  ni)  soit  constant.  Celte  valeur 
constante  sera  dite  Vangle  anharmoniçae  du  cône 
liomolinéaire. 

a"  Un  cône  non  liomolinéaire  c  est  le  lieu  des 
droites  m  telles  que  la  somme  ou  différence  de  leurs 
angles  anharmonîques  avec  deux  droites  fixes /et/', 
qui  seront  dites /ocn/ej  du  cône  (par  rapport  à  N)  soit 
égale  à  la  valeur  anliarinoniqueaAderiin^/(,'/bca/(f,y), 
j'onné  par  les  deux  génératrices  d'inlcrscctlon  de  c  avec 
le  pian  de  Jonction  de/et/',  etc. 

Laissons  au  lecteur  le  soin  de  traduire  les  numéros 
suivants  : 

Aan.de  Miilliémal.,  :i- série,!.  XVIIl.  (Juillot  iSi^.)  -iO 
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10,  11,  là.  Angle  anliarmonîque  (par  rapport  à  n) 
d'un  plan  et  d'une  droite. 

13,  14.  Aiigle  anharmoDi(]ue(parrapport  À  K)d'uDr 
droite  et  d'un  plan. 

15  à  18.  Division  anhannoiiiquR  des  diédi'es  (de 
plans)  et  des  angles  (de  droites).  Plan  central  anharmo- 
nique  duo  dièdre  (par  rapport  an);  sou  axe  anharmo- 
nique  (par  rapport  à  N). 

19,20,21.  Plans  conjugués  anliarmonîques  (par  rap- 
port à  «  )  et  droites  conjuguées  au  harmoniques  (par  rap- 
port â  N). 

22,  23,  2i.  Elémenls  anharmoniques  des  dtèdrps<i 
des  angles  de  droites. 

2o  à  28.  Bissectrices  anliarnioniques  (par  rapport 
à  n)  et  plans  bissecteurs  anharmoniques  (par  rapport 
à  N).  Coiics  lioniotangents  circonscrit  et  ex-circoii- 
scrit;  cùnes  honiolinéaires  inscrit  et  ex-inscrils,  etc. 

Produits  et  sommet  ankarmoniquet. 

29.  J'appellerai  produit  anfutt-moniçue  S  (ptu-  rap- 
port à  n)  d'un  triédie,  le  produit  du  dièdre  aubarmo- 
uique  d'une  arête  (c'est-à-diru  des  deux  faces  qui  U 
déterminent)  par  la  moitié  du  dièdre  anliarmoiiique 
(11  bis)  de  cette  arête  avec  la  face  opposée. 

Corrélativement,  j'appellerai  z^'Off Mit  a»/j(if'fno/tifHcS 
(par  rapport  ôN)  d'un  iriédrc  le  produit  de  l'augle 
anharmonique  d'une  face  (c'esl-à-dîre  des  deux  ai'ftes 
qui  la  déterminent)  par  la  moitié  de  l'angle  anharmo- 
nique (13  bis)  de  celle  face  avec  l'ai-éle  opposée. 
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30.  a,  h,  <-  <'-lant  les  .lièdivs  aiiliarn.oiu.|i«^s  dis 
arêtes  et  A,  B,  C  les  angles  anharmoniques  des  facts,  on 
peut  donner  à  2/>  =  a  -(-  t  +  c  et  aP  =  A  +  B  4-  C  les 
nnmsde  sommes  anhaniionique.s  iin  lru-dre(  par  rapport 
n  ^  ou  N). 

31,  'H.  II  est  alors  facile  d'interpréter,  poui-  le 
trièdre,  des  formules  telles  qui; 


Enfin  il  n'est  pas  ditlicile  de  trouver,  pour  un 
irïèdi-e,  une  interprétation  qiiasiinélritfue  des  dièdres 
et  des  angles  exprimés  en  degrés  et  subdivisions  de 
degrés,  et  d'une  manière  générale,  de  résoudre,  par 
rnrrélation,  tonte  difficulté  qui  pourra  se  présenter. 

11.   —  GÉOUBTRIE  de  l.'ESPftrE. 


33.  Le  détail  des  procédés  d'application  de  l'homo- 
graphie et  de  la  dualiié  à  ta  Géométrie  de  l'espace  exi- 
gerait de  longs  dévelopjicnicnis.  Je  me  bornerai  ici  à 
indiquer  quelques  bases. 

L'existence  symbolique  du  plan  i  de  l'infini,  conte- 
nant le  cercle  imaginaire  Tj  de  l'inlini,  qui  détermine 
la  famille  des  sphères  de  l'espace,  étant  admise,  les 
données  fondamentales  des  transformations  sont  :  i"un 
plan  fondamental  n,  contenant  tirie  conique  donnée 
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{r  ou  i)  Ta,  qui  détermine  une  faniillt;  de  (|uadn<|UM 
homoponctuelltts  (ou  asireinies  à  passer  par  r^);  a'ei 
corrëlali veillent,  un  point  fondamental  N,  soinniei 
d'un  c6nc  donné  (f  ou  i)  y»,  (]ui  délerininc  une  famille 
de  quadriqucs  hontotangentes  (astreintes  à  être  inscrites 

i  T»)- 

Toutes  les  quadriques  liomoponciuelles  ou  homotan- 
gentes  étant  ainsi  assujetties  à  cinq  conditions,  quatre 
conditions  restent  nécessaires  et  suffisantes  pour  en 
déterminer  une.  La  donnée  du  pôle  de  n  pour  les 
premières,  ou  du  plan  polaire  de  iV  pour  les  secondes, 
équivaut  a  trois  conditions. 

Définition!  et  applications. 

34.  La  dérinîlion  de  la  dislance  anharmonigue  de 
deux  points  ou  longueuranharmoniquB  d'un  5egmeiit(4) 
s'étend  à  l'espace  eu  remplaçant  la  conique-unité  par 
une  quadrique  homopoiictuelle  H  (quadrique-imilé)- 
Par  application  immédiate,  une  quadrique  komo- 
ponctuoUe,  ayant  O  pour  p6le  de  n  est  le  lieu  des 
points  M  tels  que  la  longueur  anharmooiquc  CM  {rayon 
anharmoni(]ue)  soit  constante  (<). 

35.  Si  l'on  considère,  dans  la  famille  de  quadriqn» 
homotangentes,  une  quadrique?-,  d'île ^uadrique-unité, 
ayant  pour  plan  polaire  du  point  fondainenul  N  un 
plan  arbitrairement  choisi  ç,  la  définition  [y)  se  mo- 
difie ainsi  :  étant  donnée  une  droite  D,  intersection  de 
deux  plans  donnés  n  et  &  et  dont  la  jonction  à  N  donne 
le  plan  n^,  soft  e  un  plan  tangent  mené  à  la  quadrique- 

(')  Voir  plus  laio,  pour  les  propriétés  des  quadriqucs  anitoga» 
i  relie»  (6,1°  el  g,a°)  des  coniques. 
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unité  9  par  la  droite  qn^.  On  joint  la  droite  t/a  au 
point  N  par  le  plan  j,  qui  coupe  e  suivant  la  droite  je 
que  l'on  joint  à  D  par  le  plan  d  (').  Le  rapport  anhar- 
monique  {abdn^)  sera  dit  le  dièdre  anharmonique  des 
deux  plans  a  c\.b  (eu  sous-en  tendant  :  pat-  rapport  à  N 

Par  application,  une  quadrique  homotangente  est 
l'enveloppe  des  plans  m  tels  que  le  dièdre  aidtarmo- 
nitjtte  (o,  m)  soit  constant. 

36.  La  définition  (34)  conduit  immédiatement  «  celles 
de  la  distance  anharmonique  d'un  point  A  à  un  plan  p 
et  de  la  distance  an/iarmonir/ue  d'un  point  A  à  une 
droite  D,  eus  distances  étant  celles  du  point  A  au  point 
d'intersection  de  p  ou  D  avec  la  droite  ou  le  plan 
passant  par  A  et  conjugué  (par  rapport  à  n  et  r„)  de  p 
ou  D. 

La  définition  (3o)  conduit  de  même  à  celles  de 
y  angle  anharmonique  d'un  plan  a  et  d'un  point  P  et 
de  V angle  anharmonique  d'un  plan  aetd  'une  droite  d, 
car  ces  angles  sont  ceux  du  plan  a  avec  les  plans  de 
jonction  de  P  ou  f/  avec  la  droite  ou  le  point  situés 
dans  a  et  conjugués  (par  rapport  à  N,  Yn)  '!<=  P  o"  ''■ 

Par  application,  une  quadrique  homoponctuelle  est 
l'enveloppe  des  plans  dont  la  distance  anharmonique  à 
un  point  fixe  (pôle  d»  plan  n)  est  constante.  Une  qua- 
drique  homotangente  est  le  lieu  des  points  dont  l'angle 
anharmonique  avec  un  plan  fixe  (polaire  du  point  N) 
est  constant. 

37.  La  (plus  courte)  distance  de  deux  droites  D  et  D* 

(■)  De  même  que,  dans  la  dérmilion  (34  },  les  droites  JE  et  «t  soni 
dans  le  plan  (  ABN^),  de  même,  dan<<  la  dcfinilion  (3!i},  Irsdroiles  >e 
el  D  passent  par  le  poinl  l^abut). 
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est  cdiv  dv  leurs  itoiiils  d'iulersvclîou  avec  Ira  plaus 
menés  par  chaciiiic  d'elles  perpendiculairement  au  phu 
de  leui's  direclioiis  eommunes  (plan  passant  par  leurs 
piitds  sur  le  plan  de  l'infini  ). 

I.a  dislance  aiihaimonit/ue  île  deux  droites  D  et  D* 
est  donc  celle  de  leurs  poinisd'inlerseclioii  avec  les  plans 
menés  par  chacune  d'elles  et  eonjugnés  (par  ra|>i>ort  à 
n,  rj,)d'uii  plan  passant  par  la  droite  de  j ou c lion  du 
leurs  points  de  rencontre  avec  n. 

Corrélativement,  l'angle  an  harmonique  de  deux 
droites  d  et  d'  est  celui  de  leurs  plans  de  jonction  avec 
les  points  pris  sur  chacune  d'elles  cl  conjugués  (par 
rapport  à  N,  y.^)  d'un  point  pris  sur  la  droite  d'inlcr- 
scelioii  de  leurs  plaus  de  jonction  avec  N. 

Par  application,  lu  lieu  des  points  dont  les  distances 
auliarnioniques  à  deux  droites  D  et  U'  sont  égales  est 
unequadrique  réglée  Qi,  tangente  an.  L'enveloppe  des 
plans,  dont  les  angles  auharmoniques  avec  deux  droiks 
d,  d'  sont  égaux,  est  une  quadrique  réglée  Qj  passant 
par  iV. 

38-  Les  déiinitions  et  applications  qui  précèdent  cor- 
respondent à  celles  du  précédent  article  {n"'  1  à  iS)-  1' 
serait  facile  de  laire  <:orrespondre  de  mt^uie  des  défini- 
tions et  applications  (souvent  dédoublées)  à  celles  indi- 
quées sous  les  n'*^  f9  à  31. 

Laissant  au  lecteur  Ia  soin  de  poursuivre  cettt;  étude, 
dont  les  principes  Vt  le  mécanisoie  sont  sullisamment 
indiqués,  il  me  semble  prérérable  d'examiner  l'applica- 
tion des  notions  «jui  précèdent  h  une  question  impor- 
tante :  celle  des  foyers  des  coniques  cl  des  qnadriques  et 
de  leurs  éléments  corrélatifs  (droites  focales  et  plans 
foianx). 

Pour  les  coniipiea,   la  question  a  déj;i  été  examinée 
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sommai remcnl  et  à  un  point  de  vue  spécial  (n"*  6, 9  et  là). 
Mais  il  importe  de  recherclier  si  elle  pourrait  être  traitée 
par  généralisation  et  dualisalion  des  définitions  usuelles 
d'EuIer  et  de  Pliicker. 

En  ce  qui  concerne  les  quadriques,  je  me  propose  non 
seulement  d'examiner  la  question  des  fojers  de  plans 
principaus,  dont  les  lieux  sont  les  focales,  mais  d'indi- 
quer une  solution  d'une  question  posée  par  Chastes  en 
ces  termes  :  «  11  est  une  propriété  principale  des 
coniques,  qui  se  retrouve  dans  les  cônes  et  dont  nous 
n'avons  pas  encore  fait  mention  relativement  aux  sur- 
faces du  second  degré.  C'est  que  :  la  somme  ou  la  diffé- 
rence des  rayons  vecteurs  menés  d'un  }ioint  d'une 
conique  aux  deux  foyers  est  constante.  Nous  avons 
fait,  pcndaut  longtemps,  des  tentatives  pour  trouver 
quelque  cliosc  d'anatogue  dans  les  surfaces,  mais  sans 
obtenir  aucun  succès.  Aussi  désirons-nous  vîvemenl  que 
cette  matière  otfre  assez  d'intérêt  pour  provoquer 
d'autres  recherelies. ...»  (Chasles,  aperçu  historique, 
Note XXXI,  p.  391,  1889,  Gauthiei--Villais). 

Pour  pouvoir  étudier  ces  questions,  il  est  indispen- 
sable d'examiner  d'abord  comment  l'on  peut  modifier 
les  systèmes  de  coordonnées,  de  manière  à  les  faire  cor- 
respondre aux  généralisations  et  dualisatioiis  géooié' 
triques  ci-dessus  indiquées.  Je  me  bornerai  au  système 
cartésien,  le  seul  en  cause  pour  les  questions  posées; 
mais  il  sera  facile  de  voir  que  des  généralisations  ana- 
logues s'étendent  aux  systèmes  trilatèrcs  et  tétraédriques. 

Systèmes  de  coordonnées. 

30.  Dans  le  système  cartésien  plan,  un  point  M  est 
défini,  par  rapport  aux  axes  coordonnés  OX  et  OY  par 
les  longueurs  MP  et  iMQ  des  segments  parallèles  â  OX 
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et  0¥.  En  d'autres  termes,  on  joint  le  point  M  aux  poiou 
X  et  Y  communs  à  la  droite  i  et  à  OX,  OV  et  l'on  preiid, 
sur  les  droites  ainsi  obtenues,  les  longueurs  métriques 
(ou  par  rapport  à  I, ,  li)  PM  et  QM  des  segments  comprîi 
entre  M  et  OY  ou  OX. 

Plus  généralement,  on  peut  considérer{^^.  i)lesyi- 
lème  où  sont  donnés  :  i°  deux  axes  coordonnés  0\ei 
OY,  déterminant  le  point-origine  O;  a"  une  droite 
fondamenlale  n,  déterminée  par  deux  points  {r  om) 


H,  et  Ni  et  coupant  OX  et  OY  eu  X  et  Y.  Par  rapporl 
à  une  conique-unité  F,  ajant  O  pour  pôle  de  n  et  pas- 
sant par  H,,  Nj,  on  appellera  cooriionnées  absolua 
d'un  point  M  les  longueurs  an  harmoniques 

PM  =  OQ  =  J-,        QM  =  OP  =  ^, 

P  et  Q  étant  les  points  d'intersection  de  MX  et  MY 
avec  OY  et  OX.  La  coordonnée  d'homogénéité  de  H 
est  T|  M  =  t  Cl  l'équaiion  de  la  droite  fondamentale  n 
eslT  =  o. 

Si  les  Gooi-donné(;s  sont  quasi-recttingulaires,  c'est- 
à-dire  si  X  et  Y  sont  coujugués  harmoniques  par  rap- 
port à  (N),  Nj),  les  équations  données  du  coupli" 
(N,,  ^3)    étant   /^+^  =  o,   T=oj,    l'équaiion 
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V"  +"  «■  =  ^  *si  l'cqualion  générale  des  eoni<]Ues  ho- 

mopo  actuel  les.  L'équation  T"  "*"  lï"  ^^  '  ''^pi"^*™^*!  ""^ 
conique  C,  ayant  O  pour  pôle  de  n  et  admettant  OX  et 
OY  pour  cordes  conjuguées  à  la  fois  par  rapport  à  T  et 
à  C  (ou  tjuasi-axes). 

40.  Corrélativement  {Jig.  2),  on  donne  :  i"  doux 
pôles  coordonnés  ou  et  oc,  dëlerminant  la  droite-ori- 
gine o;   a"  un  point  fondamental  N,  déterminé  par 


deux  di-oites  (r  ou  t)  n,  ci  n^,  et  dont  les  jonctions  à 
ou  et  ov  sont  11  et  c.  Par  rapport  à  une  conique-unité  •(, 
ayant  o  pour  polaire  de  N  et  touchant  /i|,  nj,  on  ap- 
pellera coordonnées  absolues  d'une  droite  m  les  angles 
an  harmoniques 

(/.,  m)  =  (o,  q)  =  U,        iq,  m)  =  (o.p)  =  V, 

p  et  g  étant  les  jonctions  de  mu  et  me  avec  ov  et  011. 
L'équation  du  point  fondamental  N  est  r  =:;  o  et 

est  la  coordonnée  d'homogénéité  de  m. 

Si  les  coordonnées  sont  corrélatit'es  des  quasi-rec- 
tangulaires, c'est-à-dire  si  «  et  i'  sont  conjuguées  liar- 
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nionitjuus  par  ra|>|>oi't  à  (n,,  n^),  lus  équations  données 

du  couple  (n,,7iî)  étant  [f  -i =o,  r  =  o],  l'équa- 

lion  -j-  -] =  )>  «si  l'équation  générale  des  coniques 

lioniotan génies.  L'équation h  -r  ^  i  représente  une 

conique  c,  ayant  o  pour  polaire  de  N  et  admettanl  ou 
«l  Of  pour  points  conjugués  à  la  fois  par  rapport  à -cl 
il  c  [quasiaxiaux). 

M.  Les  mêmes  principes  s'appliquent  aux  coor- 
données de  l'espace. 

Le  système  ponctuel  comporte  trois  plans  coor- 
donnés résultant  de  trois  axes  coordonnés  OX,  OY, 
OZ,  concourant  à  Voiigine  O,  X,  Y,  Z  étant  les  inter- 
sections de  CCS  axes  avec  un  plan  fondamental  donné  n, 
support  d'une  ionique  donnée  T„,  par  laquelle  on  fait 
passer  la  quadiiquc-unîté  2,  ayant  O  pour  p6le  de  n. 
Les  coordonnées  absolues  d'un  point  M  sont  les  dis- 
tances anliarnionicjues  de  M  aux  trois  plans  coor- 
donnés, comptées  à  pariti-  de  ces  plans  sur  les  droiu's 
MX,  MY,  MZ,  A  tout  point  M  correspond  une  coor- 
donnée d'homoffénéiié  T,  M  ^  t,  comptée  sur  la  droite 
OM,  à  partir  du  plan  ;i,  dont  l'équation  est  T  =  o.  Si 
les  coordonnées  sont  quasirectangitlaires,  c'est-à-dii* 
si  le  triangle  XYZ  est  autopolaire  par  rapport  à  r„,  les 
équations  données  de  T„  étant 


X»        Y»        Z'        -  ,,.  .     .     1       . 

j — h  rr  -t-  1^  =  A    est   l  equaliuu    générale    des   qua- 

driques  liomoponctuclles.  L'équation  x  "*"  B  "*"  T  "' 
représente  une  qnadnquc  Q  ayant  O  pour  pôle  de  n  vl 
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adtntitlaiil  l<;5  trois  axes  coordonnés  pour  quasi-axes, 
c'est-à-dire  pour  cordes  conjuguées  k  la  fois  par  rap[>ort 
à  Q  et  à  S. 

La  d^fiuiiion  du  système  fangenliel  corrélatif,  par 
rapport  à  trois  pâlts  coordonnés  ou,  ov-,  ow  d'un  plan- 
origine  o  et  à  uu  point  fondamental  N,  sommet  d'un 
cône  donné  ^m  résulte  immédiatement  de  la  précé- 
dt;nie;  il  me  parait  superflu  de  la  détailler  davantage. 

Foyers  dans  les  coniques, 

42.  O»  appelle  foyer  (métrique)  d'une  coui(|ue, 
soit  :  1°  tout  point  F  tel  que  sa  distance  à  un  point 
qui^lconque  M  de  la  courbe  soit  une  i'onetion  ration- 
nelle cl  linéaire  des  coordonnées  de  M;  soit,  a"  tout 
centre  F  d'un  cercle  de  rayon  nul  bitangent  à  la  co- 
nique, ou,  ce  qui  revient  au  même,  tout  point  F  par  le- 
quel on  peut  mener  à  la  conique  deux  tangentes  iso- 
tropes. 

La  déiînilion  (i")  est  duc  à  F.uler  et  la  définition  {2") 
à  Pliicker.  En  ap|>liquaiit  l'une  ou  l'autre  à  la  conique 

X'        \«  ,  ...  I   ■ 

-r  -4-  -rr  =  ',  les  coordonnées  étant  recLangulanes,  on 

trouve  les  quatre  solutions  (dont  deux  toujours  réelles 
et  deux  toujouriS  imaginaires]  : 

il)    y  =  o,     x  =  ±:yfk  —  H\         x  =  o,    _y  ^   L;  /B  —  A  , 

43.  Quelques  observations  sont  it  i  nécessaires. 

1°  Dans  la  définition  d'Euler,  qui  se  symbolise  par 
l'expression  o^=p,  5  est  une  distance,  comptée  sur  une 
droite  de  direction  indéterminée  (rayonnant  autour 
de  F)  et  que  l'on  considère  ordinairement  comme  tou- 
jours positive  '.  p  est  une  fonction  linéaire  qui,  selon  les 
<-(i<ir<loiiné(-s  de  M,  peut  cire  positive  ou  négative.  II  se- 
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rait  donc  plus  exact  d'écrire  5  ^dr;>,  ouiuieuxS'=;>'. 
et  par  suite  de  dire  :  o  On  appelle /b^cr  d'une  coniqu 
tout  point  F  tel  que  le  carré  de  sa  distance  au  poîni 
quelconque  M  de  la  courbe  soit  égal  au  carré  d'une 
lonction  rationnelle  et  linéaire  des  coordonnées  de  M». 
Celte  rectiQcation  de  détail  peut  paraître  subtile  » 
premier  abord  ;  il  n'en  sera  plus  de  même  si  elle  con- 
duit, pour  les  quadrîques,  à  des  conséquences  utiles. 

2°  La  définition  de  Pliicker  est  belle  et  juste,  et  en 
outre  Tëconde,  car,  après  avoir  donné  les  foyers  des  en- 
niques,  elle  permet  de  reclterclier  ceux  des  courbes  d^ 
classe  supérieure.  Mais  elle  est  un  peu  déconcertante  cl 
difficile  à  saisir  au  premier  abord  (').  Dans  tous  les  eu, 
il  est  impossible  de  la  traduire  par  une  figure. 

3°  La  question  des  foyers  est  du  quatrième  degré, ce 
que  montrent  les  quatre  solutions  (i),  ce  qui  résulw 
aussi  de  l'équation  du  problème  [c* — (A — B)*=o], 
où  c  désigne  la  distance  d'un  foyer  au  centre.  Cette 
équation  a  toujours  deux  racines  réelles  et  deuxracînFt 
imaginaires. 

Or,  il  est  de  principe  que  toute  question  général 
doit  conduire  à  une  équation  générale.  Le  raraclèrt 
d'une  équation  générale  du  quatrième  degré  est  de  pré- 
senter, selon  les  données,  soit  quatre  solutions  réellci, 
soit  deux  solutions  réelles  et  deux  imaginaires,  Mit 
quatre  solutions  imaginaires. 


(')  a...  Quand  on  parle  d'aat  droite  (isotrope)  qui,  en  ehM" 
[le  SCS  points,  est  perpendiculaire  i  eUn-mènte;  d'un  foyer  qBi>'»l 
autre  qu'un  cercle  de  rajon  nul,  doublement  tangent  i  une  coniqoti 
Lnutes  ces  formes  de  Inngage  sont  f;iitcs  pour  surprendre  celui  i[» 
en  ignorerait  l'origine  purement  ilf^ébriquc;  et  ellcsncpreancntaïc 
valeur  géométrique  que  par  extension,  et  aussi  parce  qu'elles  f' 
lenl  conduire  il  d^iiliks  rfcuUiit*. . .»  (  C-A.  Uir.vnt,  La  .Vatlitmii 
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Pourquoi,  dans  la  (guesiion  Jus  foyoïs,  trouvc-l-oii 
toujours  deux  solutions  réelles  ut  deux  imaginaires, 
jamais  quau-e  solutions  réelles  ni  qualrc  solutions  ima- 
ginaires? C'est  parce  que  la  question  n'est  pas  géné- 
rale; c'vsilsi  question  spécialisée  par  rapporta  ((',  Ii,!»); 
elle  doit  être  susceptible  d'une  généralisation  par  rap- 
port à  (n,  N,,  Na),  qui  founiira  les  trois  systèmes  de 
solutions  et  amènera  une  dnalisaiion  par  rapport  à 
(N,  »,,«,). 

a.  Ceci  posé,  par  rapport  à  (n,  N,,  Ni),  j'appelle 
foyer  anharmoniifue  d'une  conique  G  soil  :  i"  lout 
point  F  tel  que  le  carré  de  sa  distance  aaharmonique  à 
un  point  quelconque  M  de  C  soit  une  fonction  ration- 
nelle et  linéaire  des  coordonnées  de  M;  soit,  a°  tout 
pâle  F  de  n  par  rapport  à  une  conique  liomoponctuelle 
de  dimensions  nulles  (c'est-à-dire  passant  par  F)  et  bi- 
tangenle  à  C. 

1°  Les  équations  des  points  N,,  N,,  dans  le  système 
))onctuel  quasi  rectangulaire  (39)  étant 


/X>       1 


et  l'équation  de  la  conique  C  étant  t"  "*"  "B"  ^^  '  '  '"^  P*^"' 
blèmc  consiste  à  identifier  celte  équation  de  C  avec  la 
suivante  qui  résulte  de  l'une  quelconque  de  ces  délini- 
tions,  <x,  ^  étant  les  coordonnées  d'un  point  F, 

On  trouve  les  quatre  solutions  : 
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En  supposant  L  >•  o,  les  (]iialre  solutions  sonl  riVlIrj 
jKnir  BL  — AM>o,  M<o;  di;ux  soiH  réelles  d 
deux  imaginaires  pour  BL  —  AM>-o  et  M>o.  on 
BL  —  AM  <;  a,  M>  o;  enCii,  les  quatre  solutions soni 
imaginaires  pour  BL  —  AM  <  o,  M  <  o. 

2°  Les  deux  droites  isotropes  de  F  étant  les  droilesFli 
el  FIg,  tangentes  à  C,  la  définition  de  Pliicker  (deuxième 
forme)  est  un  cas  particulier  de  la  suivante  :  «  On  apprllt 
foyers  d'une  conique  C  par  rapport  à  un  couple  di" 
points  (/- ou  i)N,,  N},  les  quatre  sommets  (r  ou  ij ''<' 
quadrilatère  circonscrit  formé  parles  quatre  tangi'Uii^ 
menées  de  N,  et  Ni  à  C.  » 

Il  suJTîl  de  regarder  la  Jlg.  3  pour  reconnaître  qnc, 
par  rapport  à  un  couple  de  points,  une  eonique  p«il 


avoir  quatre  foyers  réels,  de  même  qu'elle  peut  a»«'i" 
quatre  foyers  imaginaires  (dans  le  cas,  par  excniplei  "" 
les  deux  points  IV|  et  iV,  seraient  intérieurs  à  C). 

On  aperçoit  aussi  immédiatement  des  propriétés  (dîr- 
liciles  à  constater  pour  les  foyers  métriques),  p' 
exemple  celles  qui  résultent  du  quadrilatère  comptai 
(N.NaFF'F^F'"). 

■io.  Reniai ijUf..  —  La  généralisation  de  la  délinii'"" 
de  Pliieker  s'applique  avantageusement  aux  courbe*  <'' 
toutes   classes.    En    appelant  foyer   d'une    courhe  ae 


bvGoogIc 


(  i'i  ) 

classe  M,  par  rapport  h  uu  couple  (N(,  Nj),  tout  puiiil 
du  runcoutrc  d'unie  tangente  issue  de  IV,  avec  une  tan- 
gente issue  do  Nj,  on  voit  (Jig.  4)  que  toute  courbe 
P'S-  4- 


de  classe  M  a  M*  foyers  {r  ou  i),  situés  M  à  M  (et  de 
deux  manières)  en  ligne  droite. 

46.  Corrélativement,  on  BppeWvn  focale  anharmo- 
nique  d'une  conique  c,  par  rapport  à  un  couple  de 
droites  (n,, /11)  toute  droite  y  telle  que  le  carré  de  son 
angle  anharmoniquc  avec  une  tangente  quelconque  tnkc 
soil  une  fonction  rationnelle  et  linéaire  des  cooi-données 
de  m  ;  ou  encore,  tonte  polaîreyde  N  par  rapport  à  une 
conique  lionioiaiigenlc,  touclioiit  la  polaire  de  N  par 
rapport  n  c  et  bitangente  à  c.  On  déduira  de  ces  déiîni- 
lions  toutes  les  conséquences  corrélatives.  En  générali- 
sant, on  appellera /o(«/e  d^une  courbe  d'ordre  nt,  par 
rapport  à  un  couple  de  droites  (n,,  ri^),  toute  droite  de 
jonction  d'un  point  de  rencontre  de  la  courbe  avec  ;i| 
et  d'un  point  de  rencontre  avec  n».  D'où  il  résulte  immé- 
diatement que,  par  rapport  à  tout  couple  de  droites,  une 
courbe  du  hi''"'  ordre  a  m^  focales  concourant  m  à  m 
(de  deux  manières)  sur  la  courbe. 

Foyert  dant  les  qudriques. 

iT.  Laissant  de  côté,  pour  les  surfaces,  la  détinition 
de  Plticker,  qui  donne  les  foyers  de  plans  jn-incipaux  (et 
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par  suilc  les  focales)  des  ({iiadri<juc>s,  ut  à  laquelle  ou 
pourra  appliquer  des  généralisaliona  et  dualisatioits  ani- 
logues  »  celles  qui  vidiiieiit  d'êtri!  indiquées,  rei»orions- 
nous  à  1837,  dale  de  la  publieation  de  VÂperçu  kisto- 
rit/ue;  la  défiriition  alors  en  vigueur  |>our  les  foyers  des 


coniqu 


s  était  celle  d'Eulei 


Cliasles,  n'apercevaul  pas  sans  doute  le  moyen  Je 
transformer  cette  définition  de  nianièrc  à  obtenir  les 
points  de  ses  focales  [qu'il  n'appelait  pas  foyers  (')],  a 
pris  un  autre  point  de  départ.  A  une  propriété  du  coupW 
de  foyers  d'un  axe  de  conique,  il  a  fait  correspondre  la 
suivante,  qu'il  a  prise  pour  définition  :  a  La  normale  rt 
le  plan  tangent,  menés  en  un  point  quelconque  d'une 
quadrique,  rencontrent  chacun  des  trois  plans  princi- 
paux en  un  point  et  suivant  une  droite;  le  point  est 
toujours  le  pôle  de  la  droite  par  rapport  à  nue  ceriaioe 
conique  (  /'  ou  1  )  si  tuée  dans  le  plan  prî  neipal  »,  et  qui  est 
.  la  (conique  excentrique  ou )/oca/e  de  ce  plan  principal' 
On  sait  le  beau  parti  que  Cliasles  a  su  tirer  de  GelLe 
cléfinitioD  ;  mais  je  vais  essayer  de  montrer  que,  même 
KH  1837,  la  définition  d^Euler,  convenablement  iulcr- 
prêtée,  était  celle  qui  conduisait  le  plus  naturellement 
et  le  plus  logiqucnieut  à  la  détiuition  des  focales  comnw- 
lieux  de  fojers,  et  qu'elle  eût  même  pu  mettre  sur  la 
voie  de  la  solution  de  la  question  posée  par  Cliasles  ei 
ci-dessus  énoncée  (38). 


(')  F.a  lisant  la  Note  XXXI  de  VAperçu  historique,  ud  volt  aisé- 
ment que  la  découverte  des  coniguet  excentriques  ou  focales  Ati 
qaadriques  s'est  préscnliïe  A  Chasies  par  ces  courbes  elles-méma. 
et  que  ce  n'est  que  plus  tard  qu'où  leâ  h  cunsidirées  comme  fieiu 
de  foyeri.  Nulle  part,  Cliasles  ne  donne  de  deiiiiiiion,  ni  géomitriiiiit 
ui  analïliquc,  des  fojers,  des  plana  cycliques  associés,  des  direelrifei 
corrcspondautes,  des  cjlindres  directeurs.  Ces  déliniiions  el  les  pru- 
priétés  qui  en  résultent  sont  postérieures. 
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48.  La  défînilîoii  d'Eulur,  pour  les  coiiiquvs,  se  sym- 
bolise par  S^  =p^.  Mais,  du  plan  à  l'espace,  lout  se  dé- 
double.  En  pariîculier,  un  axe  d'une  conique  corres- 
pond, d'abord  à  un  plan  principal  d'une  quadriquc,  puis 
(mais  moins  dîreclement)  à  un  axe  de  quadriquc.  D<> 
in6ine,  une  formule  S'^=/)l  se  dédouble  en  A*^?]** 
et  i*  =  P^,  la  première  correspondance 
[S'=/)*,  i*  =  PP'] 

élanl  la  plus  directe.  C'est  un  fait  qui  n'est  pas  nou- 
veau, que  l'on  a  pu  observer  dans  un  grand  nombre  de 
questions  et  dont  voici  un  exemple  caractéristique. 

La  parabole  correspond,  en  première  ligne,  aux  deux 
paraboloïdes;  en  seconde  ligne  seulement,  au  cylindre 
parabolique.  Une  conique 

[ipfX,  Y)  =  AXi+aBXY-i-CY>]+...  =  o 

est  parabole  si  l'on  a  ç(X,  Y)  =  p^.  Une  quadrïque 

I*(X.  Y,  Z)  =  AX»  +  A'V'-i-A'Z' 

-t- aBYZ  +  aBZX -t- aB'XY] +. .  .  =  o 

rat  paraboloïde  si  l'on  a  *{X,  Y,  Z)  =  PP;  elle  est  cy- 
lindre parabolique  (ou  variété)  si  l'on  a  4  (X,  Y, Z)^P^. 
On  voit  encore  que  :  i"  dans  ^(X,  Y)  =  p*,  /j*^  o  est 
l'équation  (quadratique)  de  direction  de  l'axe;  dans 
*{X,  Y,  Z)  =  PP*,  PP'=  o  est  l'équation  (quadratique) 
de  direction  des  plans  principaux,  dont  l'intersection 
est  l'axe  ;  dans  *(X,  Y,  Z)  =  P»,  P»  =  o  est  l'équation 
de  direction  du  plan  principal  unique;  a"  de  même,  dans 
3*  =  p',  p*=  o  est  l'équation  quadratique  de  la  direc- 
trice; dans  A^^PP,  PP':=^  oest  l'équation  quadratique 
des  plans  associés  dont  l'intersection  est  la  directrice; 
enfin,  dans  A^^P',  P°  =  o  est  l'équation  du  plan 
directeur  unique  (quand  il  peut  exister). 
Ann.  de  /UalMmal.,  3- iérie,  t.  XVIII.  [Juitlct  iRijc,.)         31 
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49.  On  pcul  donc  donner  les  déCnilions  métriques 
suivautes  : 

I  °  On  appelle  foyer  {de  plan  principal)  d'une  qaa- 
drique  tout  point  F  tel  que  le  carré  de  sa  distance  àos 
point  M  de  la  surface  soit  tgal  au  produit  de  deaxlauQ- 
tioas  rationnelles  et  linéaires  (P  et  P')  des  coordoimées 
de  M.  Les  équations  P  =:  o  et  P':=  o  sont  celles  de  deui 
plans  dits  associés  à  F  et  dont  l'intersection  est  dite 
directrice  correspondante  (de  F). 

.En  appliquant  cette  défîuitioD  à  une  quadrique  non 
de  révolution,  on  trouve  les  équations  des  trois  focales, 
plus  simplement  et  plus  rapidement  qu'avec  la  déûnilioa 
de  Chasies.  Je  laisse  au  lecteur  le  soin  de  faire  ceUe 
vérification  et  d'examiner  les  généralisations  eldnaliu- 
tions  que  l'on  peut  tirer  de  la  délluition  {t")  (•). 

(')  Les  coordonoies  étant  quati  rtetangutatrti  (tl), 


itant  ks  équatioDs  de  T.,  ^''  X  "*"  ~M  '*'  "T  ~  '  ^^"^  ^'^  '*  ''"' 
drique  Q,  les  équations  de  la  focale  ç  du  plan  des  YZ,  des  plant 
qucai  cycliqutt  (  PP')  associés  au  foyer  (n,  ?,  y),  de  la  diretirirc 
correspondante  D  et  du  cylindre  directeur  C.  sont  respect iveimni 


Ces  équalioDS  rérifiées,  on  peut  m  demander  él  trouver  aisémral 
ce  qu'elle!!  représenlcnl  si  l'on  cliange  de  nom  les  coonloonèC' 
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a"  Oii  appelle  foyer  (d'axe)  d'une  (jiiadiiqut;  tout 
)>oiat  F  lel  que  le  carré  de  sa  distance  à  un  poinl  M  de 
la  surface  soit  égal  au  carré  (P*)  d'une  fonciion  ralion- 
nclle  et  linéaire  des  coordonnées  de  M. 

30.  En  cliereliant  d'après  celte  définition  {a")  les 
foyers  (juî  peuvent  se  trouver  sur  l'axe  OX  de  ta  qua- 
,  .  X>        Y'        Z' 

driquc  X  "*"  "F  "^  "C  ~  '  '  **"  trouve,  pour  condition 

nécessaire  B=C.  Ainsi  une  quadrique  non  de  révolution 
■l'a  pas  de  foyers  d'axe  (ni  réels  ni  imaginaires).  Conli- 
uuani  alors  le  calcul  pour  laquadrique-^  H ^ —  =  'i 

on  trouve  deux  solutions  {j' ^  z  =o,  x  =  ± \/A  —  B) . 
Donc  une  ^tiadrique  de  révolution  a,  sta-  son  axe,  deux 
foyers  (réels  ou  imaginaires),  qui  sont  ceux  de  sa  sec- 
tion méridiennt;  situés  sur  cet  axe,  et  ces  foyers  jouissent 
delà  propriété  visée  par  Cliasles  comme  principale  (3K). 

Or,  une  quadriquc  de  révolution  peut  être  définie  : 
Une  (juadrique  Q  telle  que,  étant  associée  à  une  sphère  S, 
concentrique  et  bitangente,  les  sections  de  Q  ei  de  S  par 
des  plans  conjugués  du  diamètre  de  contact  (ou  axe) 
soient  des  cercles,  c'est-à-dire  des  coniques  homothé- 
tiques  (coupant  le  cercle  de  l'infini  F/  aux  deux  mâmes 
points  fixes). 

Cette  définition  est  un  cas  particulier  de  la  suivante  : 
On  appelle  tfuadri<}ue  de  révolution  homologue  (par 
rapport  à  n,  r„),  une  quadrique  Q  telle  que,  étant 
associée  à  une  quadrique  lio m o ponctuelle  î>,  ayant 
même  pôle  O  de  n  et  bitangente,  les  sections  de  Q  et  I 
par  les  mêmes  plans  conjugués  de  la  corde  de  contact 
(fiMui-ture)  soient  des  coniques  homoponctuelles  (cou- 
pant r„  aux  deux  mêmes  points  fixes). 

Il  devient  dès  lors  évident  géométriquement  que,  si 
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l'on  appelle  foyer  {de  (/aasi-axe)  d'iitii!  quadrique  Q 
tout  point  F  tel  que  le  carré  de  sa  distance  anharmonùjiK 
à  un  point  quelconque  M  de  la  surface  soÎL  égal  au  carré 
d'une  fonction  raiionnelle  et  linéaire  des  coordonnées 
de  M  :  une  quadiiquu  quelconque  Q,  rendue  de  révo- 
lution homologue  par  l'association  d'une  quadrique  bo- 
ni opoiictu  elle  £  coiivenableineitt  choisie,  a,  sur  son 
quasi-axe,  deux  loyers  F,  F',  qui  sont  ceux  du  sa  secdon 
quasi-méridienne.  La  somme  ou  la  différence  des  ion- 
gueni-s  anharmoniqucs  des  rayons  vecteurs  menés  d'nn 
point  de  Q  aux  deux  foyers  F,  P  est  constante. 

Par  rapport  à  tout  plan  donné  n,  le  problème  a  nue 
intinité  de  solutions.  Il  suffit  en  eflet  (ce  qui  peut  se 
faire  d'une  infinité  de  manières)  d'assujettir  la  conique 
j.   /X*    ,    Y>        Z*  _         \  .  ,  ...        B        C 

Ï^HT  +  M  +  N  =  "•  ^  =  **;  «  •"  '^«■^J'i'on  M  =  N' 

-T-  +  -g-  -h  -jT  =  I  étant  l'équation  de  la  quadrique  Q. 
Elle  est  alors  renduede  révolution  homologue  avec  quasi- 
axe  OX,  et  les  coordonnées  di's  deux  foyers  (r  ou  i) 

.       /AM  —  BL 
sont  y  =  z=^o,x  =  ±  y' ^^ 

51 .  Corrélativement,  j'appellerai  quadrique  de  révo- 
lution corrélative  (par  rapport  à  N,  y^)  une  quadrique^) 
telle  que,  étant  associée  à  une  quadrique  homoUn' 
gente  o-,  ayant  même  plan  polaire  o  de  Pi  et  bitangenle 
à  q,  les  canes  circonscrits  k  q  et  a  ayant  leurs  sommets 
aux  mêmes  points  conjugués  de  la  corde  de  coniirl 
(quasi-axe  corrélatif)  soient  des  cfines  homotangcnu 
(touchant  y^  suivant  les  mêmes  plans  lixes). 

Si  l'on  appelle  plan  focal  (de  quasi-axe)  d'une  qui- 
diique  q  tout  plan/  tel  que  le  carré  de  sou  dièdre  an- 
narnioniquv  avec  un  plan  taugeiit  quelconque  nt  à  f  soit 
une  fonction   rationnelle  cl  linéaire  des   coordonnées 


bvGoogIc 
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de  m,  une  quadrique  quelconque  y,  rendue  de  révolu- 
tion corrélative  par  l'association  d'une  quadrique  homo- 
langeule  convenable  v,  a,  pour  quasi-a\e  corrélatif, 
l'intersection  de  deux  plans  focaux  (r  ou  i)/  Btf.  La 
somme  ou  la  différence  des  dièdres  auharmoniques 
formés  par  un  plan  tangent  à  q  avec  ces  deux  plans 
focaux  est  constante. 

Par  rapport  à  tout  point  donné  N,  le  problème  a  une 
infinité  de  solutions  correspondant,  pour  la  quadrique 

( •"T'~l =^'))''  un  cône  quelconque  de  la  famille 

(-^^^ \- — -^f,  r  =  oj,  avec  l'une  des  conditions 

—  =  -»  -  =  y  ou  ^  ^  —  f  le»  plans  focaux  (dans  le 

cas  de  —  =;  -  J  ayant  pour  coordonnées  :  f  ^  w  ^  o, 

,    ,  /âm  —  bl 


S2.  Le  cadre  de  cet  article  ne  niê  permet  pas  d'in- 
sister davantage.  Je  crois  avoir  démontré,  d'uue  manière 
élémentaire,  que,  toute  propriété  métrique  pouvant  être 
ramenée  à  la  forme  projectïve,  les  principes  d'homo- 
graphie et  de  dualité  sont  d'une  généralité  absolue. 
Leur  application  est  féconde,  non  seulement  par  les 
généralisations  et  dualîsations  qu'elle  donne  immédiate- 
ment, mais  aussi  parce  qu'elle  rend  les  propriétés  plus 
faciles  à  saisir,  eu  permettant  de  substituer  des  élé- 
ments réels,  netleiiieut  visibles,  à  des  éléments  que, 
sans  elle,  on  ne  peut  considérer  que  comme  imaginaires 
et  qui,  |tar  cela  même,  restent  souvent  obscurs. 
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COKStIRS  GÉNÉRAL  K  189». 


Composition  de  Mathématiques  $pécialet. 

On  donne  une  courbe  C  qui  est  l'enveloppe  des  droite;  H 
svanl  pour  équation 


dans  lesquelles  t  est  un  paramétre  variable  et  Et  une  consUntt. 

Cela  étant,  on  mène  à  la  courbe  C  six  tangentes  Ti,  Tt,  T,. 
T4,  Tt,  T,,  et  l'on  appelle  tx,  1%,  /,,  f»,  (,,  t,  les  valeurs  du  pi- 
ramétre  l  qui  définissent  respectivement  les  positions  de  cet 
61%  tangentes. 

1"  Trouver  la  relation  qui  doit  lier  les  six  paramètres  fi, 
(  =  (1,  a,  3,  4,  5,  6),  pour  qu'on  puisse  inscrire  une  conique  T 
dans  l'hexagone  ayant  pour  côtés  les  six^tangenles  T/, 

3°  Trouver  l'équation  générale  des  coniques  T)  qui  loacheil 
la  courbe  C  en  trots  points  distincts;  montrer  que  ces  coniques 
sont  des  ellipses. 

3°  Démontrer  que  la  somme  ou  la  différence  des  longueurs 
des  axes  des  ellipses  r,  est  constante. 

Indiquer  les  régions  du  plan  où  se  trouve  le  centre  àti 
ellipses  r,  selon  que  la  somme  ou  la  différence  de  leurs  axe< 
est  constante. 

4°  Parmi  les  ellipses  l'i  il  j  en  a  une  qui  est  une  circonft- 
rcnce  de  cercle.  II  y  en  a  une  inlînité  qui  se  réduisent  A  ane 
portion  de  droite  AB,  Que  peut-on  dire  de  l'enveloppe  decellc 
droite  et  du  lieu  des  points  A,  Ë  ? 
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GONCOIIRS  l'AMISSION  A  L'ECOLE  POLYTECHNIQUE 

m  1899. 


I.  Indiquer  comment  iont  situées  par  rapport  au  système 
Oxyt  des  axes  de  coordonnées  rectangulaires  les  droites  A 
et  B  qui  ODt  pour  équations 

(A)  *-3,         y  +  x  =  ». 

(B)  *  =  -a.       y~x  =  o. 

Chercher  le  lieu  des  centres  S  des  sphères  tangentes  à  la 
fois  aux  droite»  A  ei  B.  Ce  lieu  est  une  surface  (S)  :  la  recon- 
naître, et  donner  ses  génératrices  reclilignes. 

II.  Constater  sur  l'équation  de  (S)  que  Ox,  Oy,  Os  sont 
deîi  axes  de  symétrie  de  cette  surface,  et  montrer  que  ce  ré- 
sultat pouvait  élre  prévu  paria  seule  connaissance  des  données 
du  problème. 

llf .  De  chaque  point  x,  y,  s  de  (S)  on  déduit  un  point  M, 

en  diminuant  l'ordonnée  y  de — —  •  Écrire  l'équation  de 

la  surface  (M)  ainsi  déduite  de  (S),  et  trouver  les  droites  de 
ta  surface. 

IV.  Étudier  la  forme  et  les  transformations  successives  des 
sections  de  la  surface  (Al)  par  des  plans  perpendiculaires  à 
Os,  et,  en  particulier,  les  sections  faites  par  les  plans  s  =  oct 
s  ~i,  celte  dernière  aussi  romplèlemrnt  que  possible. 


Un  cylindre  droit  a  pour  bases  deux  cercles  de  front  dont 
le  rayon  est  de  6'-,  et  la  hauteur  de  C™  également.  Ce  solide 
'upposè  r'paqxc  CI  pose  «ur  le  plan  horizontal,  et   "urmnnté 
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e  calotte  tphérique  opaque  SADB  dont  l'axe  SD  coïadde 
ta  verticale  du  ceotre  C  du  cylindre. 


Le  rayon  delà  base  de  la  calotte,  DA,  est  de  i"°,6. 
es  =  8",        CD  =  6'~,3. 

Le  point  C  sera  placé  à  3™  à  droite  de  l'a^e  vertical  qoi  di- 
vise la  feuille  en  deux  parties  égales  :  ses  projections  horizon- 
laie  et  verticale  seront  à  10"  et  à  aS™  du  bord  inférieur  de  I» 
feuille. 

On  demande  :  i"  De  représenter  par  ses  deux  projectioss l< 
système  CASDB  des  deux  solides. 

a°  De  représenter  par  une  teinte  noire  légère  les  ombres  dé- 
terminées sur  le  système  CASDB  et  sur  le  plan  horizontal  p" 
un  point  lumineux  O  situé  à  8°°*  à  droite,  à  S"™  en  avant,  ei  > 
16™  au-dessus  du  point  G. 

On  indiquera  en  traits  pleins  rouges  les  constructions  né- 
cessaires pour  déterminer  les  points  remarquables  de  l'épure. 


COIICOIIRS  D'ADMJSSIOII  A  l'ÉCOlE  NOMUIB  SUPÉIUIIIIII 
m  1899. 


Jlfa  théma  liq  ues . 

On  donne  trois  axes  rectangulaires  Orys  et  l'on 
les  surfaces  S  ayant  pour  équation  générale 


(       -  «.i-)rt' ^  6-J-).A 
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a,  b,  c,  a',  b',  c',  m,  ii,  p  sont  des  constantes  donnée*  et  y  ud 
paramètre  variable. 

I.  1°  Soit  P  le  plan  polaire  d'un  point  A(a^,,_)'„  *„)  par 
rapport  à  une  surrace  S,  Lorsque  1  varie,  A  restant  fine,  le 
plan  P  passe  par  un  |>oint  fine  B  et  enveloppe  un  cône  du  se- 
cond degré  C.  Ce  cAne  peut-il  se  décomposer?  Soit  C  le  cdoe 
parallèle  à  C  et  de  sommet  O.  Que  peut-on  dire  de  commun 
aux  cûncs  C  qui  correspondent  aux  divers  points  A  de  l'es- 

3*  On  suppose  que  le  point  A  décrive  un  plan  II;  le  point  B 
décrit  une  surface  qui  ost,  en  général,  du  troisième  degré;  ce 
degré  peut-il  s'abaisser  pour  des  positions  particulières  du 
plan  n? 

On  suppose  que  le  point  A  décrive  une  quadrique  Q;  le 
point  B  décrit  une  surface,  en  général  du  sixième  degré;  dans 
quel  cas  cette  surface  est-elle  une  quadrique  Q'T  Lorsqu'il  en 
est  ainsi,  si  Q  est  un  cône,  i)  en  est  de  même  de  Q',  et  récipro- 
quement. 

3'  On  s'astreint  à  ne  considérer  que  des  quadriques  Q,  Q' 
ne  se  décomposant  pas,  et  dont  la  seconde  est  décrite  par  le 
point  B  quand  le  point  A  décrit  la  première  ;  soient  to  le  centre 
de  Q,  11)'  le  centre  de  Q'.  Lorsqu'on  donne  m,  le  point  lu'  peut- 
il  occuper  une  position  quelconque  dans  l'espace,  ou  est-il 
assujetti  à  rester  sur  une  courbe,  ou  sur  une  surface? 

m  =o,it  =  o,p  =■(,  en  sorte  que  l'équation  des  surfaces  S 


<->  ^-n:  +  pnfT  +  f-  =  '- 

les  résultats  des  paragraphes  précédents  sont-ils  modifiés? 

3*  Montrer  que  par  un  point  A  passent  deux  surfaces  ^ 
réelles,  et  déterminer  leur  nature  suivant  la  position  de  A. 

3°  Étant  donné  un  plan  M,  il  existe  une  seule  surface  £  tan- 
gente au  plan  M;  soit  I  le  point  de  contact  :  par  le  point  I 
passent  deux  surfaces  £,  dont  l'une  est  tangente  au  plan  M,  et 
la  seconde  à  un  autre  plan  N.  Ce  plan  est  ainsi 
lorsqu'on  donne  le  plan  M. 

On  suppose  que  le  plan  M   soit  assujetti  à   pass 
point  fixe  1';  le  plan  \  dépend  alo^^^  de  deux  param 
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Au  pôle  Hu  plan  N  par  rapport  à  la  sphère  dont  Téquation  ni 
3:'-HY'-(-a»~i  =  o.  (On  ne  demande  pa»  de  discuter  «lieu, 
mais  d'indiquer  tout  au  moins  d'une  manière  précise  In  opé- 
rations à  faire  pour  avoir  son  équation.)  Quelle  position  doll 
occuper  le  point  P  pour  que  ce  lieu  se  réduise  à  un  plan? 

JV.  B.  —  Il  est  inutile  de  reproduire  cet  énoncé  sur  In 
copies. 


SOLUTIONS  IS  QURSTIONS  PR9P0SSES. 


On  donne  une  ellipse  de  centre  O.  On  mène  une  eordi 
quelconque  ab  et  l'on  prend  îon  pôle  c  par  rapport  â  l'rl- 
lipse.  Le  point  p  étant  la  projection  lur  Oc  de  l'ortho' 
centre  du  triangle  abc,  démontrer  que  le  produit  de  op 
par  oc  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  demi-axes  de 
l'ellipse  donnée.  (Manniibiii.) 

SOLUTION 

Par  M.  E.  DuroncQ. 

Cette  propriété  est  une  conséquence  immédiate  du  tliéoréne 
qui  fait  l'objet  de  ia  question  1659,  résolue  à  la  page  i5o<If 
ce  Recueil  :  le  point  c  et  l'orthocentre  A  du  triangle  abc  sobi 
conjugués  par  rapport  au  cercle  orthoptique  de  l'ellip^ 
donnée. 

En  voici  une  autre  démonstration  : 

Considérons  les  triangles  caibi  et  cdjftj  formé!)  par  li^ 
côtés  ca  et  cb,  et  par  les  tangentes  aybi  et  niii  à  l'cllip**' 
parallèles  à  la  corde  a6;  soient  hi  et  A,  leurs  orttioccnirc. 
Les  points  A,  A)  cl  A|  sont,  sur  le  plan  de  la  figure,  les  pmjfi^' 
lions  des  points  l],  Hi  et  11,  à'aiy  l'on  voit  respcrlivemcnl 
sous  des  angles  droits  les  ci'iiés  des  triangles  cab,  caih\  ri 
ciiib,.  Cl  le  point  II  est  évidemment  le  conjugué  liarmoniqu'' 
du  ]ii)rnt  c  rnppiirt  au  segment  11]  Ilj.  D'autre  piirl.  d'après <in 
(liéori'uie   de   M.   Faure,   les   rcri-le-  conjugué!!   a»\   lrian|;li'- 
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euibi  et  catbi,  cercles  faarmoniqucmeoi  circonscrits  a  l'el- 
lipse, coupcDt  ortbogonalement  son  cercle  orlhoptîque  :  ces 
cercles  ont,  d'ailleurs,  pour  centres  les  points  Aj  et  A),  et  les 
carres  de  leurs  rayons  sont  égaux  et  de  signes  contraires  aux 
carrés  tics  segments  A[  H]  et  A|H]  :  de  ta  résulte  que  les  points 
IIi  et  H]  se  trouvent  sur  la  sphère  qui  admet  le  cercle  or- 
tlioptique  pour  grand  cercle.  Le  plan  polaire  du  point  c.  par 
rapport  &  cette  sphère,  contient  donc  le  point  H,  et  le  point  A 
se  trouve,  par  suite,  sur  la  polaire  du  point  c  par  rapport  au 
cercle  orthoptique. 


L'ellipse  étant  rapportée  à  ses  axes,  soient  ^,  jr  les  coor- 
données ^u  point  C.  L'orihocentre  H  du  triangle  formé  par 
les  tangentes  à  l'ellipse  issues  de  C  et,  par  la  corde  des  con- 
tacts, a  pour  coordonnées 


£  = 


(  Voir  par  exemple  :  Kcebleb,  Exercices  de  Géométrie,  pre- 
mière Partie,  p.  ag.  ) 

Le  produit  OP  X  OC  est  la  puissance  de  l'origine  par  rap- 
port au  cercle  décrit  sur  CH  comme  diamètre,  laquelle  a  pour 

c'eat-i-dirc,  en  elTectuant,  o'-<-  b'.  c.  g.  P-  d. 

Vutres   solutions  de   MM.    E.-N.    D.iriscen,  Dlliurbiit,  II.  Lkz, 
E.  MAto,  \.  PnovosT,  E.  TAnATTS,  la  plupart  analytiques. 


Etant   donnée   une  quadrique,   trouver   les   quadriqiii 
qui  la  coupent  ortkogonalement.  (A.  Pkllrt,) 

BOL  UT  ION 

Vit   M.    A.   HOI'LANOKH. 
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l'équation  d'une  quadrique  orthogonale  à  l'ellipsoïde  rapponr 
à  ses  axes, 


En  exprimant  l'orlhogonalité  des  deux  surfaces  en  tous  les 
.  points  de  leur  ligne  commune,  il  vient  la  relation 


Les  points  communs  aux  quadriques  (i)  et  (a)  devant  éire 
titués  sur  la  quadrique  (3),  on  a  l'identité 


l  désignant  une  variable  d'Homogénéité  (théorème  d'Euler). 

Cette  identité  montre  de  suite  que  la  fonction  du  deuxième 
degré, /(t,^,  £),  ne  contient  pas  de  termes  du  premier  degré 
ni  de  doubles  produits.  En  l'espticitant,  il  vient  de  suite 


Les  quadriques  orthogonales  sont  donc  les  quadriques  homo- 
focales  à  l'ellipsoïde  doaaé. 

Solution  analogue  pour  le  paraboloïde. 


l'équation  en  coordonnées  rectangulaire!  d'un  kêlicoïd' 
développabU  quelconque  dont  le  cône  directeur  a  pour 
axe  oz;  démontrer  que  toute iitrface-moulure peut  étrere- 
présentée  par  l'équation 

(  Th.  Cabo.nsbt.  ) 
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SOLUTION 

Par  M.  A.  EiocLANaEii. 


Une  surface-moulure  S  dont  le  noyau  C  est  parsllâle  à  os 
est  coupée  par  le  plan  s  =  A  suivant  une  développante  D  delà 
section  droite  de  C,  Soit  t^  =  f{l)  l'équaiioa  de  la  gënërairiee 
de  S,  rapportée  à  une  divîte  de  son  plan  uii;  parallèle  à  04 et  à 
la  trace  de  sod  plan  sur  xojf,  trace  qui  roule  sur  la  base  de  C. 
Si  l'on  compte  les  arcs  a  de  cette  base  à  partir  du  point  où  m 
vient  se  placer  dessus,  te  point  de  rebroussement  de  A  sera 
situé  sur  la  gcoëratrice  de  C  définie  par  f  (a)  =  h. 

Un  hélicoïde  dévcloppable  H  dont  la  directrice  est  située 
sur  C  est  coupé  par  un  plan  s  =  X'  suivant  une  développante 
de  la  section  droite  de  C,  dont  le  point  de  rebroussement  est 
situé  sur  l'hélice  directrice,  c'est-à-dire  sur  la  génératrice  de  C 
définie  par  aa  =  A*(a  =  pas). 

Les  deu\  sections  auront  même  projection  sur  xoy  si  les 
points  de  re  brou  s  sèment  sont  situés  sur  la  même  génératrice 
de  C,  c'est-à-dire  si 


d'oiï  l'on  tire 
Dés  lors,  si 


'(=)• 


*-F(A). 

est  l'équation  de  H,  la  projection  commune  des  deux  sections 
aura  pour  équation 

/(a:,y)=*  =  F{A), 
et  5  sera  représentée  par  l'équation 

/ta^,r)  =  F(«).  co.F.D. 

Qnaition  1748. 

Si  une  conique  etl  inscrite  à  un  triangle  ABC  en  a,  p,  f 
les  droites  joignant  les  milieux  de  BC,  CA,  AB  aux  milieux 
de  Aa,  Bp,  Cy  concourent  au  centre  de  la  courbe.  Étant 
donnés  le  centre  d'une  conique  et  trois  tangentes,  trouver 
les  points  de  contact.  (P.  SoNDAT.) 
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SOLUTION 
Par  M.  R.  GiLBERT- 

Cons'rd^rons  les  coniques  tangentes  aux  cAtés  de  ABC,  lou- 
chant BC  en  un  point  fi\e  a;  ellea  font  partie  d'un  faisceai 
tangentiel,  donc  leurs  centres  sont  en  ligne  droite;  parmi  ces 
coniques  se  trouvent  les  coniques  aplaties  BC  et  Aa  ;  d'où  siit 
la  première  partie. 

Soit  O  le  centre  d'une  conique  inscrite  au  tnangte  ABC  en 
a,  p,  Y  :  la  droite  MO  (M  étant  le  milieu  de  BC)  coupe  Aien 
son  milieu  ;  donc  la  parallèle  à  MO,  à  la  môme  distance  de  MO 
que  te  point  A,  coupe  BC  en  et. 

Autres  solutions  par  MU.  A.  Dnoz-pAnNT,  E.-A.  Majol.  A.  PRk- 


On  donne  un  cylindre  de  révolution  et  un  eàne  dont 
i'axe  de  révolution  est  parallèle  aux  génératricei  du  cy- 
lindre. On  déplace  un  cône  de  grandeur  comlanle,  dont 
l'axe  de  révolution  reste  parallèle  aux  génératrices  du 
cylindre,  de  façonque  son  sommet  décrive  la  courbed'it- 
lenectioH  du  cylindre  et  du  eàne  donnés.  On  demandt 
l'enveloppe  de  la  trace  de  ce  cône  mobile  sur  un  plan  de 
section  droite  du  cylindre.  (MAh'NirEiii.) 


Je  prends  pour  axe  des  s  l'axe  du  cylindre,  pour  plan  des 
jay  le  plan  de  section  droite  du  cylindre  qui  passe  par  le  som- 
met du  cône,  pour  plan  des  sx  le  plan  des  axes  des  deux  sur- 
faces.  Il  s'agit  de  trouver  l'enveloppe  de  la  trace  du  cône  mo- 
bile sur  le  plan  des  xy. 

L'équation  du  rvlïndre  est 

r'-t-y'  —  R*  =o, 
celle  du  cône 

{r--a)'-i-y*~h's^  =  o. 

Je  prends  un  point  M  di"  lu  section  du  cylindre  par  le  plan 
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lies  xy.  Les  coorilonnti;?  de  cepoinl  s 


Il  est  la  projection  <le  deux  points  de  la  courbe  d'intersec- 
tion situés  dans  tes  plans  symétriques  par  rapport  aux  xy 


A* 

Donc  le  carré  du  rayon  du  cercle,  trace  du  cùne  mobile  sur 
le  plan  des  xy,  est  égal  à 

i»{a»+Rt.— aaRcosO), 

en  (lësiguant  par  \  le  rapport  des  tangentes  des  angles  géné- 
rateurs du  cône  mobile  et  du  cAne  6se. 

L'équation  du  cercle  enveloppé  est  donc 

(a:~Rcose)'-i-(^  — Rsine)»=  X»(a>  +  R>— laRcosO) 

a;i  ^.  ^«  _  2  R cosO(3;  —  X'n)  —  3 R^  sin 8 

-i-R»  — X»(a*  +  R»)  =  o- 
Il  est  évident  quo  la  puissance  du  point  C  dont  les  coordon- 
nées sont  ' 


par  rapport  à  un  cercle  quelconque  du  Taisceau  est  constante 
et  égale  à 

(X»at-R»)(X.-0. 

Donc  l'enveloppe  cherchée  est  lu  courbe  anallagmatique  en- 
veloppe d'un  cercle  dont  le  centre  décrit  le  cercle  de  section 
droite  du  cylindre  donné  et  qui  coupe  orthogonalement  le 
cercle  fixe  ayant  pour  centre  le  point  C  et  pour  rayon 


r  avoir  l'équation  de  la   courbe,  je  transporte  l'origine 
int  C.  L'équation  du  cercle  enveloppe  devient 

(x-H  X'a  -  R  cosfl)» -hO-— R  sinO)» 
=  X'((i>-t-R'  — aaRcos»), 
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au,  eo  drveloppanl  et  réduisant, 

x*-i-y^-i-i'i.^ax  —  1tKxcaili 

+  (X»  -  i)  (X'a»  —  R«)  —  a  R^  sin  e  =  o- 
Kn  coordonnées  polaires,  l'équation  du  cercle  est 

p>-;(-!iX»apco»i--(-(X« -!)()>»«»- R«) 

L'ëquation  de  l'enveloppe  s'obtient  immédiatcmenl.  Elle  est 

pi  +  jp(X>acostu±R)-i-(X»— 1)(^'«'— R'>=  <>. 
ou  en  coordonnées  cartésienne^ 


(DESTrONS. 


182*.  Démontrer  qu'une  fonction  entière,  à  coerficients  en- 
tiers, de  la  forme 

qui  ne  s'annule  pas  pour  x  =  i,  — i,  ne  peut  avoir  que  les 

a  étant  un  diviseur  commun  aux  nombres 

n-ai+a»,    «i  +  aj-»-!, 
et  ^  uD  diviseur  commun  aux  nombres 

I  —  «1-1-  «1,      fli —  Oj-I-I. 

On  voit  que  ce  théorème  donne  une  méthode  simple  pour  dé- 
composer une  fonction  (i)  en  «es  facteurs  irréductibles. 

(P.    BURGATTI.) 

1825.  Les  côtés  BC,  CA.,  AB  d'un  triangle  ABC  sont  coupéi 
en  A',  B',  C  par  les  bissectrices  extérieures  des  angles  oppo- 
sés et  en  A',  B'.  C  par  la  droite  /-  sur  laquelle  se  trouvent  le 
centre  du  cercle  inscrit  el  le  centre  du  cercle  circonscrit.  Dé- 
montrer que  les  trois  cercles  A  A' .4',  BB'B',  CCC  se  couptn' 
.sur  la  droite/-.  {G.  Gallucci.) 
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SUR  LE  RAPPftRT  ANRARNANrOUE  ; 

Par  m.  Léon  AUTONNE. 


1 .  On  sail  cjue  le  rapport  anharmoniquu  K  de  quatre 
quanlités  xi  (i^  i,  a,  3,  4)  esl  susceptible  de  six  va- 
leurs Ky  {;  =  o,  . . .,  5),  en  général  dilTéi-cntes,  toutes 
FonetioDS  d'une  quelconque  d'entre  elles.  On  trouvera 
dans  Clebsch  {Leçons  sur  la  Géométrie,  traduction 
A.  Benoisi,  t.  1,  p.  49  et  suiv.)  une  discussion  des  rela- 
tions qui  existent  entre  les  Kj.  Je  me  propose  de  re- 
prendre la  question  eu  insistant  sur  les  liens  qui  unissent 
la  théorie  â  celle  des  groupes  de  subsiitulious  entre 
quatre  lettres.  La  terminologie  et  les  notations  seront 
celles  de  M.  Jordan,  classiques  en  matière  de  substi- 
tutions. 

â.  Soit  G  le  groupe  des  ^4  substitutions  entre  4  l^t'ii'*:^- 
On  peut  se  représenter  comme  suit  la  constitution  de  O- 
Un  groupe  g  contient  les  quatre  substitutions 

.,         »  =  (|2)(34),         p-(i3)(24),  «a  =  pa  =  (.^)(î-J). 

g  est  permutable  à  8  i=  (4)  (i  33).  Combinant  ^  et  S,  on 
a  le  groupe  alterné  G'  de  12  substitutions.  G'  est  per- 
mutable à  £  =  (i)(4)(a3).  G'  et  e  fournissent  G.  g  est 
permutable  à  e.  ^  et  e  fournissent  un  groupe  h  d'ordre 
huit.  Il  existe  trois  pareils  groupes  h,  h',  h"  que  à  per- 
mute circulairement. 

3.  Désignons  par  (y)  la  dilTérence  Xi — Xj  et  po- 

Ann.ilr  *fa/hémal.,%'iiiTia,  l.  XVUI.  (Aoùl  iSog.)  a^ 
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sons(CLBBacii,  loc.  cit.,  p.  49) 


(3i)(fc)       „ 
(3»)(i.)       "•■ 

(n)(43)     „       K, 
(.3K4»)     "'        k 

(ï3)(4i)      „            .       . 
(iii)(43)      "'      .-K.' 

("■)(43) 
l»3)(4i)        ' 

(i3)(4a)      „         I            K, 

(,.)(43)-'''   k;   k.-, 

(3>)(4i)     ..        1 
(30(4.)      ''•      K. 

Les  déplacements  des  six  letties  Kj  forment  nn 
groupe  Si.,  lequel  est  isomorplie  à  G  avec  hémiédrie.  A 
la  substitution  unité  de  A  correspond  dans  G  te 
groupe  g;  à  S  et  E  correspondent  respectivement  daiisA 

D  =  (oi»)(543), 
E  =  (o3)(i4){25). 

A  est  d'ordre  six,  car  E~'DE  =  D',  le  groupe  des  puis- 
sances de  D  est  permutable  à  E. 

g  est,  comme  il  le  faut,  contenu  dans  G  et  permu- 
table k  ses  substitutions. 

4.  A  A  est  isomorphe  holoédricjuement  un  groupe  A 
linéaire  binaire.  Posons 

x,=  C33)(i4),        T.  =  {3i)(24),        -,  =  {i»(34) 

(d'où  T|  +  Tj  +  T»  =  o,  Ko  —  —  —  )  *'  ensuite 

X,  =  -c,— Ot,.        X,  =  t,  — e»t|. 

S  ^=  racine  primitive  cubique  de  l'unité.  A  dériren 
des  deux  substitutions  linéaires  liomogènes  binaires  1 

d=\>.^      X,  e>x,      ex,|,  | 

e  =  \>,        X,  X,  X,  I,  I 

qui  correspondent  respectivement  à  D  et  E.  On  voit      r 
que  d  est  mise  sous  forme  canonique. 
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S.  Nommons  X  l'éqtialîon  du  (quatrième  degré 


dout  les  X  sont  racines.  Tant  (jue  les  j:  el  K  sont  quel- 
conques, G  est  le  groupe  de  X.  Introduisons  (Clebsch, 
loc.  cit.,  p.  a84)l«s  deux  invananls 

1  =  a(ni—  4ai(ij-i-3aî), 

J  =  6{rata4+aaia,«)  — aj  — aj  — ajai) 

et  l'iiivaiianL  absolu  Û^  I*J~*  du  polynôme _/"(:r).  On 
aura  (Clebsch,  loc.  cil.,  p.  397)  les  équations 

S  F(U.K)=Q[(K-i-F)(K-2)(i-îK)]' 


(V)  Î(U;  X„),,)=li(X|-H),î)»— aaîXi  =  o. 

Pour  Û  donné,  les  six  racines  de  $  sont  les  Ky,  A  est  le 
groupe  de  4.  Toutes  les  substitutions  de  M.  déplacent 
toutes  les  racines;  cela  devait  ôtrc,  car  tous  les  Kj  s'ex- 
priment rationnellement  en  Kg.  La  connaissance  des  Ky, 
c'est-à-dire  la  résolution  de  ■&,  réduit  le  groupe  G  de  X 
aux  substitutions  qui  laissent  tous  les  K  invariables, 
c'est-à-dire  au  groupe  g. 

Quand  une  fî{;uredegéoniéirie  P,  composée  de  quatre 
éléments,  est  déiînie  par  le  rapport  anharmonique  K,  il 
est  en  général  inutile  el  gènaul  quelquefois  d'avoir  à 
distinguer  les  six  valeurs  de  K.  On  opérera  de  préfé- 
rence sur  l'invariant  absolu  Q,  qui  donne  la  véritable 
mensuration  de  P. 

6.  Les  considérations  précédentes  subissent  de  sen- 
sibles modifications  pour  des  valeurs  particulières  des  K. 
Pour    faire    la    discussion,   j'examine    la   «truclure    du 
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groupe  A  et  ce  (|u'cllu  peut  éventuel  le  ment  devenir. 
A  dérive  de  D  et  E.  Peut-il  perdre  D  ou  E?  Autremeni 
dii,  D  ou  E  peuvent-elles,  pour  un  choix  approprie 
des  K,  se  réduire  à  l'unité. 

Cela  ne  serait  pas  difficile  à  exprimer,  mais  II  m 
encore  plus  rapide  d'opérer  sur  le  groupe  A  {i),  c'est- 
à-dire  sur  les  substitutions  d  et  e,  et  d'exprimer  que 
ft=iete  =  t. 

7.  Pour  que  tf  =  i ,  il  faut  et  il  suffit  que  X,  =  o  on 
^  =  o.  Si).,  =  o,Ta=ftT,,K,=-^'=— 8;  8i>,=o. 
de  même  Kg  =:  —  Q*.  Dans  les  deux  hypothèses 

KJ— Ko+i  =0. 
On  sait  que  c'est  le  cas  dit  équian/tarmonii/ue.  Alors 
K„  =  K,  =  K,  =  —  e,        K,  =  K,  =  K,  =  -  fl«. 

Les  K.y  se  reparussent  en  deux  systèmes  de  trois  valcun 
égales. 

8.  Pour  que  e—  t,il  faut  et  il  sutlilqueouX,  +Âj=o 
ou  "kt  —  Xî^  o.  Si 

X,  +  i.=  0=lT,-l-T„  K,  =  -^  =  f, 

alors 

K,=  K,=  Î,        K,  =  K»  =  — I,        K,=  K,=  i. 

Les  six  Ky  se  répartissent  en  trois  couples  de  valcpn     . 

égales.  On  sait  que  c'est  le  cas  dit  Itarmonique.  i 

Si 

X,-i,  =  T,  =  o,        K»  =  -^  =  «,        T,  =  (a3){ii)  = 

deux  des  quatre  Xi  sont  égales.  Alors 

K„=K,  =  »,        K,  =  Ki=i.        K,=  Kî  =  o. 
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\ou$  dirons  rjuc  c'est  le  cas  d 'égalité.  Les  Ky  se  répar- 
tissent comme  dans  le  cas  baraiODÎque. 

9.  Dans  les  cas  harmonique  et  d'égalité,  A  se  réduit 
à  D  et  cesse  d'être  transitif.  4  devient  réductible.  Effec- 
tivement, dans  le  cas  1iarmonique(5), 

J=o.        û  =  «,,        F  =  ((K  +  i)(K-i)(i-aK)]«, 

les  racines  sont  bien  ^,  2,  —  i,  cbacune  double.  Dans  le 
cas  d'égalité,  le  discriminant  I'  —  6J^  de  X  est  nul, 
Û  =  6,  l'équation  ^^  (3)  devient 

Les  valeurs  racines  de  Kg  =  —  ~%','^i  sont  bien  oo,  i,o, 
cbacune  double. 

Dans  le  cas  équianbarmo nique,  A  se  réduit  à  E  et 
cesse  d'être  transitif.  X  est  encore  réductible.  Alors  en 
eiret 

F  =  (K'-K  +  i)»=o, 

car  I^U  =  o,  les  deux  racines  — d  et  — 6*  sont 
triples. 

10.  Dans  les  trois  cas  particuliers  (équianharmo- 
niquc,  harmonique,  d'égalité)  les  quatre  x  ne  sont  plus 
simultanément  arbitraires.  Le  groupe  de  l'équation  X 
du  S  n'est  plus  le  groupe  général  entre  quatre  lettres. 

Pareillement,  il  n'est  plus  licite  d'opérer  entre  les  x 
tous  les  déplacements  possibles.  Soit  S  le  système  des 
relations  qui  existent  entre  les  x  ;  on  ne  pourra  opérer 
sur  les  X  d'autres  déplacements  que  ceux  vis-à-vis  des- 
quels S  possède  la  propriété  de  l'invariance.  Soit  G», 
contenu  dans  G,  le  groupe  de  ces  déplacements;  nom- 
mons encore  A  le  groupe  des  déplacements  des  Ky.  Les 
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retaiiolis  niitre  Gi  cl  A.  soroDt  tout  autres  qu'au  nu- 
méro 3.- 

11.  Cas  équian/iarnioiiique.  —  l.e  système  S  «1 
formé  (n"  7)  par  l'unique  équation  ^,  =  Tj  —  6ti  —  o. 
E  changeant  X,  en  X,,  on  devrait  avoir  aussi 


d'où  T|  =  Ti=:o,  c'est-à-dire  le  cas  d'égalité.  Cela  esl 
absurde;  t  est  exclue  de  G(,  qui  se  réduit  au  groupe 
alterné  G'.  Il  n'existe  dans  G'  aucune  substituiion  qui 
fasse  passer  de  Kg  à  Kg.  Au  coniraire,  .%  se  réduit  à  li 
sul)stitutioD(KoK3)ou  E. 

12.  Cas  harmoniffue.  —  Le  sjstème  S  est  formé  (8'' 
par  l'équation  ati-l- 1,  =;  o,  c'esl-à-dirc  tj^  Tj.  S  per- 
mute circnlairement  les  T  et,  si  l'on  admettait  S  dans d. 
ou  aurait  T,  =  -2  =  ~a,  c'csl-à-din?,  en  vertu  de 
"t  +  Ta-*~"3  =  0,  T,  =  ':i  =  T3  =  o;  c'est  le  cas  d'égatite. 
Ainsi  S  est  exclue  de  G| ,  qui  dérive  de  g  et  de  c,  c'esl- 
ii-dire  coïncide  avec  h  (2).  Au  contraire,  A  se  réduili 
D  =  (K.K,K.)  =  (i,-.,.)(8). 

13.  Cas  d'égalité.  —  Le  système  S  comprend  p«r 
exemple  (8)  l'équation  (i4)  =  x,  —  x,  =  o.  G,  ne  peat 
provenir  que  des  transpositions  (i4){a3),  c'esl-à-dirf 
des  substitutions  a.^  et  e  (2).  Au  contraire,  A  se  réilali 
àD=(K„K,K,)  =  (3c.  i,o). 

14.  Je  n'approfondirai  pas  davantage  la  présente  dis- 
cussion, laquelle  se  confond  désormais  avec  celle  if 
l'équation  du   quatrième  degré,   matière  bien  conniir- 
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[J4f] 

NOTIONS  ÉLÉMENTAIRES  SUR  LES  GROUPES 
DETRlNSFORMATlOiVS; 

Par    m.    COMBEBIAC. 


La  ihéorio  des  groupes  de  transformations  Gnis  et 
continus,  fondée  par  M.  Sopbus  Lie,  a  été  e&posée  par 
son  génial  auteur  dans  un  Ouvragu  (  <  )  qui  n'est  pas 
traduit  dans  notre  langue  et  qui  d'ailleurs  peut  rebuter 
par  sa  richesse  même. 

Nous  croyons  être  utiles  à  un  certain  nombre  de  lec- 
teurs en  exposant,  réunies  par  un  lien  logique  et  élé- 
mentaire, plusieurs  des  notions  priucipales  mises  en 
œuvre  dans  les  travaux  de  M.  Sophus  Lie  et  de  ses  con- 
tinuateurs. 

L  T&AKSPORHATIONS. 

On  appelle  transformation  l'ensemble  de  n  équations 
à  n  variables  de  la  forme 

(:r;  =  /,(i„a7„...,ar,), 
que  nous  représeiilerous,  pour  simplifier,  par 

(')  S.  Lie,  Thtori»  der  Trant/ormation*  Grupptit  T.  in  3,  Ab- 
ichaitten,  gr.  ia-S,  Teubner,  Leipzig.  —  1  Abschniu  (X,  63i  S.), 
AUgtmtine  EigentchaffUn,  iS8><.  -  11  \bschiiiU  (VIU,  Sâ5  S.), 
Beriihrungt  Tram/ormaliontn,  iflgo.  —  [H  AbscliniU  (  XVII, 
tît  S.),  iSg3. 
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Si  les  variables  x  représentent,  par  eiieiiiplo,  un  point 
de  l'espace,  une  trntisformatîon  fait  correspondre  i 
chaque  point  x  un  point  x'.  Telles  sont  une  inversion, 
une  liomothétie,  une  translation,  etc. 

Si,  à  la  suite  d'une  transforma  lion  S,  on  eDcotue  une 
autre  transformation  S',  on  obtient  évidemment  une 
nouvelle  transformation,  que  l'on  désigne  parS'S.  Il  est 
facile  de  se  rendre  compte  que  S"(S'S)  est  identique  i 
(S''S')S,  c'est-à-dire  que  la  composition  des  iransforma- 
tions  est  soumise  à  la  loi  associative  et,  par  suite,  que 
l'expression  S''S'S  a  une  signification,  sans  qu'aucune 
parenthèse  soit  nécessaire. 

Les  équations  (i)  sont  solubles  par  rapport  n  Xi, 
Xj,  ...,  x,„  pourvu  qu'il  n'existe  pas  de  relations 
F(.r')  ;i;  o  entre  x\,  x'.^,  ...,x'„,  c'est-à-dire  pourra 
que  les  fonctions  f\,ft,  ...,/„  soient  indépendantes, 
ou  encore  que  le  déterminant  fonctionnel  de  ces  fonc- 
tions ne  soil  pas  nul.  Il  existe  donc  généralement  une 
transformation 

telle  que  l'application  successive  de  y  et  de  9  ait  pour 
résultat  la  transformation  ideniique. 

En  continuant  à  assimiler  la  composition  des  transfor- 
mations à  la  multiplication,  il  est  naturel  de  représenter 
par  l'unilé  la  transformation  identique  et  par  S~'  ta 
transformation  inverse  de  S. 

Il  est  clair  que,  dans  un  produit  de  transformations, 
l'ordre  des  facteurs  ne  peut  pas  être  changé. 

Si  les  H  variables  x  sont  les  coordonnées  d'un  élémeni 
ayant  une  existence  réelle,  lel  qu'un  être  géométrique  : 
point,  plan,  droite,  sphère,  etc.,  nue  transformation 
effectuée  sur  <es  variables  peut  ôtre  inler[irétée  de  deux 
façons  :    . 

Elle  peut  être  en  effet  interprétée  comme  un  cliange- 
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meut    do    coordonnées,    rélémenl    représunlé    d'aliord 
par  X  l'étaiH  ensuite  parf{x). 

Elle  peut  aussi  être  interprétée  comme  une  transfor- 
mation rëellemenl  elFcrtuée  sur  l'élément  même  rcpré- 
scnlé  par  x. 

Soit  une  transformation 

Appliquons  aux  deux  éléments  j:  et  a/  la  transfor- 
On  a 

s->(y)  =  TS-'fj) 

y=ST5-'(r)- 

Si  l'on  considère  S  comme  représentant  un  change- 
ment de  coordonnées,  SïS"'  est  l'expression  de  T  dans 
le  nouveau  système  de  coordonnées. 

Si  S  représente  une  transformation  cQî^cluée  sur  tous 
les  éléments  P  du  domaine  considéré,  STS~'  représente 
re  que  devient  T  par  suite  de  cette  transformation. 

On  peut  retrouver  cette  expression  par  une  voie 
plus  intuitive  : 

Clicrclions,  pour  cela,  l'élément  en  lequel  se  trant- 
fôrme  l'élément  P  dans  les  nouvelles  conditions. 

L'élément  P,  avant  l'application  de  S,  se  trouvait  en 
S~'  (P)}  et  par  suite  se  transformait  par  T  en  TS^'  (P). 
Par  l'application  de  S  à  tout  le  domaine,  ce  dernier  élé- 
ment devient  STS~^(P}.  La  transformation  T  est  donc 
devenue  STS'  par  l'application  de  S. 

Si  l'on  a 

STS"i  =  T, 

T  n'est  pas  changée,  cl  l'on  dit  que  T  admet  S. 
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On  a  alors 

ST  =  TS, 

c  esl-à-(1ire  que  les  transformations  S  et  T  sont  commu- 
ta tiyes. 

La  propriété  est  réciproque,  c'est-à-dire  que  si  T 
admet  S,  S  ^dmetT. 

II.  —  Séries  de  transformations. 
Pahamèthes  essentiels. 

Si,  dans  les  équations  (■),  les  fonctions  /  dépendent 
de  r  paramètres  C| ,  «i,  . . . ,  Cr,  doiii  nous  désignerons 
l'ensemble  par  e,  ces  équations  représentent  une  séiie 
composée  généralement  de  oo''  transformations.  Le 
nombre  des  transformations  difTérenies  serait  dïminnê, 
s'il  était  possible  de  faire  varier  les  paramètres  e  sans 
changer  les  x'.  Dans  ce  cas,  il  serait  possible  de  rem- 
placer les  paramètres  par  d'autres  en  nombre  moindre, 
et  l'on  dirait  alors  que  les  r  paramètres  e  ne  sont  pas 
essentiels. 

A  moins  de  mention  contraire,  nous  supposerons  que 
les  paramètres  sont  essentiels. 

III.  —  Gkoui-es  de  transformations. 

Considérons  une  série  de  ea''  transformations.  Si  le 
produit  e"  de  deux  transformations  successives  e  et  e' 
appartient  encore  à  la  série,  on  dit  que  celle-ci  est  tin 
groupe. 

Le  groupe  est  continu,  si  chaque  transformation  est 
inGnîment  voisine  de  certaines  autres  et  si  le  groupe  ne 
se  divise  pas  en  séries  discrètes. 

Le  groupe  csi  fini,  si  la  détermination  d'une  transfor- 
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■nation  dans  le  groupe  déjiuiid  d'un  nombre   fini   de 
paramètres. 

II  ne  sera  question  dans  ce  qui  va  suivre  que  des 
groupes  finis  et  continus. 

La  comjrasition  <le  deux  transformations  dans  un 
groupe  de  transfoiinations  est  représentée  par  r  relations 
de  la  forme 

(  eî  =  <i>i(e,,c,,  ...,e,;  e',,e',,  ....eV), 
/„>  )  eî=?i(«i-e.,  ...,«r;  c'i.ei,  ...,«;), 


dont  nous  représentons  l'ensemble  par 

Un  exemple  de  groupe  de  transformations  est  fourni 
par  l'ensemble  des  mouvements  euclidiens  (mouvcmenis 
sans  déformation).  En  effet,  la  succession  de  deux  deces 
mouvements  peut  être  réalisée  par  un  seul  mouvement. 

Les  équations  (a)  représentent  une  opération  sur  e 
et  ^  donnant  pour  résultat  e". 

Cette  opération,  se  confondant  avec  la  multiplication 
des  transfoima lions,  admet  la  loi  associative,  c'est- 
à-dire  que  l'on  a 

Réciproquement,  la  condition  précédente  exprime  que 
les  équations  (a)  sont  celles  d'un  groupe  où  les  variables 
sont  e  et  les  paramétres  e'. 

En  «flel,  la  transformation  résultant  de  l'application 
successive  des  deux  transformations 

a"'=3(jr,e')         et         T'  —  f(x',e') 
est 
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ou 

La  cunditioi)  csl  donc  suffisante  pour  que  les  éqaa- 
lions  (2)  soient  les  équations  de  composition  d'un 
groupe. 

IV.   —  SoUS-GBOUPES. 

Si,  dans  un  groupe,  00™  transformations  forment 
entre  elles  un  grou|>«,  celui-ci  est  dit  un  sous-groupe  du 
premier. 

Le  groupe  euclidien  comprend  notamment  li;s  sous- 
groupes  suivants  : 

Rotations  autour  d'un  point  donné  (se'  iransfur- 
niations)  ; 

Translations  (00'  transformations); 

Itotations  autour  d'un  axe  (os'  transformations), 

V.  —  Famille  de  variétés. 
Considérons  les  m  équations 

«,(«)  =  const.,       u,(3^)  =  Ronst.,       ...,       Um{i'c)  =^  coau. 

Elles  représentent  une  variété  an  —  m  dimensions. 

Si  l'on  considère  les  valeurs  des  m  constantes  comme 
des  paramètifs,  ces  équations  représentent  00™  variétés, 
dont  l'ensemble  s'appelle  une  famille.  Comme  le 
nombre  des  paramètres  est  égal  à  celui  des  équations, 
chaque  variété  est  déterminée  dans  la  famille  par  la  con- 
naissance d'un  des  éléments  x  qu'elle  contient. 

Les  m  quantités  U| ,  uj,  . . . ,  u„  peuvent  être  consi- 
dérées comme  les  coordonnées  de  la  variété.  Ces  coor- 
données sont  évidemment  en  nombre  inférieur  k  n, 
puisque  n  —  m  ost  le  nombre  des  dimensions  de  la 
variété. 


bvGoogIc 


(  353  ) 

En  GéométriR,  une  famille  do  surfaces  comprend 
oo'  surfaces;  une  famille  de  lignes  comprend  oo^  lignes. 
Une  famille  de  lignes  s'appelle  aussi  congruence. 

Les  sphères  concentriques  forment  une  famille  de 
surfaces.  Il  en  est  de  même  des  quadriques   confocalcs. 

VI.  —  Tramsiyité.  Ihvabiamts. 

On  appelle  transitif  un  groupe  comprenant  des 
transformations  susceptibles  de  faire  correspondre  à  un 
élément  quelconque  un  élément  arbitrairement  choisi. 

Tel  est,  en  Géoméirie,  le  groupe  des  translations.  Ce 
groupe  sera  dit  simplement  transitif,  parce  qu'il  n'existe 
qu'une  translation  transformant  un  point  en  un  autre. 

Tout  groupe  intransilif,  c'est-à-dire  ne  possédant  pas 
la  propriété  qui  vient  d'être  indiquée,  présente  des  inva- 
riants, c'est-à-dire  des  fonctions  de  variables  dont  la 
valeur  ne  change  pas  quand  on  applique  a  ces  variables 
les  transformations  du  groupe. 

Soit  U|(x),  ui(x},  ...,  u„(x),  m  invariants  indé- 
pendants les  uns  des  autres. 

Lorsqu'on  applique  à  l'élément  Xg  les  transformations 
du  groupe,  cet  élément  reste  sur  la  variété  représentée 
par  les  m  équations 

a,(a:)  =  «,(x„),        ut{x)  ^  ut{xa). 

On  peut  donc  dire  qu'un  groupe  intransilif  laisse 
invariantes  des  variétés  formant  une  famille. 

Un  exemple  de  groupe  intransitîf  est  donné  par  les 
rotations  autour  d'un  point.  Chaque  point  de  l'espace 
se  déplace  en  restant  sur  une  sphère  ayant  pour  centre 
le  point  fixe.  En  prenant  ce  point  pour  origine  d'un 
système  de  coordonnées  rectangulaires,  la  famille  des 
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sui'facL's  invariantes  a  pour  ^ualiun 

a''-(-_y'  +  j*=  consi. 

Le  groupe  n«  présente  qu'un  invariani  :  x*  A-y^  -t-  *'• 
Le  groupe  des  rotations  aulour  d'une  droite  est  égale- 
ment intransitif.  Il  présente  deux  invariants  qui  sont, 
en  prenantl'axe  de  rotation  pour  axe  des  2,  x' -4-j)' +  s' 
et  z.  La  famille  des  variét«9  invariantes  se  compose  des 
drconf'ércnces  parallèles  au  plan  des  Ty. 

Il  ne  suflit  pas,  pour  qu'un  groupe  soit  transitif,  <]ae 
le  nombre  de  ses  paramètres  soit  égal  ou  supérieur  à 
celui  de  ses  variables. 

C'est  ainsi  que  le  groupe  des  rotations  autour  d'un 
point  a  trois  paramètres  et  est  pourtant  intransitif. 

VIL    —   PRIMITIVITÉ.   COVARIANTS. 

On  appelle  inipiimitif  un  groupe  conservant  une 
famille  de  variétés,  c'esl-n-dire  transfor,mant  ces  variétés 
l'une  dans  l'autre. 

Soit 
ui{ar)  =  coQst.,       u,(a;)  =  const.,       . . .,       u„{x)  =  coasi. 

les  équations  de  la  famille  invariante. 
On  aura,  par  hypothèse, 


[   u„(^)  =  P„[utlx),  u^(x) ««(ar)] 


Ainsi,    tandis    qu'un    groupe    intransitif   conserve 
chaque   variété  d'une    famille,   un    groupe   imprimiltf 
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l'ensemble  des  variétés   d'une  famille.   Un 
groupe  intransitif  est  donc  k  plus  forte  raison  itnpri- 
mttif. 

Nous  dirons  <]u'un  groupe  intramitif  admet  une 
famille  de  variétés  invariantes  et  q  a  un  groupe  impri- 
mitif admet  une  famille  de  variétés  covariantcs.    . 

On  obtient,  par  exemple,  un  groupe  imprimilif  en 
adjoignant  aux  rotations  autour  d'un  point  les  homo- 
lliéties  par  rapport  à  ce  point.  Les  sphères  ajant  le 
point  fixe  pour  centre  ne  sont  plus  alors  invariantes, 
■nais  seulement  covariantcs.  On  a,  en  eflet,  en  désignant 
par  K  le  coefficient  d'Iiomothélie, 

Ce  groupe  conserve  aussi  la  famille  des  droites  issues 
do  point  tixe,  c'est-à-dire  que  ces  droites  sont  aussi 
covarianteï. 

VIII.    —  lMV*niiNTS  ET  COVARIANTS  SlMtTLTANËS. 

L'ensemble  de  deux  éléments  à  n  variables  peut  être 
considéré  comme  un  élément  à  a/i  variables,  et  en  ap- 
pliquant les  transformations  d'un  groupe  G  à  chacun  des 
deux  éléments,  ou   obtient  un  gi'oupe  à  an  variables. 

On  trouvera  généralement  ainsi  des  invariants  et 
des  covariants  qui  ne  se  présentaient  pas  quand  on  ne 
considérait  qu'un  seul  élément. 

C'est  ainsi  qu'un  point  n'admet,  par  rapport  au 
groupe  euclidien,  ni  invariant,  ni  covariant,  tandis  que 
deux  points  présentent  par  rapport  à  ce  groupe  un 
invariant,  qui  est  leur  distance,  et  un  covanant,  qui  est 
la  droite  qui  les  joint. 

Trois  points  présentent,  en  plus,  un  cuvariant  :  le 
plan  qu'ils  déterminent. 
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En  prenant  un  nombre  suffisant  d'ûlûments,  ou  arriti- 
forcement  à  un  ensemble  qui  acquiert  par  le  grou|H- 
oc'  positions  djlferenles.  A  partir  de  ce  moment,  l'ad- 
jonction d'un  nouvel  ëléoieiit  ne  peut  rien  donner  de 
nouveau,  puisque  sa  position  sera  déterminée  par  li 
connaissance  de  la  position  des  autres  éléments. 

C'est  ainsi  que,  par  rapport  au  groupe  euclidien, 
pour  avoir  tous  les  invariants  et  covariauis  indépendanis. 
il  suffit  de  considérer  trois  points.  Si  l'on  fixe,  eu  effet, 
leurs  positions,  aucun  mouvement  n'est  possible,  car  on 
a  épuisé  la  transitivilé  du  groupe.  En  efl'et,  un  point 
peut  acquérir  oo'  positions;  une  fois  celle-ci  fixée,  un 
second  point  peut  acquérir  oo'  positions  sur  une  sphère 
ayant  le  premier  point  pour  centre.  Enfin  la  position  dr 
ce  second  point  étant  fixée,  un  troisième  ne  pourra  plus 
que  tourner  autour  de  la  droite  déterminée  par  les  deux 
premiers.  L'ensemble  des  trois  points  pourra  donr 
acquérir  oo*  positions.  Le  nombre  de  paramètres  du 
groupe  étant  six,  la  transîtivîté  est  épuisée. 

Pour  tout  groupe  à  r  paramètres,  r  est  une  limite 
supérieure  du  nombre  des  éléments  à  considérer  pour 
obtenir  tous  les  invariants  et  covariants  simultanés  in- 
dépendants. 

Pour  que  celte  proposition  soit  prouvée,  il  snllit  de 
démonti^r  que  les  <x^  transformations  du  groupe  donnent 
toujours  à  cet  ensemble  de  r  éléments  x''  positions  dif- 
férentes. 

En  efiet,  uu  élément  quelconque  peut  acquérir  au 
moins  oo<  positions  différentes,  soit  oo'',  et  il  existe  alors 
oc/~'>  transformations  qui  donnent  à  l'élément  une  même 
position.  Ces  xf'P  transformations  donneront  à  un  se- 
cond élément  quelconque  (si  r  —  p'^o)  au  moins 
oc'  positions,  de  sorte  que  t'cnscmble  de  deux  éléments 
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pourra  acquérir  au  moins  oo*  positions.  D'une  façon  gé- 
nérale, un  ensemble  de  m  points,  m  étant  infêiieur  à  r, 
peut  acquérir  au  moins  oo™  et  au  plus  <x/  positions. 

Un  ensemble  de  r  éléments  acquiert  donc  sûrement 
oc''  positions. 

IX.   —  IsOMORPHISME. 

hvs  équations  (3)  expriment  ia  manière  dont  sont 
transformées  l'une  dans  l'autre  les  variétés  covariantes  u, 
lorsqu'on  applique  à  l'élément  x  une  transformation  du 
groupe  G. 

Chaque  transformation  du  groupe  G  détermine  unv 
des  transformations  (3),  et  ces  dennèrcs  forment  évi- 
demment un  nouveau  groupe  g,  dans  lequel  les  va- 
riables sont  II , ,  Hq  ,  . . . ,  u„,  (  ni  <^  ti  ) . 

Mais  deux  transformations  du  groupe  G  peuvent  ne 
pas  donner  lieu  à  des  transformations  du  groupe  g  dif- 
férentes entre  elles,  de  sorte  que  g  peut  présenter  un 
nombre  de  paramètres  essentiels  inférieur  à  celui  de  G. 

Supposons,  en  effet,  que  p*  transformations  de  G 
conservent  chacune  des  variétés  ».  A  chacune  de  ces 
transformations  £  correspondra,  dans  le  groupe  g,  la 
transformation  identique. 

Far  exempte,  le  groupe  des  similitudes  (')  autour 
d'un  point  admet -comme  covariant  la  droite  qui  joint  le 
point  variable  au  point  lîxe.  Chacune  de  ces  droites 
reste  invariante  par  les  transformations  homothé tiques, 
de  sorte  que  les  points  de  l'espace  sont  transformés  par 
un  groupe  à  quatre  paramètres  essentiels,  cl  les  droites 


(')  .\ous  appelons  similitude  une  iransforination  composée  d'une 
liomothétio  ei  d'uiic  rotation  autour  du  centre  d'bnmolliélic.  L«s 
similitudes  rorment  un  groupe  à  svpt  parami'tros,  qui  comprend, 
rofnmc  !>ous-|{roupe,  le  [groupe  euclidien. 

Ann.  de  Malhémat..  3-  «crie,  I.   XVIII.  (A'.i'it  iKi|.|.}  ^3 
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Cil  question  par  un  groupe  à  trois  paramétres  esscotîels. 
Si  S  est  une  transformatioii  du  groupe  G  ne  laissant 
pas  invariantes  les  variétés  h,  les  p*  transformations  de 
la  forme  S5  donneront  lieu  à  la  même  transformation 
du  groupe  g.  Le  nombre  des  paramètr-es  essentiels  du 
groupe  g  est  r  —  5.  De  plus  les  p^  transformations 
forment  un  groupe,  c'est-à-dire  un  sous-groupe  de  O- 
II  est  évident  que  l'on  peut  utiliser  pour  le  groupe  g 
les  paramètres  e  et  les  équations  de  composition  (3)  du 
groupe  G,  en  tenant  compte  loatefois  de  ce  que  ces  pa- 
ramètres [leuvenl  ne  pas  être  essentiels. 

Le  groupe  g  est  dît  isomorphe  au  groupe  G. 
D'une  manière  générale,  lorsque  à  toute  transforma- 
tion e  d'un  groupe  G  à  r  paramétres  essentiels  corres- 
pond une  trans/ormalion  »!  {fût-ce  la  transformation 
identique)  d'un  groupe  g  possédant  un  nombre  égal 
ou  injérieur  de  paramètres  essentiels,  de  manière 
tju'iiu  produit  de  deux  transformations  du  premier 
groupe  corresponde  le  produit  des  deux  transforma- 
tions correspondantes  du  second,  celui  ci  est  dit  iso- 
morphe au  premier.  L'isomor  phi  sine  sera  dit  holoé- 
dritjue,  lorsque  le  nombre  des  paramètres  essentiels 
sera  le  même,  et  mihiédnque  dans  le  cas  contraire. 

L'isoniorpliisme  lioloédrique  est  une  propriété  réci- 
proque, de  sorte  que  l'on  peut  parler  de  deux  groupes 
isomorphes  holoédriquvs.  11  n'en  est  pas  de  même  du 
l'isomnrpliisme  niériédrîque.  On  dit  dans  ce  cas  que  le 
groupe  qui  a  le  plus  polit  nombre  de  paramètres  est  iso- 
morphe niériédrique  à  l'autre  groupe. 

Deux  groupes  isomorphes  holoédriç/ues  peuvent  être 
amenés  par  un  changement  de  paramètres  à  avoir  les 
mêmes  équations  de  composition.  En  cd'et,  pardéliiiî- 
tion,  à  toute  transformation  r,  du  second  correspond 
une  Irnnsforinatioii  e  du   jnetiiier  de  la  manière  indi- 
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quée,  et  cette  correspondance,  qae  l'on  peut  rupréientcr 
par  r  relations 

permet  de  donner  au  second  groupe  ((;s  mêmes  para- 
mètres qu'au  premier. 

Si  l'isomorphîsme  était  mériédrique,  on  pourrait  bien 
exprimer  les  t)  en  fonction  des  f,  mais  on  ne  pourrait 
pas  faire  l'inverse. 

Il  est  évident  que,  dans  deux  groupes  isomorphes,  les 
sous-groupes  se  correspoodeni. 

Nous  citerons,  comme  exemple  d'isomorphisme  ho- 
loédrique,  le  cas  des  trois  groupes  géométriques  sui- 
vants : 

Groupe  projectirsur  la  droite; 

Groupe  linéaire  homogène  spécial  dans  le  plan  ; 

Groupe  des  rotations  autour  d'un  point  dans  l'espace. 

On  dit  aussi  que  deux  groupes  isomorplies  lioloé- 
driques  ont  la  même  structure. 

Pour  nous,  les  équations  de  composition  seront  la  ca- 
ractéristique de  la  structure,  en  ne  considérant  pas 
comme  diffërentes  tes  structures  résultant  de  systèmes 
d'équations  susceptibles  de  se  transformer  l'un  dans 
l'autre  par  un  changement  de  paramètres. 

X.  —  Similitude, 

Un  cas  important  d'isomorphisme  lioloédriquc  est 
celui  de  ia  simililude. 

Deux  groupes  ayant  le  même  nombre  de  variables  et 
le  même  nombre  de  paramètres  sont  semblables,  quand 
ils  peuvent  se  transformer  l'un  dans  l'autre  par  un 
cbangcmcnt  de  paramètres  et  un  changement  de  va- 
riables. 
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Ik'ux  groupes  semblables  sont  duuc  isomorplicsbo- 
loédritjucs.  Maïs  cette  coudition  ne  suffit  pas. 

Soient  G  et  G'  Jeux  groupes  isomorphes  lioloédriquei 
ayant  le  tnèine  nombre  n  de  variables. 

Soit 'n  le  nombre  des  invariants  indépendants  dansfi, 
()(  pouvant  être  nul.  Un  élément  jTg  peut  prentlrv 
00""™  positions  diirérentes,  c'cst-à-dirc  qu'il  existe 
00^"'""™' transformations  transformant  l'élément  x*  en 
un  élément  donné,  et,  en  particulier,  en  lui-inËnie,  on, 
d'une  manière  plus  précise,  qu'on  peut  écrire,  entre  le 
paramètres  e  du  groupe,  n  —  m  relations  exprimant  1» 
condition  pour  que  la  transformation  e  laisse  invarîiut 
l'élémenl  x^.  Ces  relations  contiennent  évidemment  1» 
coordonnées  de  l'élément  Xg. 

Ces  00'^'''"™'  transformations  ï  forment  évidemment 
un  graupe,  qui  est  un  sous-groupe  de  (1.  A  ce  sons- 
groupe  correspond  dans  G'  un  sous-groupe  compoK 
d'un  même  nombre  de  transformations  2'. 

Supposons  maintenant  que  les  deux  groupes  G  etd' 
soient  semblables,  et  soît  jf'g  l'élément  correspondml 
h  Xg.  Les  transformations  V  conservent,  dans  ce  cas,))- 
II  est  doue  nécessaire  qu'au  sous-groupe  de  G  conser- 
vant l'élément  Xj  corresponde  dans  G'  un  sous-groupe 
conservant  un  élément  y^. 

Je  dis  que  celle  condition  est  suffisante  pour  quel) 
cl  (j'  soient  semblables. 

En  effet,  si  S  est  une  des  transformations  de  G  ame- 
nant l'élément  Xg  en  x,  toutes  les  transformations  réali- 
sant cette  condiiion  sont  de  la  forme  821.  Si  8'  est  1* 
transformation  de  G'  correspondante  à  S,  S' 2'  esi  1» 
forme  générale  des  transformations  de  G  transfurmani 
l'élément  yo  en  un  certain  élément  y.  On  établit  ainsi 
une  correspondance  entre  les  éléments  x  et  les  élé- 
ments y,  correspondance  qui   peut  être  exprimée  par 
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H    relalîons  y  ^=.  ^(x),  par   lesquelles   le    groupe  (V 
s^  identifiera  au  groupe  G. 

Ainsi  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qui- 
(ieiix  groupes  holoédritjues  isomorphes  à  un  menu- 
nombre  de  variables  soient  semblables  est  qu'au  sous- 
groupe  de  l'un  conservant  un  élément  corresponde  un 
sous-groupe  de  l'autre  conservant  aussi  un  élément. 

Moyennant  eette  condition,  parmi  les  cor  i-es  pond  an  ce  s 
en  nombre  généralement  infini  que  l'on  peut  établir 
entre  les  transformations  de  deux  groujKïs  isomorphes, 
il  en  existera  au  moins  une  permettant  d'établir  entre 
tes  élément!)  une  cori-espondance  ayant  les  propriétés 
iudiquées. 

Il  résulte  de  tout  cela  que  deux  groupes  holoédriques 
isomorphes  à  un  même  nombre  de  variables  sont  tou- 
jours semblables,  s'ils  sont  simplement  transitifs.  Dans 
ce  cas,  la  seule  transformation  laissant  invariant  un  élé- 
ment de  position  quelconque  est  la  transformation 
identique. 

Dans  ce  cas  à  un  élément  x  d'un  des  groupes  on  peut 
faire  correspondre  un  élément  y  arbitrairement  choisi 
dans  l'autre.  Ensuite  à  tout  élément  S(x)  correspondra 
l'élément  S'(^),  S'  étant  la  transformation  correspon- 
dante à  S. 

Soit 

un  changement  de  variables  identifiant  les  deux  groupes, 
c'est-à-dire  transformant  chaque  transformation  S'  en 
sa  correspondante  S.  On  a  alors,  d'après  ce  qui  précède. 

S'(y)^VS(x). 
d'où 

La  transformation  V  satisfait  donc  à  la  condition 
S'  *■  =  WS. 
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Il  est  facile  de  voir  que  toute  transformation  1''  satisfai- 
sant à  cette  condition  identifie  le  groupe  eny  au  groupe 
en  X. 

Cherchons  pour  les  transformations  W  un  critérium 
plus  précis. 

Les  37'  équations 


(4) 


representenl  une  transformation  a  zr  variables. 

Supposons  qu'on  ait  opéié  un  changement  de  pan- 
mètres  convenable  de  manière  que  S  et  S'  aieut  les 
mêmes  paramètres.  Les  transformations  formées,  comoK 
(4),  de  deux  transformations  correspondantes,  formeni 
un  groupe.  Car  le  produit  de  deux  de  ces  tranaformaiiou 
(S,  S')  et  (Si,  S',  )  sera  formé  des  deux  transformatîtou 
S|S  «t  S',  S',  qui  se  correspondent  par  définition  de  l'î»- 
morphisme. 

Ce  gronpe  à  2  f  variables  et  à  r  paramètres  présente 
>'  invariants 

Égalons  ces  invariants  à  des  constantes,  et  résolvons  ju' 
rapport  aux  /-  variables^  les  r  équations  ainsi  obleDuei. 
On  obtiendra  ainsi  une  transformation 

dont  la  propriété  caractéristique  sera  de  rester  iaii- 
riante  par  la  traiisformaiioii  (4),  c'est-à-dire  que  l'w 
aura 

et  par  suite 

S'*'  =  VS. 

Les  transforma lioub  V  ainsi  obtenues  sont  donc  cclli^ 
qui  identifient  li-s  deux  groupx^s. 
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Elles  dépciiduiil  de  r  conslaiiies  arbitraires  <|ui!  nous 
pouvons  l'criru 

Nous  pouvons  nous  donner  .r„  et  donner  à  j^  toutes  les 
positions  possibles,  soit  oc'',  cl  uous  retrouvons  aiusi 
une  propriété  dëjii  énoncée. 

XI.  —  Groupes  paraméth*ux. 
Dans  les  équations  de  composition  d'un  groupe 

considérons  les  e  comme  variables  et.  les  e'  comme  para- 
mètres. Les  équations  (a)  sont  celles  d'uu  groupe  sim- 
plement transitif  à  /*  paramètres,  qui  est  dit  groupe  pa- 
ramétrai du  grou[>e  eousidéré. 

En  désignanl  par  x  la  transformation  variable,  par  x' 
la  transformée  et  par  a  la  transformation  qui  sert  de 
paramètre,  les  équations  du  groupe  peuvent  être  repré- 


Ce  groupe  est  évidemment  isomorphe  à  tous  les 
groupes  par  rapport  auxquels  il  joue  le  râle  de  groupe 
paramétrai . 

Il  existe  uu  second  groupe  paramétrai  jouissant  des 
mêmes' propriétés  que  le  premier  : 

Les  deux  groupes  paramétraux  sont  isomorphes.  Fai^' 
sons,  en  effet,  correspondre  à  chaque  transformation  a 
du  premier  la  transformation  b  du  second  délcrininée 
par 
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Aux  deux  transformations  du  premier  groupe 

correspondent,  dans  le  second  groupe. 

Le  produit  des  deux  premières  est  la  transformation 

Le  produit  des  deux  secondes  est 

C'est  bien  la  transformation  correspondant  à  a'a. 

Les  deux  groupes  ëtanl  tous  les  dtiu\  simplement 
transitifs  sont  semblables. 

Pour  les  transformer  l'un  dans  l'autre,  il  suffit  d'opérer 
les  changements  de  variables  et  de  paramètres  suivants  ; 


Ce  que  nous  venons  d'exposer  suppose  que  le  group« 
considéré  comprend  les  inverses  de  toutes  ses  transfor- 
mations. 

Nous  ne  nous  occuperons  pas  des  groupes  ne  présen- 
tant pas  cette  propriété.  Un  de  ces  groupes,  par  exemple, 
est  le  groupe  à  une  variable  et  à  un  paramètre  qui  a 
pour  équation 

avec  la  condition   a>>i. 

Chacun  des  groupes  paramélraux  est  évidemment 
simplement  transitif. 

Réciproquement,  tout  groupe  simplement  transitif 
peui,  par  un  simple  changement  de  variables,  être  mis 
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sous  la  forme  d'un  groupe  paramétrai.  Un  groupe  sim- 
plement transitif  est,    en  eiTet,   semLlable  (X)  à   sou 
groupe  paramétrai,  auquel  il  est  isomorphe. 

Appliquons  I«s  deux  groupes  paraméiraux  au  m£me 
système  de  variables  z,  c'est-à-dire  prenons  les  équa- 
tions dus  deux  groupes  sous  la  forme 

En  appliquant  successivement  ces  deux  transforma- 
tions, on  obtient,  quel  que  soît  l'ordre  adopté,  la  trans- 
formation suivante 

s-  =  aJ:b. 

Les  deux  transformations  sont  donc  commulatives, 
c'est-à-dire  (I)  que  chacune  d'elles  admet  l'autre. 

Réciproquement,  on  démontre  qu'une  transforma- 
tion commutative  à  toutes  les  transformations  du  l'un 
des  groupes  fait  partie  de  l'autre. 

D'une  façon  générale,  le.i  transformations  commuta- 
tives  à  toutes  celles  d'un  groupe  simplement  transitif 
forment  également  un  groupe  simplement  transitif. 

La  relation  entre  les  deux  groupes  étant  réciproque, 
on  qnalific  ces  deux  gi-oupes  de  réciproques. 

Dans  UD  groupe  simplement  transitif  G,  un  sous- 
groape  g  à  m  paramètres,  c'est-à-dire  composé  de  oo™ 
transformations,  donne  à  l'élément  variable  m"*  posi- 
tions difierentes  et,  par  suite,  laisse  invariantes  oo"'" 
variétés  à  m  dimensions. 

Il  résulte  dece  que  cbaque  transformation  d'un  groupe 
simplement  transitif  admet  le  groupe  simplement  transi- 
tif réciproque,  que  les  variétés  invariantes  par  rapport  à 
un  sous-groupe^  de  l'un  G  sont  transformées  l'une  dans 
l'autre  par  le  groupe  réciproque  G',  et  réciproquement 
un  covariant  de  l'un  caractérise  une  famille  de  variétés 
invariantes  par  rapport  à  un  sous-groupe  de  l'autre. 
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On  a  donc  la  proposïlioii  : 

Etant  donnés  deux  gronpet  G  et  G'  sinipteiiient 
transitifs  réciproques,  tes  sous-groupas  de  l'un  et  /e< 
covarinnts  de  l'autre  se  correspondent. 

XII,  —  Groupes  de  structure  domkée. 

Pour  connaître  tous  les  groupes  semblables  entre  eux, 
il  sufGt  d'en  connaître  un,  car  tous  les  autres  seront 
obtenus  par  des  changements  de  variables  et  de  para- 
mètres. 

Jl  est  facile  de  voir  qu'un  groupe  înlransilif  peut  tou- 
jours être  obtenu  au  moyen  d'un  groupe  transitif  iso- 
morphe, en  adjoignant  aux  équations  de  ce  dernier  un 
certain  nombre  d'autres  équations  formées  de  variables 
égalées  à  des  constantes,  et  en  opérant  ensuite  un  chau- 
gement  de  variables.  Les  variables  égalées  à  des  con- 
stantes seront  les  invariants  du  groupe  intransitif. 

Les  groupes  intransitifs  sont  donc  déterminés  quand 
on  tonnait  les  groupes  transitifs  de  même  structure. 

Je  dis  que  tout  groupe  transitif  est  semblable  à  un 
groupe  transformant  un  covarianl  du  groupe  paramé- 
trai. 

Soit  G  un  groupe  transitif  à  n  variables  et  à  r  para- 
mètres. 

Nous  avons  vu  (VIII)  qu'il  existe  un  nombrcp<:r 
te)  qu'un  ensemble  de  p  éléments  x  prend  par  le 
groupe  a/'  positions  différentes. 

On  peut  représenter  les  oC  transformations  de  G 
par  les  sc^  positions  d'un  de  ces  ensembles.  Ge>  oo^  po- 
sitions forment  une  variété  à  r  dimensions  dans  la  va- 
riété à  np  dimensions  qui  comprend  la  totalité  des  en- 
sembles Av.p  éléments. 
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Ces  00^  positions  sont  transformées  par  un  groupe  F 
simplement  transitif,  isomorplie  holoé<lri{|UC  à  G  et 
semblable  aux  groupes  paramëtraux  de  G,  et  cha(]ue 
groupe  iflaiif  à  un  covariant  de  F  sera  semblable  à  un 
groupe  dérivant  d'une  manière  analogue  de  cliaque 
groupe  paramétrai  et  réciproquement. 

Nous  pouvons  choisir  pour  les  variable;  du  groupe  T 
un  sj'slème  comprenant  les  coordonnées  x  de  1  elémeot 
de  G,  Ces  coordonnées  caractérisent  une  variété,  savoir 
celle  qui  est  formée  par  les  ensembles  comprenant  l'élé- 
ment X. 

Celte  variété  est  co  varia»  te  dans  le  groupe  F,  de  sorte 
que  le  groupe  par  lequel  elle  est  transformée,  c'est- 
à-dire  le  groupe  G,  doit  être  semblable  à  un  groupe 
relatif  à  un  covariant  de  chacun  des  groupes  paramé- 
traux  de  G. 

Eu  résumé,  toits  les  groupes  do  structure  donnée  se- 
ront déterminés,  si  l'on  connaît  tous  tes  groupes  tran- 
sitifs, et  l'on  obtiendra  ceux-ci  en  recherchant  les  co- 
variants  d'un  des  groupes  paramétraux.  Enfin  (XI), 
chacun  de  ces  covariants  est  déterminé  peu-  un  sous- 
groupe  du  groupe  paramétrai  réciproque. 

Remarquons  que  eette  marclic  peut  donner  lieu  it  des 
groupes  isomorphes  mériédriques  aux  groupes  cher- 
chés. 

XIII.  —  Ghoupe  AmoiNT.  Tbawsforwatiobs 

DlSTinCUÉES. 

Les  propriétés  suivantes  ne  dépendent  que  de  la 
structure. 

On  pourra  donc  faire  abstraction  des  éléments  aux- 
quels s'appliquent  les  groupes  et,  par  suite,  idenlifier 
les  groupes  isomorphes  holoédriques. 
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^ous  savons  (I)  (]U(i  STS~'  représealc  la  transfor- 
mation on  laquelle  est  transformée  T  par  IVffel  de  S. 

S!  S  et  T  appartiennent  à  un   groupe  O    h  r  para- 
mètres,  la  transformation  précédente  fera  aussi  partie 
(lu  groupe,  de  sorte  que  l'équation 
T'  -  STS-' 

représentera  une  transformation  à  r  variables,  qui  seront 
les  paramétres  de  T. 

Ces  transformations  forment  un  groupe  isomorphe 
à  G-  Cela  résulte  de  l'identité 

S'STSS'-i  =  S'ST(S'S)-'. 

Ce  groupe  s'appelle  le  groupe  adjoint  à  G- 
On  appelle  transformations  distinguées  du  groupe  G 
les  transformations  commutatives  avec  toutes  celles  dn 
groupe.  Les  transformations  distinguées  forment  elles- 
mêmes  un  groupe,  car  te  produit  de  deux  transforma- 
tions distinguées  présente  évidemment  la  mènie  pro- 
priété. 

A  chaque  transformation  distinguée  du  groupe  G 
correspond  dans  le  groupe  adjoint  la  transformation 
identique,  de  sorte  que,  si  xi9  est  le  nombre  des  trans- 
formations distinguées,  le  groupe  adjoint  a  seulement 
ao''~P  paramètres  essentiels. 

XIV.  — Types  de  sous-groupes. 

Une  transformation  du  groupe  adjoint  transforme  un 
sous-groupe  en  un  autre  sous-groupe.  Cela  résulte  de 
l'identité 

STS-'ST'S-'^STT'S-'. 

Le  groape  adjoint  transforme,  en  général,  un  som- 
groupe  en  une  infinité  de  sous-groupes. 
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Ces  sous-groupes  sont  dits  du  tnâinc  type. 

Les  sons-groupes  conservés  par  le  groupe  adjoiiit 
sont  dits  groupes  invariants.  Un  sous-groupe  invariant 
est  donit,  par  définition,  le  seul  de  son  type. 

On  peut  considérer  une  transformation  comme  un  cas 
particulier  de  sous-groupe  et  appeler  du  même  lypc  les 
transformations  que  le  groupe  adjoint  transforme  les 
unes  dans  les  autres. 

Les  transformations  d'un  même  type  forment,  d'après 
la  déftnilion  même,  une  variété  invariante  par  rapport  au 
groupe  adjoint. 

^ous  ferons  l'application  de  celte  terminologie  au 
groupe  des  similitudes,  dont  il  adéjàété  question  (IX). 

Une  transformation  de  ce  groupe  conserve  un  point 
de  l'espace  à  distance  finie  ou  infinie  et  une  droite  pas- 
sant par  ce  point.  Elle  est  déterminée  par  la  connais- 
sancedu  point  fixe,  de  la  direction  de  la  droite  fiice,  du 
coefficient  d'homotliélie  et  de  l'angle  de  rotation. 

Le  groupe  ue  comprend  pas  de  transformations  dis- 
tinguées; aussi  le  groupe  adjoint  a-t-il  le  même  nombre 
de  paramèti^s  que  le  groupe  lui-mûme,  c'est>à-dire  lui 
est  isomorphe  lioloédrique. 

Le  coefficient  d'homotliétic  et  l'angle  de  rotation  sont 
des  invariants  du  groupe  adjoint.  Le  point  et  la  direc- 
tion fixes  en  sont  des  covariants. 

Le  centre  de  similitude  considéré  comme  covariant 
relatif  au  groupe  adjoint  est  transformé  par  un  groupe 
à  sept  paramètres,  qui  n'est  autre  que  le  groupe  de  si- 
militude lui-même. 

La  direction  fixe  est  transformée  par  un  groupe  qui 
n'a  que  trois  paramétres  essentiels. 

Les  sous-groupes  invariants  sont  le  groupe  eucli- 
dien et  le  gi-oupe  des  homothétics,  qui  ont  en  commun 
les  translations. 
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Les  invariants  du  groupe  adjoint  déterminent  les 
types  de  transformations,  de  sorte  que  les  transforma- 
lions  d'un  mâme  type  sont  celles  qui  ont  le  m£me  coeffi- 
cient d'homothétie  et  le  même  angle  de  rotation. 

Citons  les  sous-groupes  soirants  : 

Similitudes  concentriques; 

Simililudes  coaxiales; 

Homoiheties  concentriques; 

Rotations  coaxiales; 

Etc. 
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NOTE  SUR  UNB  SURFACE  ÉTUDIÉE  PAR  PAINVIN; 

Pau  m.  0.  BÔKLEN. 


Païnvin  a  examiné  le  premier  {Nonv/tlles  Annales, 
i864i  p-  4Si)  te  lieu  des  foyers  des  sections  centrales 
d'une  surface  du  second  ordre.  On  peut  construire  celte 
surface,  qui  est  du  huitième  degré,  de  la  manière  sui- 
vante : 

Il  y  a  une  in/inité  d'ellipsoïdes  qui  ont  même  section 
centrale  (ou  qui  passent  par  la  même  ellipse)  et  dont 
la  longueur  du  grand  axe  est  constante  ;  les  foyers  des 
petits  axes  de  ces  ellipsoïdes  sont  situés  sur  In  suj/ace 
de  Pain  fin. 

On  peut  ajouter  :  Les  deux  foyers  du  grand  axe  de 
ces  ellipsoïdes  sont  situés  sur  une  surface  de  l'onde. 

Si  rt>[t>t'  sont  les  demi-axes  d'un  tel  ellipsoïde 
avec  le  centre  O,  et  que  F|  et  Fj  soient  les  foyers  du 
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grand  axe  et  Fj  celui  du  |>cUt  axe,  on  a 

OF,  =  v'^^'*,      OF,  =  /«'  —  i-S      OF,  =  v'^*^^  fïV 

le  dernier  foyer  cal  do?ic  iinaginairL',  mais  on  délcrminc 
sa  place  sur  le  petit  axe  comme  s'il  était  réel, 

La  démonstration  de  ces  deux  propositions  est  fondée 
sur  un  théorème  de  Chasles  et  en  est  une  conséquence 
immédiate  (Aperçu  historique.  iHy ,  Notes  XXV 
et  XXXI*). 

Élant  donnés  un  ellipsoïde  (E')  ^ -+- ^  +  ^  =  i  et  un 
point  quelconque  M  de  (E),  ou  construit  un  second 
ellipsoïde  (E')  suf  les  normales  de  (E)  et  des  deux  sur- 
faces homofocates  ([*)  cl  (i')(]ui  se  coupent  au  point  M; 
a,  u,  V  sont  les  demi-axes  de  (F/).  Ce  second  ellipsoïde 
touclie  le  plan  (^z)  à  l'origine  O,  et  sa  section  centrale, 
menée  par  le  point  M  et  parallèle  au  plan  (,yz),  est  une 
ellipse  (e)  avec  les  axes  \/a'  —  b'  et  <^a^  —  c",  paral- 
lèles aux  axes  des  coordonnées^  el  z. 

Cela  posé,  transportons  l'ellipsoïde  (E')  de  manière 
que  son  centre  parcoure  la  droite  MO  et  que  ses  axes 
restent  toujours  parallèles  à  enx-mèmes.  Dans  cette  nou- 
velle situation,  l'ellipse  (E)  viendra  dans  le  plan  (yz), 
et  son  équation  est 

A  chaque  point  M  sur  (E)  correspond  un  autre  ellip- 
soïde (E')qui  peut  être  transporté  au  point  Ode  la  même 
manière  et  passera  par  la  même  ellipse  (e),  qui  est  La 
section  centrale  commune  à  tous  les  ellipsoïdes  trans- 
portés. Leurs  foyers  sont  F),  Fa,  Fj,  auxquels  corres- 
pondent les  valeurs 
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Menons  par  le  point  O  un  plan  t*  parallèle  au  plan 
langentde  (E)  au  poinl  M.  Ce  plan  cniipe  (E)  dans  une 
cilipsi;  dont  les  demi-ases  soient  OA  ]>  OB;  ils  sont  pa- 
rallèles aux  tangentes  des  deux  lig;nes  de  courbure  qui 
se  croisent  au  point  M,  et  leurs  valeurs  sont  : 

(3)  OA  =)/a*-v\        Oit  =  /fl'  —  li'  ; 


OF.=  /(i'-<>. 

Fo  i^si  le  foyer  réel  di;  cette  ellipse  et,  par  suite,  un 
point  de  la  surrace  de  Painvin  appartenant  à  la  section 
centrale  de  (E)  qui  correspond  au  plan  P. 

Mais,  d'après  l'équaiion  (2),  on  a  OF,  =  yjv^  —  u-, 
c'est-à-dire  le  foyer  imaginaire Fj  de  l'ellipse  aux  axes  -f. 
et  f  coïncide  avec  le  foyer  réel  F,,;  cette  ellipse  est  la 
section  principale  de  (E'),  qui  contient  l'axe  moyen  at* 
et  le  petit  axe  2  v.  H  résulte  alors  de  ce  qui  précède  que 
son  foyer  imaginaire  Fj,  situé  sur  le  petit  axe  2C,  appar- 
tient à  la  surface  de  Painviu. 

D'après  les  équations  (3)  et  (3),  ou  a 

Ci)  OA  =  OF,,        OU  =  0F,; 

les  foyers  Fi  et  F^  sont  doue  situés  sur  la  stlrface  de 
l'onde  dérivée  de  l'ellipsoïde  -^  -^-  V^  -< — j  — 1  =  0.  Cctie 
seconde  partie  de  ma  proposition  a  été  déjà  publiée  dans 
ma  Disserlnlion  sur  la  surface  de  l'ontle  (Reutlingeu, 
1881},  que  M.  Cornu  a  bien  voulu  citer  dans  l7n(crOTif- 
diaire  des  Mathématiciens,  T.  I,  p.  10;  je  l'ajoute  » 
cause  de  so»  raj>[Kirl  inlinie  avec  la  première  Partie. 
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[02b] 
LES  COIRBBS  IMAGES  KT  LES  COURBES  SYMÉTRIQUES; 

Par  m.  g.  DE  LONGCHAMPS. 


1.  Le  Volume  des  Sitziingsberichle  der  Konigel 
Sàhmischen  pour  l'année  1898  contient  une  Noie  de 
M.  Michel  Petrovilcli  intitulée  :  Sur  un  sjstème  de 
coordonnées,  semi-curvilignes,  dans  laquelle  il  préco- 
nise, pour  certaines  recherches,  le  système  suivant  (  '  )  : 

Soit  C  une  première  courbe  donnée.  Sur  C,  on  prend 
un  point  A.  comme  origine.  Eu  un  point  M,  mobile 
sur  C,  on  trace  la  normale  et,  sur  celte  normale,  à  par- 
tir de  M,  on  preud  un  point  B,  tel  que  MB  =  n  ait  une 
relation  déterminée  avec  l'arc  AM  =  t.  Le  lieu  de  B  est 
une  courbe  C,  cjue  M.  Petrovitcli  appelle  Vintage  (') 
deC. 

On  peut  porter  la  longueur  n,  sur  la  normale,  en 
deux  sens.  On  obtient  ainsi  deux  courbes  C,  C,  asso- 
ciées à  C,  comme  il  vient  d'être  dit.  Ces  deux  courbes 
C,  C  sont  dites  courbes  symélrii/ues  relativement  à  C. 

Le  trdcédes  tangentes  à  ces  courbes  peut  se  faire  très 
simplement,  comme  nous  allons  l'indiquer;  nous  trou- 
verons ici  une  application  nouvelle  du  principe  dont 
nous  avons,  à  plusieurs  reprises,  montré  la  fécondité  : 
le  principe  des  trausversales  réciproques. 


C)  L'idée  générale  i  laquelle 

l'Ouvrage  de  l'abbé  Aoust. 
(*)  Si  notre  mémoire  est  fidèle,  ce  mot  a  été  pris  déjji  et  dans 

Ann.  de  .Ifalhemal,,  3-  ^érie,  t.  XVIII.  (AoQt  1H99.)         ^4 
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â.  Nous  démontrerons  d'abord  le  tliéorème  suivant  : 
Théorème.  —  Si  l'on  sait  construire  les  tangentes  à 

l'une  lies  courbes  C,  C,  on  saura  tracer  la  tangente  à 

la  courbe  symétrique . 

Soit  C  la  courbe  proposée  ;  sur  C,  pronoiia  denx  points 

înfiDiiiicnt  voisins  M,  N;  puis,  ayant  tracé  les  normales 


en  ces  jioints,  prenons  MB  =  MB',  JVD  =  Niy,  lus  lon- 
gueurs MB,  ND  étant  calculées  conforinémenl  à  la  god- 
dilion  imposée  à  l'arc  AM  =  i  compté,  sur  C,  à  pirtir 
de  Â  et  à  la  longueur  n  de  la  normale  MB. 

Les  normales  MB,  IVD  se  coupent  en  un  point  w  «pii 
est,  à  la  limite,  le  centre  de  courbure  de  C,  au  point  M- 

Prenons  uB''=MB,  uD°'=ND.  Dans  le  triangle 
(i>BD,  les  droites  MN,  BT^  sont  deux  transversales  réci- 
proques; elles  coupent  BD  en  deux  points  isolo- 
miques  R,  K'  ('). 

D'autie  part,  dans  le  triangle  wMN,  B'D*  et  B'U' 
sont,  aussi,  deux  transversales  réciproques;  elles  coupent 
MN  en  deux  points  isotomiques  S,  S'. 


(■)  La  11 


.1  Ic^pére 
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Si  nous  passons  à  la  limite,  il  ost  facile  de  voir  que  la 
connaissance  de  la  tangente  en  B  euiraine  ctlle  de  la 
tangente  en  B',  et  réciproquement. 

Supposons  connue  la  tangente  en  B  à  la  courbe  C; 
alors  on  connaît  la  position  limite  ;*'  du  point  R',  point 
de  rencontre  de  la  tangente  en  B,  à  C,  avec  la  tangente 
en  M,  à  C.  Le  point  R  a  pour  position  limite  un  point  r, 
symétrique  de  r'  par  rapport  à  B.  Ainsi  B'D"  a  une  po- 
sition limite  déterminée  par  le  point  r  et  par  B".  On 
connaîtra  donc  le  point  s,  position  limite  de  S,  et,  par 
suite,  celle  de  s\  position  limite  du  point  S'.  Finalement, 
on  connaîtra  la  position  limite  deS'B';  la  tangente  enB 
se  trouvera  ainsi  construite. 

Réciproquement,  la  connaissance  de  la  tangente  en  B' 
à  la  courbe  C  entraîne  celle  de  la  tangente  en  B  à  la 
courbe  C.  On  connaîtra,  eneflet,  la  limite  du  point  S'; 
par  suite,  celle  de  S.  Les  deux  droites  B'iy,  B"!)"  ayant 
des  positions  limites  bien  définies,  il  restera  à  mener 
par  B  une  droite  partagée  en  deux  parties  égaies  par  le 
point  et  par  les  droites  en  question. 

3.  Cela  posé,  considérons  une  courbe  C  et  l'une  de 


ses  images,  au  sens  attribué  tout  à  l'heure  à  ce  mol,  la 
courbe  C 


b,  Google 


(  3,6  ) 
6ui'  les  normales  iiiliiiimeiit  voisines  Mbi,  Nu  pre- 
nons 

(oP  =  MB,        uiQ  =  ND. 
En  posant 

AM  =  i,        BM  =  n,        QiuP  =  t,        QPB  =  ?. 

avec  la  condition 

le  triangle  uPQ  donne 


U.P 

-Q 

51 

"(V- 

s) 

sinip 

As 

) 

/(* 

+  ds) 

sin(»- 

-5) 

n? 

sintp  — sin(ip  — t) 
/(i+rf^)-/(j>rff 


'•('-i) 


En  passant  à  la  limite,  p  désignant  le  rayon  de  cour- 
bure en  M  à  la  courbe  C,  on  a 


coianB«  =  p/^. 

Cette  formule  permet  de  résoudre,  dans  tous  les  cas, 
le  problème  des  tangentes  pour  la  courbe  C.  Elle  per- 
met, en  eflét,  de  construire  l'angle  (p  que  fait,  avec  la 
normale  wM,  la  limite  de  PQ.  Or  PQ,  MN  sont  deux 
transversales  réciproques  du  triangle  uBD;  la  tangente 
à  C,  en  B,  limite  de  BO,  s'obtiendra  donc  en  menant, 
par  B,  une  droite  partagée  en  deux  parties  égales  par  la 
tangente  en  M  à  la  courbe  C  et  par  la  droite  qui,  passant 
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par  P,  fait  avec  uM,  dans  un  sens  déterminé,  un  angle  » 
corrospondan t  à  la  formule  que  nous  avons  établie. 

i.  Supposons,  pour  indiquer  une  application  simple, 
que  l'on  prennti,  à  chaque  instant,  MB=;  arcAM. 
L'équation  de  C,  dans  le  système  proposé,  est  j  ^  n,  et 
l'on  a 


Élevons  wl  perpendiculaire  à  uM  et  prenons 
uI^MB,  Cl)  étant  le  centre  de  courbure,  eu  M,  à  la 
courbe  C,  Alors  l'angle  wMI  est  égal  à  y  {')■  I'  reste, 


pour  avoir  la  tangente,  en  B,  à  l'image  de  C,  à  mener 
par  B  une  droite  partagée  en  deux  parties  égales  par  IM 
et  par  la  tangente  eu  M  à  C.  Ou  construit  le  parallélo- 
gramme BaMy,  comme  l'indique  la  figure;  la  tangente 
en  B,  à  l'image  de  C,  est  la  droite  A,  menée  par  B, 
parallèle  à  01^. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  courbe  C  que  l'on  trans- 
forme est  une  circonférence,  l'image  C,  en  supposant 
S  ^  n,  a  pour  équation  polaire 

p  =  R  +  Ru>. 


(')  Les  points  K,  ^  9 


it  conCondu* 


a  figure  I 
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C'(ist  une  concliolde  par  rapport  à  la  spirale  d'Archi- 
mèdc,  etc. 

Mais  nous  n'insisterons  pas  sur  les  exemples  divers 
que  l'on  peut  rattacher  au  cas  général  <]ue  nous  avons 
examiné  ici  ;  noire  intention  était  simplement  d'appeler 
l'attention  sur  un  système  de  coordonnées  qui  parait, 
par  la  lecture  du  Mémoire  de  M.  Peirovitcb,  Mémoire 
auquel  nous  renvoyons  le  lecteur  pour  plus  de  détails, 
appelé  à  quelques  applications  intéressantes. 


AGRËGimn  DES  SCrBDCES  IUTBÉIUTI(I»S. 
COWOIIRS  te  189». 


Mathématiques  élémenlairei. 

i'  On  considère  les  confques  ayant  une  directrice  fixe  D  et 
passant  par  deux  points  fixes  A  et  B.  Deux  de  ces  coniques 
passent  par  ud  point  donné  M  et  se  coupent  en  un  nouvem 
point  M'  qui  est  dit  aiiocié  au  point  M. 

On  demande  d'étudier  cette  association  et  plus  particulière- 

a.  De  déterminer  les  points  M  tels  que  les  points  M'  associés 
soient  indéterminés; 

b.  De  trouver  le  lieu  des  points  M  tels  que  chacun  d'eux  soii 
confondu  avec  son  associé. 

1°  Montrer  que  si  le  point  M  décrit  une  droite  quelconque  X 
le  point  associé  M'  décrit  en  général  une  hyperbole  T  dont  on 
cherchera  les  asymptotes.  Indiquer  les  régions  de  la  droite^ 
qui  correspondent  aui  deux  branches  de  l'hyperbole. 

3°  On  suppose  que  la  droite  A  est  placée  de  telle  sorte  que 
la  conique  T  devienne  une  parabole  et  l'on  propose  de  trouver 
le  lieu  du  foyer  de  cette  parabole  lorsque  A  se  déplace  en  sa- 
tisfaisant à  cette  condition. 

4°  On  suppose  que  la  droite  A  se  déplace  de  telle  sorte  que 
les  hyperboles  r  correspondantes  aient  une  asymptote  con>- 
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Tiune.  On   demande,  dans   ces   conditions,    de   déterminer   la 
:;ourbe  enveloppe  des  axes  de  symétrie  de  la  conique  T. 

Mathématiques  spéciales. 

On  considère  tous  les  paraboloïdes  ayant  les  mêmes  focales 
ju'un  paraboloîde  P  dont  l'équation,  en  coordonnées  rectangu- 


On  mène  à  ces  parabololdes  des  normales  parallèles  i  un 
plan  Q  ayant  pour  équation 

1°  Démontrer  que  la  surface  S,  lieu  des  pieds  de  ces  nor- 
males, peut  être  considérée  comme  engendrée  par  une  parabole 
variable  dont  le  plan  enveloppe  un  cylindre  parabolique  C. 

a"  Démontrer  que  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M 
de  la  surface  S  peuvent  être  exprimées  rationnellement  en 
fonctioD  de  deux  paramétres  p,  pj  qui  llxent  la  position  des 
plans  tangents  menés  par  le  point  M  au  cylindre  C 

Montrer,  à  l'aide  des  expressions  ainsi  trouvées,  que  le 
cylindre  C    toucbe    la    surface  S  en    tous   les    points  d'une 

Montrer,  à  l'aide  des  inémes  expressions,  que  S  est  une  sur- 
face  réglée  du  troisième  ordre,  dont  les  génératrices  rectiligues 
sont  parallèles  à  celles  d'un  cAue  de  révolution. 

3°  La  surface  S  admet  une  droite  double  A  dont  on  demande 

j°  Démontrer  que  les  génératrices  rectilignes  de  la  surface  S 
rencontrent,  en  dehors  de  la  droite  double  A,  une  autre 
droite  Ai  avec  laquelle  elles  font  un  angle  constant.  Trouver 
les  équations  de  cette  droite  &]. 

Remarque.   —   Parmi    les   résultats  énoncés,  quelques-uns 
peuvent  être  établis  facilement  par  la  Géométrie;  on  saura  gré 
aux  candidats  qui  ajouteront  ce  mode  de  démonsiration. 
Composition  sur  l'Analyse  et  ses  applications  géométriques. 

On  donne  les  deux  équations 

^  i  (x-a){px+qy-iz)-(^-c){p-x)^^, 

\  {y-b){pT^>iy~-iz)-(z    -c)(q-y)^-o, 
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OU  3  désigne  une  fonction  de  i  tty,  /•  et  y  les  dérivées  par- 
tielles de  t  par  rapport  à  x  «ly. 

i"  Les  quantités  a,  b,  c  étant  supposées  constantes,  Irouvtr 
les  intégrales  communes  aux  deux  équations  (i). 

1"  Or)  suppose  que  les  quantités  a,  b,  c  soient  des  foncliom 
données  d'un  même  paramètre  X,  c'est-à-dire  que  le  poiot  M 
dont  les  coordonnées  sonl  a,  b,  c  décrive  une  courbe  C  ;  dm 
ces  conditions,  en  éliminant  X  entre  les  dc'ik  équations  (i),  oa 
obtient  une  équation  aux  dérivées  partielles 
(î)  F(^.y.z.p,q)  =  o. 

Comment  peut-on  intégrer  cette  équation? 

3°  Démontrer  que  les  courbes  caractéristiques  de  ['éi]ua- 
tion  ('A)  sont  des  coniques,  et  que  les  développables  caracté- 
ristiques sont  des  cûnes  du  second  degré;  indiquer  les  princi- 
pales propriétés  de  ces  systèmes  de  coniques  et  de  cônes. 

4°  Soient  A  un  point  d'une  surface  iorègrale,  B  le  pOle  du 
plan  tangent  en  A  à  cette  surface  par  rapport  au  paraboloTdeP 
ayant  pour  équation 

démontrer  que  la  droite  AB  rencontre  la  courbe  C. 

5"  Snr  la  droite  AB  on  prend  un  point  N,  tel  que  le  rapport 
enharmonique  des  points  A,  ^  et  des  deux  points  de  renconiri: 
de  la  droite  AB  avec  le  paraboloïde  P  soit  constant;  démon- 
trer que  le  point  N  décrit  une  surface  intégrale  de  l'équa- 
lioa  (a). 

6"  La  courbe  C  étant  donnée,  déterminer  les  surfaces  inté- 
grales telles  que  les  plans  des  coniques  caractéristiques  passcni 
par  un  point  fue;  déterminer  les  surfaces  intégrales  dooi 
toutes  les  caractéristiques  ont  un  système  de  deun  droites. 

Mécanique  rationnelle. 

(Jnc  sphère  homogène  pesante,  sans  élasticité,  de  rayon  ^  <t 
de  masse  m,  repose  immobile  sur  un  plan  boriiontal  fj\e  pir- 
faitement  poli. 

Un  point  matériel  pesant,  de  même  masse  m  que  la  spbére. 
vient  choquer  celle-ci,  sous  une  incidence  non  nulle,  avec  une 
vitesse  horizontale  connue  de  grandeur  et  de  direction,  puis 
s'incruslc  dans  la  sphère,  au  point  où  il  l'a  frappée,  de  façon  i 
faire  corps  avec  elle. 
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1°  Trouver  l'état  des  vitesses  des  divers  points  du  système 
immédiatement  après  le  choc;  déterminer  [a  région  dans  la- 
quelle le  projectile  doit  frapper  la  sphère  : 

a.  Pour  qu'elle  quitte  le  plan  après  le  choc; 

b.  Pour  qu'elle  reste  en  contact  avec  le  plan, 

a°  Calculer,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  la  perte  de  force  vive 
du  système. 

3'  Trouver  le  mouvement  ultérieur  du  système,  dans  le  cas 
où  la  sphère  reste  en  contact  avec  le  plan. 


ECOLB  CRNTRAIE  DES  ARTS  ET  MAKUFiCTURBS. 
COKOURS  DE  im  (PRENIÈIK  SESSION). 


Géométrie  analytique. 

On  donne  deux  axes  rectangulaires  0;r,   0^,    une  droite 

(X>)x-\-a  =  o,   un   point  k{x  =  —  a,y  =  —  b).    Sur  AO   on 
prend  deux  points 

P(iP=/>,r  =  9)r  V\i=p\y  =  q'), 

tels  que  OP.OF  =  ÔÂ'  =  d". 

1°  Former  l'équation  du  lieu  (F)  du  foyer  correspondant  à  la 
droite  (D)  des  coniques  admettant  cette  droite  pour  directrice 
et  passant  en  outre  par  les  points  P  ou  P'.  Construire  ce  lieu- 

a'  Démontrer  que,  par  les  points  P  et  P',  on  peut  faire  passer 
deux  coniques  d'une  excentricité  donnée,  admettant  pour  direc- 
trice la  droite  (O);  et  déterminer  sur  AO  les  positions  des 
pointa  P  et  P'  par  lesquels  on  peut  faire  passer  deux  parallèles 
réelles,  dont  on  fera  la  construction  pour  une  position  particu* 
lière  des  points  P  et  P'. 

3'  Pour  des  positions  successives  de  P  sur  la  droite  AO,  on 
distinguera  les  points  du  lieu  (F)  qui  sont  des  foyers  d'ellipses, 
de  ceux  qui  sont  des  foyers  d'hyperholes. 

Enfin  on  étudiera  les  modifications  des  résultats  précédents 
en  supposant  que  la  droite  AO  s'applique  sur  l'axe  des  x  et  que 
le  point  P'  s'éIoif;ne  à  l'infini,  la  lonjfueur  AO  étant  constante. 
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Épw 


Intersection  de  deux  cônes.  —  On  considère  trois  droites 
passaai  par  le  point  S  et  ayant  pour  traces  sur  le  plan  hori- 
zontal les  trois  points  A,  B,  C.  La  cote  du  point  S  est  &\» 
â  J  jo°"*  au-dessus  du  plan  horizontal.  Les  trois  points  A,  B.C 


i.---; w«Bf5- 


ede  S:^ 


.40" 


HB  =  HC  =  11- 
e  de  £  =  i^u— . 


sont  les  sommets  d'un  triangle  isocèle  dont  la  demi-bs^ 
HB  =  HC  =  7a""°  ei  dont  la  hauteur  AH  =  i6o"".  La  pm- 
jection  horizontale  du  point  S  est  située  sur  la  droite  H* 
à  ioa°™  du  point  A  vers  la  droite  de  ce  point.  La  droite  AH 
est  parallèle  aux  grands  câtés  du  cadre  et  à  iso'dacOii 
inférieur. 

Cela  étant,  les  trois  droites  SA,  SB,  SG  sont  les  génératrirts 
d'uD  cône  de  révolution  qu'on  demande  de  représenter  en  pro- 
jection horizontale  par  son  contour  apparent  et  par  sa  trut 
sur  le  plan  horizontal. 

On  considérera  ensuite  un  deuxième  cAoe  de  révolution  it 
sommet  £  ayant  pour  axe  la  verticale  du  point  A  et  pour  Imm 
dans  le  plan  horizontal  le  cercle  de  rayon  AS  =  100™.  La  co" 
du  sommet  Z  de  ce  deuxième  cdne  est  la  même  que  celle  du 
sommet  S  du  premier,  soit  ija**". 

On  déterminera  l'intersection  des  deux  cùnes  et  on  repré- 
sentera la  projection  horisontale  du  premier  limité,  comme  il 
a  été  déjà  dit,  au  plan  horizontal,  en  figurant  l'eniaille  prc 
duite  par  le  second. 

Cadre  de  v^n"""  sur  ^So'"'". 
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Titre  exlirùuj-  :  Géométrie  descriplive. 
Titre  intérieur  ;  Intersection  de  cAnes. 


SOLUTIOIS  DE  (DESTIOIIS  PROPOSÉES. 

QuMtioii  1768. 
L 'eTpresiion 

A-(»l-l)(„.-j)...(m-i) 

-"(m -»)(».- 3)... (m- *-!)  +  ... 
-K-i)"-i  "(/»-*)... (m- i*  +  i) 
+  (_.)•(».-<--.).. .(m-»*). 

eÊt  indépendante  de  m  pour  k  :=  n,  ou  k  <i  n, 

Dam  le  premier  cas  A  =  n  ! ,  dans  te  second  A  =  o. 

(Gentt.) 
solution 
Par  M.  AuDiBEKT. 

k=n        et        (»,-,)(,»-,). ..(m_n)=/(m), 
l'espressioD  proposée  peut  s'écrire 
A  =/(».)- "/(m -|)+... 

Développant  les /(m— |.i)  par  la  formule  de  Taylor,  on 

A  -/(»,)  [i-  î  +  2ii=^  _...+(_„.-,  ;  +(_  ,)•" 

/f"(^„.gwr-j„^"'"-).i.-... 
^'       '  „■■'  1 

-K_,).-.     („_,)f^(_,)"ni' 


b,Goo(^lc 


(  384  ) 

Tous  les  coefBcieats  de/(m)  et  de  ses  dérivées  si 
sonL  nuls,  à  l'exception  du  dernier  que  f'oD  obtient  en  Sûnti 
|i,  =  n,  et  qui  se  réduit  à  n  !. 

On  remarquera,  en  effet,  que  le  coefficient  de  /(m)  est  t;i! 

à  la  valeur  que  preod le  développement  de  (i  —  x)'  pour«=i. 

/"(m) 
Celui  de  — ~^ — ^esi  égal  àÈa  dérivée  de  (i  —  i)",  pont  x^ y. 


celui  de  - — ^^ — ■  s'obtient  en  multipliant  par  x  la  dérivée  d' 
(i —  n)"  prenant  la  dérivée  du  produit  et  faisant  dans  IctcsdI- 
Ul  ar  =  I .  En  général,  le  coefficient  de  <~'>V''^<'"1  „l  j„| 
à  la  valeur  que  prend,  pour  :r  =  i ,  le  polynôme 

—  n(i  -  x)"-* -i-  Bx{i  —  t)''-»  —  Ct<(i  — «)»->+... 
■+-  (-  i)V-n{n  —  I). .  .<«—  H  -)-  i)«!^-'(i  -  xy^, 

valeur  qui  sera  nulle  pour  (i<n,  mais  qui  devient  (—0'"' 
pour  |X  s  R.  Alors  le  dernier  terme  du  développement,  le  çtd 
qui  subsiste, 

/■'("■)  _ , 


Par  le  foyer  d'une  conique  donnée  on  mène  dei  corda: 
lei  circonférences  de  cercles,  qui  ont  ces  cordes  pour  die- 
mètrei,  lont  tangentes  à  deux  cercles,        (MannheiM') 

SOLUTION 

Par  M.  AuDiBERT. 
Prenant  pour  pôle  le  foyer,  pour  axe  polaire  la    perprinti- 
culaire  menée  du  foyer  à  la  directrice  correspondante,  l'éqM- 
tion  de  la  conique  donnée  sera 
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(  3S5  ) 
Le  rayon  vecteur  pi  qui  complète  la  corde  p  +  pi  e 
)iar  la  relalioD 


et  le  lieu  des  centres  des  cerries  de  diamètre  p  +pi  aura  pour 
pquation 

,-  =  P'^P  =      pecosd     _ 
2  i  — e>cos»e' 

qui,  en  coordonnées  ordinairea,  s'écrira 

ar"(i  —  e')+^'  — peT  =  o. 

Cette  relation  représente  une  ellipse  pour  «<  i,  une  para- 
bole pour  «=  t,  et  une  hyperbole  pour  f>  1.  Or  le  lieu  des 
centres  des  cercles  variables  tangents  à  deux  circonférences 
données  est  une  ellipse,  ailes  circonférences  sont  intérieures 
l'une  à  l'autre,  uoe  parabole,  si  le  rayou  de  l'une  d'elles  est 
inlîiii,  une  hyperbole,  si  elles  sont  extérieures  l'une  à  l'autre. 


Soient  ABC  un  trUingU  équiiatéral.{S)  le  cercle  inscrit 
dans  ce  triangle,  abc  un  triangle  équilatéral  inscrit  dans 
te  cercle  (S)  : 

i"  Les  droites  A  a,  Bc,  C6  te  coupent  en  un  même  point  a; 

a°  Quand  le  triangle  abc  se  meut  dans  le  cercle  (S),  le 
point  a  décrit  une  hypocycloïde  à  trois  rebroussemenls ; 

3"  Construire  la  tangente  au  point  a  en  partant  de  ce 
mode  de  génération  de  la  courbe.  (Gkntv.) 

S01.UT1ON 

Par  M.  R.-N.  Birisien. 

Soient  0  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC, 

R  le  rayon  de  ce  cercle,  f  l'angle  aOA. 
Prenons  des   axes  de   coordonnées  rectangulaires,   l'origine 
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(  386  ) 
Il  0,  OA  étant  l'axe  des  x.  Le  rayon  du   cercle  (S)  étani  -■ 

D  a  immédiatement  pour  les  coordonnées  des  six  points  A 
;,  C,  a.  b,  c. 

A.  37=R,  ^  =  o, 

B.  .  =  -^,  ^=^, 
C      a:=-~  -       **V^ 


■  '"'1 

os(6o'-ç), 

r  = 

K 

n(6o"-ç, 

.   ,=_£ 

os(6o*  +  f), 

y  =  - 

R 

a 

»(6o-+T 

L'équation  de 

la  droite  Ka 

st 

R  o         I     =  o, 

I  Rcosa     Rsinç     a  { 
ou,  en  développant  le  déterminant, 
(')  ^sinç+^(a  — cosîp)  — Rsinç  =  o. 

L'équation  de  la  droite  Bc  s'écrit 

-R  Rv^  a        =o 

I  Rcos(6o»+ç)     RsinCeo"-*-?)    —a  | 

(a)      j  »^[v^  +  ^'"(6'>'+T>]-aj-Icos(6o-+^)-i] 

1      -t-R[sin{6o'+^)  +  /3cos(6o"+ip)]. 

L'équation  de  la  droite  C&  est  de  même 

(3j       j  a^[ï/3-(-sin(6o'>-y)j-f-a;.[cos(6o'_ç)_,l 

(       +R[sin(6o''-?)+vlcos(6c°-ç)]. 

En   retranchant   les  équations  (a)  et  (3),  on  retombe  *"' 
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(387) 
l'équation  (i).  Donc  les  droites  (i),  (3)  et  (3)  c 
un  point  a. 

1'  Pour  trouver  les  coordonnées  de  ce  point  a,  BJoutoas(3) 
et  (3),  il  vient 
(4)  x(3  +  cosç)  +^  ainç  +  Rcosip  =  o. 

En  résolvant  (1)  et  (4)<  "f*  trouve  pour  les  eordonnées  de  a, 
<5)     x=  ^  (coaaîf  — acosç),        ^=  -r  (sîniw  +  a  sinif  ). 


Or,  si  l'on  pose  ■}- =  1 

i8o--?,  ona 

(6)     ;r  =  5(acos4,+ 

C0aa  +  ),          j'=?(ïsin4.-si. 

Sous  cette  forme  on  1 

hypocycloTde  triangulai 

re  dont  1e^   trois  points  de  rebr 

ment  sont  A,  B  et  C. 

L'angle  <}'  étant  l'angle  aOA,  il  en  résulte  que  les  droites  0  3 
rt  Oa  sont  également  inclinées  sur  OA. 

3°  Construisons  le  cercle  de  rajon  -r  qui  passe  par  a  et  est 

langent  au  cercle  ABC.  Si   de  O  comme  centre  avec  le  rayon 

-T-  on  décrit  un  cercle,  si  de  a  comme  centre  avec  le  rayon 


I  décrit   un  autre  cercle, 


trent  en  deux  points  I  et  V.  On  voit,  sans  ambiguïté,  que 
celui  de  ces   deux   points  qui   est   situé   entre  a  et  A  est   le 

centre  I  du  cercle  %  passant  par  a,  ayant  —  pour  rayon,  tan- 
gent au  cercle  ABC.  Ce  cercle  S  dans  son  roulement  intérieur 
sur  le  cercle  ABC,  en  partant  du  point  A,  décrit  le  point  a, 
après  avoir  tourné  de  l'angle  'ai/.  La  droite  01  rencontre  le 
cercle  ABC  au  point  P  (on  prend  celui  des  deui  points  d'in- 
tersection tel  que  I  soit  situé  entre  O  et  P).  La  normale  à 
l'hypocycloîde  au  point  n  est  donc  la  droite  aV  qui  unit  le 
point  a  au  point  de  contact  P  des  cercles  £  et  ABC. 

Remarque.  —  Il  est  évident  que  les  droites  Bfr,  Ac  et  Cra 
se  coupent  en  un  point  1,  et  que  les  droites  Ce,  Kb  et  Ba  se 
coupent  en  un  point  i-  Ces  deux  points  ^  et  y  sont  situés  sur 
rhypncycloïdc(O). 
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(  388  ) 
Un  vcrrail  aussi  que  les  droites  Ax,  BIfi  et  Cy /or 
triangle  éqitilaliral. 
Autre  solution  de  M.  DuLiHBeBT. 


QUESTIONS. 

1S26.  Démontrer  le  développement  suivant  d'une  fonclion 
entière  de  *  suivant  les   puissances   croissantes  du  Irinonte 

où  A  et  B  sont  fonctions  de  *  et  de  c.  (P.  BcRGATTI.) 

1827.  Six  points  quelconque»  étanl  donnés  sur  un  plan,  le 
lieu  géométrique  des  points  tels  qu'eu  les  joignant  aux  »> 
points  donnés,  on  obtienne  un  faisceau  en  învolution  se  com- 
pose de  quinze  courbes  du  troisième  ordre,  qui  pïwe»! 
toutes  par  tes  st\  points  donnés.  (E.   DBWt'tr.l 

1828.  Douie  points  quelconques  étant  donnés  dans  un  plan. 
il  existe  4iiSJo  points,  tels  qu'en  les  joignant  aux  douie  pivott 
donnés,  on  obtienne  deux  faisceaux  en  involutîon. 

(E.  Dewuli.) 

1829.  On  donne  une  conique  (S)  et  un  triangle  ABC  conju- 
gué par  rapport  à  celte  conique. 

Soient  m  un  point  de  la  courbe  et(c)  une  conique  tangen'f 
à  (S)  au  point  met  circonscrite  au  triangle  ABC;  on  àemtoAt 
le  lieu  du  point  d'intersection  de  la  tangente  commune  v 
point  m,  avec  la  seconde  corde  commune  aux  courbes(^i 
et(£). 

Résoudre  la  même  question  en  supposant  que  la  conique  i^i 
est  inscrite  dans  le  triangle  ABC.  (K.  GK.vn-.) 
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(389  ) 

[M' 6c] 

CO\TltlBIITrOX  A  L4  THSORIB  »BS  C11BI«UES  CUSPIItALBS; 

Pau  m.  Ch.  Z\HRADNrK, 
Pnifrsspiir  de  MatKémaliquea  i  l'UniversiLi'  de  7.agre-h. 


des  coordonnées,  la  tangente  en  ce  point  pour  axe  desX. 
et  la  droite  qui  joint  ce  point  au  point  d'inflexion  pour 
axe  des  Y,  on  aura  comme  équation  de  la  courbe  CJ 

Cette  courLe  est  unicursale;  les  cooi^lonnées  de  les 
points  .«ont  foneiions  rationnelles  du  paramètre 


\'- 


Par  la   aubslilutîon  de  ces   valeuis   dans    l'équiilion 
d'une  droite,  on  trouve 


(>) 


î  condition  pimi-  que  trois  points  de  la  courlieC] 
soient  en  ligne  droite.  Si  deux  de  ces  points  coïncident, 
ou  a  U3=z  U3  =  u  et  la  droite  en  que-stiou  devient  la 
tangente  à  la  courbe  CJ  au  point  ri. 
La  relation  (2)  se  réduiL  à 
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(  H"  ) 

Le  |}oiiil  u  esl  le  poinl  de  coiilact  du  la  rangmli': 
elle  laiigeiiie  rencontte  la  courbe Ci{  tnu,.  l.v  puliLi"i 
'app«'lle  le  tangentiel d»  point  «  ('). 


l'équalion  d'une  droite  P  el  u,,  u-^,  itj  les  points  d'iii- 
terseclion  de  cette  droite  avec  ia  courlie  CJ.  Trai;oiis  In 
tangentes  à  la  courbe  en  ces  points.  Ces  tangentes  ren- 
contrent respectivement  la  eoni'be  CJ  en  trois  points  u,, 
u',,u',,  qui  seront  si  tués  sur  une  niénieilrui  te.  D'après  (3'. 


Kn  additionnant  ces  trois  nlatinns,  on  obtient 

el  eu  égard  à  (a),  on  trouve  enlin  u',  +  u'^ -h  u'3  — "■ 
qui  est  la  condition  nécessaire  et  sufiisanlc  pour  que  Ic^ 
points  u',,u^,u',,  langentiels  dt-s  points»,,  u^,  »„  soîeut 
sur  la  ligne  droite.  La  droite  sur  laquelle  se  lrouv>^< 
les  tangcntiuls  u^  des  trois  points  ua  porte  Je  nom  Ji' 
droite  satellite  de  la  droite  P.  Désignons-la  par  R|.  I^' 
la  in£me  manière,  l'on  peut  trouver  R^,  c'est-â-dire  a 
droite  satellite  de  la  droite  R,  ou  la  Miconde  satellite  it 
la  droite  P.  Les  intersections  u'^  de  la  droite  Rj  »Mf  1^ 
courbe  C?  satisfont  à  In  condition 


«/,  — —  214=  a'uA. 


bvGoogIc 


(  i9'  ) 
Ou  obtiendrait  dr  inèmn  1«b  droiu^s  satvililes  consé- 
culives  de  la  droite  V  jusqu'il  la  satcllilfi  «''""  R„.  Eittrc 
les  paramêtics  dj^"'  du  ses  îiiterMictioits  avpc  la  cotiibu  C^ 
4-t  de»  iritorsectinns  n'^  "  dit  la  [droite  R»  ■  «xisU;  \n 
relatiou 

■»"ft"  ■  '-l-wl,"  -"■         l'  —  l.s.'î. 
d*OI. 

Subslituaiil  A  n  les  valeurs  i, '«,  3,  .  .  . ,  »,  ou  tmuvo 
ennu 

«/."'=  (—a )"«/,,        A  =  i.'i.,  3 

comme  relation  entre  les  paramètres  des  interseclioos 
de  la  droite  P  avccC^  et  les  paramètres  correspondants 
de  sa  71'™''  snlellite  B„. 

La  courbe  C^  étant  roustruite  et  )a  jmsiuon  de  la 
droite  P  étant  lixéu,  un  peut  facilemi'ut  construire  la 
satellite  R„.  I.a  construction  s'appuie  sur  la  signification 
géométrique  du  paramètre  u.  Pour  lini  n  ^  as,  nu  a 

limu;;"'=*=e,         A  =  i,a,.t 

Le  résultat  obtenu  nous  enseigne  que  ta  sutellîte  Rn  de 
plus  en  pluii  s'approche  de  la  tangente  au  jHiint  de  re- 
broussement  di-  la  courbe  Cî[;  ils  coïncident  pour  «:=ac. 
Cherebons  niaiiUenant  à  déterminer  la  droite  S,  dont 
la  satellite  est  la  droite  P.  Soit  t'A  le  point  de  contact  de 
la  tangente  menée  du  point  »«  n  la  cnuibc  C^,  on  aura 
"fl-1-af;,  =  o,         ft  =  I.a,  j. 


■nu  de  la  relatiou  (■*), 


Cela  veut  dire  que  les  points  de  contact  des  tau'^eutes. 
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(^9"  ) 
meuées  des  points  «l'interseclioii  de  la  droite  F  avec  U 
courbe  C\  sur  ta  même  courbe,  sont  sur  uoe  ligue 
droite  S| .  La  draite  S,  peut  s'ap|)eler  satellite  négniht 
de  la  droite  P.  La  satellite  négalivcde  la  droite  S,  «t  Si. 
et  pour  elle  on  trouve  tout  de  suito 

l'A -t- 31-^=0. 

d'où 

Eit  procédant  de  la  même  manière,  nous  parviciidrutis 
jusqu'à  la  n''™*  satellite  négative  Sh  et  aux  relations 


I 


<.(-j)%, 


Pour  lim  n  =  ao,  on  a  lim  c^  =:  o  ;  la  droite  S»  i's[i- 
prorhe  de  la  tangente  stationnaire.  Ils  coïncident  pour 
lim  n  ^  x\  nous  allons  le  démontrei*. 

3.  En  vertu  de  (a),  l'éfjuatiou  de  la  droite  passant 
par  deux  points  u,  et  U)  [leut  être  écrite 

(cm- a«,u,u,)_y  + [é  +  a(u;  — (Il M,)]*  — ^  =  <»- 

Comme  on  a  U|  ui  ^^  u^  U|  i^  u,  u,  ^  P,  on  aura,  aprn 
les  permuta  lions  cycliques  des  indices  et  après  avoir 
additionné  les  équations  résultantes  et  supprimé  le  fac- 
teur 3, 

(6)  P  ^[/,-a{u),]:r  +  [c-t-aiu),]x~d^o. 

{u)if  signifie  la  somme  des  combinaisons  /  à  X  dcspiN- 
mètres  ii,,  u,,  u,. 

Pour  la  droite  S„,  nous  aurons 


^(O"'"'- 
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(  :!9î  ) 

par  ciinséijiiciit 

s„.[.-(,;)"„,.,,],^[c..(-y"„„.,.]^-.-«. 

Au  cas  de  lîin  n  ^^  x,  celle  expression  devienl 
(7)  liinS„=6j  +  r/  — <(  =  o 

(>'cst  précisément  ré<]uatiun  de  la  langenie  siationnairo 
delà  courbe  C^. 

Posons  P  ^  R«,  S„  £h;  H_h,  on  aura  lo  ihéorÀmc  sui- 
vant : 

Dans  la  suite  illimitée  des  droites  H/,,  A  parlant  de 
—  X  jusqu'à  -f-30,  chaque  droite  est  la  satellite  de  la 
droite  qui  la  succède, 

COnitRSPOHDA^CE  HOMOGRAFHIQUF.  ENTRE  P    ET    R) 
PAU  RAPPORT  A  C'. 

\.  Dans  ce  (jui  piécède,  nous  avons  reconnu  la  cor- 
respondance univoqne  et  réciproque  des  droites  Pet  R| . 
A  chaque  droite  P  correspond  une  droite  R,  el  récipro- 
cjuemeni  à  cliaque  droite  R|  correspond  une  di'oitc  P, 
passant  par  les  poinls  de  contact  des  tangentes  menées 
des  points  d'intersection  de  la  droite  P  avec  Ja  courbe  CJ 
à  cette  mt^rnc  courbe. 

Soient  \,  71  les  cooidonnées  de  la  druîle  P,  £,,  t,,  les 
coordonnées  de  R,,  on  trouve  au  moyen  de  l'équa- 
limi  (6)  pour  la  <ii-oile  P 

cl  par  analogie  pour  la  droite  R, 
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(  3o<  ) 
Tuiaiil  cotiiptc  du  la  l'ulalion  (3),  on  peut  t: 

alors 


)î,..li+^ 


Les  éfjualiuns  (8)  délciiiiiiiviil  la  correspondance  lie- 
inographique  eiilie  ]ks  systèmes  des  droites  P  et  Ri  dans 
le  plan  de  la  couibe  C'. 

5.  Les  droites  doubles  <le  la  Iraiisfontiation  tioiiiogr*- 
phicjuc,  e'esl-à-dire  les  droites  coïncidant  avec  leurs 
satellil<:s,  satisfonL  aux  condiliuns 

Des  éijuatioiis  (8),  on  lire  iinitiédiatenient 

c'est-à-diie  que  la  tangente  sialionnairc  de  la  courbe  C] 
est  la  droilp  double  de  cette  transformation  liomogra- 
pl,i,|„e. 

Si  l'on  emploie  les  coordonnées  homogènes  de  Hcsse, 
on  peut  écrire  les  équations  (8)  sous  la  forme 

iHOis)  l  pr,|— —  Srfr,  —  oct, 


-II,,  on^ 
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{  -*9à  ) 


=  4rf, 


Dans  lo  cas  p,  ^  d,  on  oblimil  le  résultat  connu  que 
la  droite  <loublc  de  relie  homographie  est  la  tangente 
au  (Kiint  d'inflexion  de  la  courbe  C'.  A  la  racine  p^^  4'' 
correspond  l'axe  des  Y  comme  seconde  droite  double, 
et  pour  p,^^  —  8rf,  on  obtient  l'axe  des  X,  c'est-à  dire 
la  tangente  au  point  de  rebrousse  me  ni  de  la  courbe  C* 
coinrae  troisième  droite  double  de  la  correspondance 
Itotnographitjue.  Le  triangle  des  druiles  doubles  est  donc 
ronstilué  de  la  tangente  au  point  de  rebroussement,  do 
la  tangente  au  point  d'iuflexion  et  de  la  droite  passant 
par  les  points  de  rebroussement  et  par  le  {Ktint  d'in- 
tlexioii  de  la  courbe  C, . 

(i.  A  l'aide  de  rétjuation  (8)  ou  obtient  directement 
l'éfjuation  de  la  droite  R",  qui  correspond  à  la  droite  à 
l'iniini  dans  le  système  SP.  Les  coordonnées  tangen- 
tielles  de  la  droite  R^  sont  t  >  —  t-;  son  équation  est 
par  conséquent 
(O)  R;-.-3  6j7  — i)c/-^rf  =  o. 

A  la  droite  à  l'iuliiii  du  système  £B|  correspond  ta 
droite  P*,  dont  les  coordonnées  tangenlielles  août  —  7-5. 


(10)  V  .  <  tihj:  —  <try  —  6d  ~  a. 

7.  Si  la  dioilc  P(;,  f,)  passe  par  le  point  /'(:r,_i  ),  la 
droite  R,{;i,  /,,)  jiassma  par  le  point  r,{^,,  t,,). 
Substituons  dans  réquation 
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hIuui's  tirées  des  «(jualiuiis  (K),  nous  aurons 


Cela  vent  dire  que  la  dioUcït,  ((,,  r„)  (tasse  par  lu  )M>i ni 
i;  dont  les  coordoiinées  sout 


1  ^bj"  -hycy  —  Sd 

'"*  j  _dy 

I  •'''      Gbx-t-'^cy-ifd' 

Au  [loinl  jj  du  Id  droitL-  P  uunespoud  un  seul  p>iiiir, 
situé  sur  la  dioito  R,.  Nous  eu  concluons  tjiie  si  li 
droiu^  P  lourijc  autour  de  tuu  point  />,  la  droite  con- 
juguée n,  tournera  autour  de  son  point  r,.  Les  points /f 
et/',  sont  conjugués.  Si  le  point/)  décrit  la  droite  P, 
le  point  conjugué  /',  décrira  la  droite  conjuguée  B| . 

Cela  nous  conduit  a  la  correspondance  liomograpliiquo 
dos  points  p  et  des  points  conjugués  r,  dans  le  plan  de 
la  courbe  C^.  Celte  correspondance  est  déti-rniinée  par 
les  éi|uat!ons 

il*  a?  —  4  dri , 
\x:  —  ihr,  —  gcj'i-t-  dsi, 

ijui  dérivent  des  relations  (&his)  par  la  suliatilutioa 
transposée  des  éijuatioiis  (i  i),  écrites  dans  les  coor- 
données homogènes  et  résolues  par  rapport  à  X.j;  "■ 
Les  points  doubles  de  cette  transformation  sont  \a 
intersections  des  droites  doubles  de  la  transforinatiou 
hoinograpliicjut;  (8).  Pour  les  [toinls  doubles  ou  uuis, 
on  a  X|  =  .r,j  ,  =j  ;  à  l'aide  du  {i  i),  on  obtient  pour 
les  coordonnées  des  points  doubles  (o,  o),  (o,- K  (r''>)- 
On  auiail  pu  aussi    partir  de    l'cqualion    (i3^    t't, 
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(  %-  ) 

your/iz—r,,  on  iruKVurait 


i(t^)  = 


8.  Dans  la  iransfoiitiation  établie  pour  (12),  au  fais- 
reau  {/))  des  rayons  P  <'0iTc5pon(l  le  faisceau  lioiiiogra- 
phiqiit;  (/,)  des  rayons  R,.  Ces  deux  faisceaux  déler- 
niineul  la  conique,  passant  par  les  sommets  p  et  ri  et 
par  les  points  doubles  de  cette  transformation.  Pour  l«5 
coordonnées  de  rinlcrspcliou  des  rayons  conjugués 
P(Ç,  r.)  cl  It,  (S.,  ^1)  o"  irouvu,  à  l'aîde  de  (8), 


La  droite  ($,  y,)  appartient  au  i'aisceau  (/));  en  vertu 
de  cela,  plie  passe  par  te  point />(ot,  ^),  et  l'on  a  par 
conséquent 

„t  +  pr,  -,-  ,  =  o. 

Il  est  évident  que  l'on  peut,  dans  l'équation  (iS), 
exprimer  Ç  par  ïj  ou  réciproquement.  De  celle  manière, 
on  obtient  les  coordonnées  des  points  de  la  conique  en 
question  comme  des  fonctions  rationnelles  du  para- 
mètre S  ou  r,.  Pour  T,  = —  rf'""  **  »^^  — 7~'  *■'*  '^ 
conique  passe  par  le  {wint  double  lo,  -  j;  pour  ^  =  ^, 
T,=i  — âj~'  *'"*'  passe  par  le  point  double  (^1  o  J,  ei 
entîn,  pour  Ç^oo  et  t,  :=  oe,  elle  passe  par  le  point 
double  (o,  o). 

De  cette  manière,  au  point  p  l'on  pourrait  faire  cor- 
respondre la  conique  C(p).  A  l'aide  du  paramètre  ;  on 
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a,  [jfnii-  lus  <:ooi-doiinves  <ics  ^wiiita  tic  cotte  ooniigiic 


î+i,(a5^,,_3jjcS 


Pour  les  poiiiU  I»  (jui  sont  en  dehors  Je  la  |>ai-ab<>Ie 

Il  ~(^bx—-icy  +  ^dy-  iGbdx  =  a, 

ia  coiii()iie  eorn'S|>oi)daiite  C(/')  est  une  hyperbole;  aui 
))aiiils  situés  sur  ci^lti!  [)arabole  ou  dans  son  iulérieiir 
coiTesitoiidunepaïahoIeou  ellipse  respcotiveini-nt.  L'on 
(icul  donc,  au  point  p,  faire  cuncspoudie  le  jioïnt  r,  ou 
la  coiiiijue  passant  par  les  points  />  et  /'  et  par  les  points 
doubles  du  système. 

9.  Aous  savons  déjà  qu'à  clia()iie  point/»  de  la  droite  I' 
eoi'respond  un,  <-l  un  seul,  point  r*,  sur  la  droite  R|>  Si 
1c  point  p  se  meut  de  manière  qu'il  reste  toujours  sur  la 
droite  P,  le  point  conjugué  /',  décrira  )a  droite  R|.  Les 
points  conjugues  des  droites  P  et  B,  forment  deux  sfs- 
tèmcs  liouiographiques  despoiulii;  la  droite  mobile,  (|ui 
joint  deux  points  homologues  ({uulcouques  de  ces  deux 
systèmes,  déei'il  une.  courbe  de  la  deuxième  classe,  laii- 
genti?  aux  deux-  droites  fives  P  et  1t,  et  aux  droites 
doubles  du  système, 

Lescoordoiini'cs  ^,  7,  de  la  <lroite  Tijui  joint  les  |iuinL' 
correspond  a  uts  />  et  c,  sont 

l,e  |)oiiit  /*  êlaut  sur  la  droile  lixe  P(«i,  «).  on  a 
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Rii  vurlu  de  citLle  reUliuii  l'on  peut,  (Uns  ie  sysléiiK-  (i4). 
vxpriiiiitr^r  par  y  ou  reeiprD(|u«i)ii:iil.  Cela  nous  foiiriiil 
la  lepréseulatioD  paramétrique  de  ccrid  ooiiique.  On 
s'assure  directemoiil,  n  l'aide  des  éi|tiaLioiis  {i4).  que 
ladite  conii|ite  LomJie  les  droite»  doublesdusystèine.  Si 
le  point  p  est  sur  la  taiigeiiie  d'iitRuxioii   (7),   ou   a 

Ç^ .7,^^  5''^  langeiileslaiioiinair('deincourI>e 

C^  est  unu  laiigento  de  la  eoiii(|ue,  etc. 

On  pourrait  eneure  énoncer  le  théorème  suivant  : 

^4  la  droite  I*  correspond  la  conii/ue  T(P),  em-etoft/itt 
de  la  droite  mobile  tjui  Joint  les  points  homologua  sur 
les  droites  V  et  R , . 

10.  La  condillori  pour  ijue  les  droiies  P  et  R,  i^oient 
|)erpendicnlaircs  esl  SSi  +  T,r, ,  =;  o,  el  l'on  a  eu  vertu 
do  (8) 

Il     .  (,^i_H(/t,>-(- 3AÎ-i)0r,  =  ... 

Les  di-oîtfs  P  et  R|  seront  perpeudiculaîres  si  la 
droite  P  touche  la  parabole  IL  A  la  parabole  II,  enve- 
loj>|>e  des  droites  P,  correspond  la  parsl>ule 

!!■  .t,f(£î-r,î)^^3AÎ,-9cr„  =  o. 

Le  lien  des  soniint^ts  de  l'angle  droit  dont  un  calé 
glisse  sur  la  parabole  11  et  l'aniresur  la  parabole  II',  est 
une  courbe  rationnelle  du  i|iiatrièinu  degré;  tes  |iuînts 
iloubles  coïuciilcni  avec  les  ))oints  doubles  dn  .sysièuie. 

A  l'aide  de  5  =  /./,,  l'on  [nrul  CNiniiner  ;  cl  r„  et,  par 
■-onsé<|uenl,  j-  el  y  dans  ré<|uatton  (l'i),  comme  les 
fonctions  rationnelles  du  |iaramètie  '/■. 
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I.'aFFIMTË    <;UADIIATI(JUB     RÉCIPROQUE. 

11     I.cs  roordoiiiu'cs  du   point   t,    iiitcrsccUoii    des 
droites  Pi;lB,  sont 


'      ^  1,^ ^^ 


Par  la  division  de  ces  deux  ëqualions,  ou  trouve 

dx^  —  'itij'-T]  ■+■  bx  —  3cf-  =  o. 
Le  point  t{x-,  y)  »5latil  suc  la  droite  1*(S,  t,),  ou  a 

Les  deux  dernières  é(|iiatioii5  doniieiil 
{      -  — ^'■^  +  3c^  — 3./ 

(■^'  ',  /.  1  V 


Les  éfjiiations  (i3)  et  (i5)  nous  moiitrenl  qu'entre 
la  droite  P  et  le  poinl  conjugué  f  ^  B|  P  existe  une  affi- 
nité rationnelle,  quadratique  ei  réciproque. 

12.  Aous  (louvons  partir  aussi  du  [HiIdI />(:>:,/)  sur  la 
droite  P.  A  ce  point  correspond  le  point  r,  sur  la  droite 
F,.  Pour  li'S  coonlonnées  de  la  droilcT^/>r,,  qui  joint 
les  points  lioiiiologues  /j  kI  /'■,  nous  avons  trouvé 

'  ~                  djr 
<'^'  .._.    ., 


A  chaque  poinl  p  suf  la  droite   P  correspond  une 
droite  T,  qui  passe  par  ce  point;    réciproquement,  i 
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iJiaque  droite  T  coirespoiid  tiii  point  p  sur  la  iJruile  P, 
iulei'scclïun  do  ues  deux  dinites  T  «l  P.  Si  l'on  résout 
les  équations  (i4)  par  rapport  à  x  vt  r,  on  oitiîeiit 

1  ^_         ^irfTiH-rl 

De  ct:tl«;  Diaiiière,  ii!>u»  sommes  cttiiluils  ù  deux  affiiii- 
tés  raiioniiellfs,  i|i)adratiques  et  réciproques.  Les  coor- 
doiiiiéi-s  des  élémeiils  conespondant'isaiisl'oDt  n  l'équa- 
lion  xE  +jr,  -(-  i  =  o.  Les  élémeuls  principaux  de  cette 
arniiiléijuadratique  réciproque  sont  les  éléments  doubles 
de  la  Iransforiiialioii  liomograpliique  préeiiée. 

Si  l'on  éeril  les  éijUBlions  de  l'affinité  {i;>)  avt-c  le 
même  dénominateur  i<lxy,  l'on  auia 

Les  coui'donnéea  des  points  d'tnlerseetioii  de  ces 
deux  coniques  dégénérées  (o,  o),  (  o,  -  j>  f  r*  o)  "^  dé- 
pendent pan  de  la  droite  (Ç,  vi);  seulement,  le  quatrième 
point  d'intersection,  dont  les  coordonnées  sont  données 
par  {i3),  t-n  dépend. 

A  la  ligne  droite  (Ç,  ïj),  lieu  des  points  (x,  y),  corres- 
pond la  tourbe  de  la  deuxième  classe,  touchant  les 
droites  principales;  :'i  un  point  (x,  r),  sommet  du  fais- 
ceau des  rayons  (S,  V))  correspond  une  eourbe  du 
deuxième  degré,  qui  passe  par  les  points  principaux.  A 
ta  courbe  de  la  deuxième  classe,  qui  ne  louche  aucune 
droite  principale,  correspond  une  courbe  de  la  quatrième 
classe,  dont  les  points  doubles  coi iiciden l  avec  lespoinls 
pi-ineipaux  de  <-ette  afiinilé,  elc. 
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OORKESPONDANCES    HOMOT.R APHIQGKS    SUCCESSIVES, 

13.  Le  syslèiiie  des  droites  P  el  )e  sjsiètnt!  des  droilrs 
R,  sont  en  (-orraspondanct!  lioiuograpliique,  établie  par 
les  écjuatious  (8).  Mais  les  droites  P  et  leurs  «■'""  droites 
satellites  sont  aussi  en  i-orr(!spondan<:e,  (jni  est  détcr- 
niinéu  |>ar  lus  relations 

('"--'~«)".  +  l'-«'"-'is' 

De  ces  équations,  on  reeontiaîL  <|u<;  les  systèmes  SR« 
et  SR„  sont  aussi  en  <'orrespondaiici!  liumogra[)l)iqu<'  ri 
([ue  l'on  a 


in 


'>7/' 


=  (—»)'—«r,^+\(—K)-- 


Toutcs  ces  correspondances  ont  les  mêmes  droites 
doubles  :  tangente  au  |>oinlde  rebrousse  ment,  tangent' 
statioiinaire  el  la  droite  qui  joint  le  poinl  de  rebrousse- 
nieiil  an  point  d'indexiim. 

i4.  Maintenant  nous  dénioiilrerons  que  les  droiti-s 
R„,  satellites  de  la  droite  P,  toui-lient  une  courbe  de  la 
troisième  classe. 

I,es  équations 

peuvent  s'écrire 
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d'où 

et  rnlitl 


leur  ft  pour  la  drorle  P  i-l  poiii'  touies  ses  dioiies  satil- 
liU's  R„,  «  varjaiil  île  —  x  à  +  co.  Ou  a  donc 

(dk-i-h)>=t.(dT,-hc)>. 

Les  droites  satclliles  toiicliciil  une  rertaiiiu  couriKr  du 
la  troisième  riasse  et,  eomim;  nous  lit  verrons,  du  Iroi- 
sième  degré. 

En  employant  la  siibslitulioii 


Les  points  d'interseelioi)  des  dmix  langcntes  inlini- 
ment  voisines  sont  les  points  de  la  eourbi!  en  question, 
Leurs  coordounées  sont  doniiéus  par  les  ('(jualions 

i.  =  .„L_3_i^ 

[•'       ku'—{b-i-c)u-t-3c 

Toutes  les  satellites  de  la  di'oite  P  touchnit  doue  uue 
courbe  FJ, 

La  tangcnle  au  point  de  rebrousseinepil  et  la  langeule 
staiionuaire  de  la  rourbe  C^  sont  aussi  les  laugenti-s  de 
la  courbe  rj. 
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Cela  i-ésull<-  diiccUïnifiil  des  n'"  2  ul  3  ou  dus  équs- 

Clierclions  iiialiileiiaiit  à  diJLurmîiier  lu  lieu  des  poiiiU 
(,  tjui  sont  coujtigués  aux  droites  satellites  suciesiitei 
R,,  R,,  ...  de  la  droite  P,  par  rapport  à  CJ.  A  Taidedw 
rquatlous  (i5),  oit  trouvera 


(/;  - 


i.r 


Les  points  r,  conjugués  aux  droitt^s  satellites  R«,suai 
sur  la  cubique  cuspidale 

Cette  courbe  et  la  courbe  doun^e  CJ  roïncidi'Ut  ^m 


HÉSULTilTS    OBTENUS    A    L  AIDE    DES    COOFOOS.M-.ES 

TniLlNfiAIBES. 

15.  I.e  triaugle  constitué  de  la  tangente  stationnaire, 
de  la  tangente  au  point  de  rebrousse  me  ut  et  de  In  droite 
qui  joint  le  point  de  rebrousseinent  au  point  d'iii- 
flexion,  joue  un  rôle  spécial  dans  U  tliéorie  des  cubiques 
euspidales. 

Preuous  ce  triangle  pour  le  triangle  de  rélerence. 

L'équatiou  di:  la  courbe  C^  sera  alors 

X3^=  o  est  la  tangente  stalionuaire  tl  X,  =  o  langcnLe 
au  point  d'inflexion.  L'é<|uation  (21}  peut  être  rempla- 
céc  par  le  système  des  équations 

eu)  '    X^,-a-,^o. 
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cela  veut  dire  que  la  courbe  C*  peut  être  engeudr^e  à 
l'aide  des  deux  faisceaux  des  rayons,  qui  se  correspon- 
dent ud  à  deux  i^einsweideutig)  {^).  Les  coordonnées  du 
point  qui  correspond  au  paramètre  X  sont  i,  \  X". 
L'équation  de  la  droite  X^Xj,  qui  joint  les  points  X,  et 
>.î,  est 

Trois  points  X),  Xj,  Xj  de  la  courbe  C*  sont  en  ligne 
droite  quand  on  a 

A  cause  de  (') 
on  aura 

Pour  la  droite  satellite  Ri,  nous  trouverons  de  la 
même  manière  qu'au  n°  4 

Désignons  par  Ç,-  et  Çj-  les  coordonnées  de  [a  droite  P 
ou  de  la  droite  R,  respectivement,  nous  aurons 

Si  la  droite  P  passe  par  le  point  piytiyn y»  la 
droite  satellite  R|  passera,  en  vertu  des  équations  (23), 
parle  point  l'i  {—y^^  «j^a,  8^»)  :  on  a  donc 

V  X  =      87.. 

(')  É«,  Wbyb,    Théorie   der  mthrdeatigen  EUmentargtbildti,. 
Leipiig,  1870. 
(')Ct.  n*3. 
Ann.deMalhëmal.,  :i'série,t.  XVIII.  (Septembre  1899.)   ^^ 
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Dus  éi^uai.îoDS  (33)1  on  déduit  îiuniédiatcinciil  que  Ir 
triangle  de  référence  est  le  triangle  des  rayons  doubla 
de  la  Iran  s  formation  liontographique,  qui  renferme  les 
systèmes  des  droites  P  et  de  leurs  droites  satellites  R, 
par  rapport  à  la  courbe  C^. 

Des  équations  (a3),  nous  avons  déduit  les  équation! 
(34);  mais  on  peut  les  déduire  aussi  à  l'aide  do  la  substi- 
tution transposée  en  écrivant 

'■'1^1=       y',- 

On  parviendrait  aussi  à  ces  équations  en  uraplojinl 
les  coordonnées  tangentielles  ;  la  courbe  C'  serait  repré- 
sentée par  l'équation 

m.   Pour  les  coordonnées  du  point  l  e^  PRrt  011  aura 
i  P^i  =  -    ï,ï„ 


et,  pour  les  coordonnées  de  la  droite  T  ^  pr, ,' 

(  «ï,=    x,r,. 

Les  équations  (aS)  établissent  l'alKnilé  ratioimuUi-. 
quadratique  et  réciproque  de  la  droite  P  cl  du  point  sa- 
teillle(  =  PR,. 

L'affinité  de  la  même  nature  du  point  p  et  de  la  droite 
pr,  est  déterminée  par  (a6). 

Cherchons  enfin  à  détrrinîuer  l'enveloppe  des  saiel- 
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lites  successives  de  la  droite  P.  A  cause  de 

*ïi(«)  =  (-8)''£„ 

on  trouvera 

Le  paramètre  a  dépend  des  coordonnées  de  la 
droite  P. 

Toutes  les  droites  satellites  d'une  droite  P  sont  tan- 
gentes à  une  cubique  cuspidale,  qui  est  homograpbiquc 
à  la  courbe  donnée  Cî. 


[B12d] 


SUR  DES  AN6LES  RESULTANTS; 

Pau  m.  g.  FONTENÉ. 


Le  calcul  des  quaternions  comprend  celui  des  quan- 
tités complexes  ;  maïs,  comme  nous  inlerprétons  a  +  bi 
dans  un  plan  qui  a  deux  dimensions,  eta-i-hi+cj~\-dk 
dans  uu  espace  qui  n'en  a  que  trois,  la  tliéorie  géumé- 
trique  qui  correspond  aux  quaternions  ne  comprend  pas 
celle  qui  correspond  aux  quantités  complexes.  En  con- 
séquence, la  formule  de  Bellavitis  pour  le  quadrangle 
plan  quelconque 

DA  X  BC  +  DB  X  GA  -i-  DG  X  AB  =  o 

donne  un  théorème  dont  l'énoncé  géométrique  ne  res- 
semble nullement  à  l'énoncé  du  théorème  auquel  con- 
duit l'étude  du  premier  membre  de  cette  formule 
lorsque  ABCD  est  un  tétraèdre,  et  ce  dernier  tbéorème 
n'a  même  aucun  sens  pour  le  quadrangle  plan  (Noit- 
vellex  Annales,  p.  34o,  question  i801  ;  1898);  d'autre 


b,  Google 


(  408  ) 
part,  le  ihéorèmu  plan  qui  résulte  de  la  rormali!  it 
Bellaviiis  a  soa  analogue  dans  res|>ace,  comme  on  lï 
verra  par  ce  qui  suit. 

I. 

\.  Définition.  —  Dans  l'espace,  l'angle  résultant  de 
deux  angles  {a^b)  et  (c, d),  dont  les  côtés  sont  dlri;éi. 
est  l'angle  {e,f)  obtenu  en  aaienanl  ces  angles,  par 
glissement  dans  leurs  plans  respectifs,  le  premier  dans 
la  position  (e,  (>>),  le  second  dans  la  position  (u,/, 
w  étant  l'intersection  des  deux  plans  prise  dans  un  seai 
arbitraire  si  l'on  a  égard  seulement  à  la  grandeur  de 
l'angle  (o/),  et  non  à  la  direction  de  son  plan  comme 
dans  la  théorie  des  vecteurs;  on  peut  écrire 
fi.  =  [(a,b)  +  (c,d)], 

le  crochet  indiquant  un  angle  résultant;  les  plans  m 
et  n  étant  orientés,  ou  a 


Théorème  I.  —  Dans  un  tétraèdre  ABCD,  la  noia- 
tion  AB  ou  liA  {indifféremment)  désignant  la  droite 
dirigée  qui  porte  l'arête  AB,  les  plans  orientés  da 
faces  étant  a,  b,  c,  d,  les  dièdres  étant  évalués  atec 
signes  autour  des  arêtes  dirigées,  si  l'on  considère 
D\  et  BC,  DU  et  CA,  DC  et  AB,  et  si  l'on  prend  a.« 
des  signes  convenables  les  angles  résultants 

l  L  =  [(DB,  DG)  -h  (AC.  AB)1  =  [(BD,  BA)  ■+-  (CA,  CDi]. 

construits  aveu  les  angles  des  directions  positives  dfi 
arêtes  ifon  opposées,  ces  angles  sont  ceux  des  directiois 
positives  des  côtés  d'un  triangle  LMiN,  et  les  côlés 
MA,  WL,  l.M  de  ce  trianglo  sont  proportionnels  aiij 
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produits 

(■a)      /  =  DÂ  X  BC,        hi  =  DB  X  CX, 

ou  encore  aux  produits 

(3')      X  =  sinda  X  iinbc,        n  =:  siadb  > 
de  sorte  que  l'on  a 

I  |,-..M>+N  =0, 
I  J—  -    '"    _  JL 

(3)  {  •iioL  ~  siiiM  ~  HiiS' 


Dans  la  formule  (i),  la  seconde  expression  de  L  esT 
construite  avec  BC,  DA,  comme  la  première  l'est  avec 
DA,  BC.  Ce  théorème  sera  dëmonlré. 

â.  Si  les  quatre  plans  a,  b,  c,  d  passent  par  nii 
même  point  S,  en  prenant  les  quantités  À,  [x,  v,  on  s 
un  théorème  sur  l'angle  tétraèdre  complet,  ou  encore 
un  théorème  sur  le  quadrilatère  sphérique  complet; 
comme  l'arête  AB-  du  tétraèdre,  tant  qu'il  existe,  est 
l'intersection  des  plan^  c  et  d,  on  devra  éerire,  pour  l;» 
formule  (1), 
L  =  \(ac,  ab)  4-  (db,  dc)l     ou      L  =  \{,db,  de)  ■+  (ac,  ab)]; 

l'ordre  étant  indilTérent  au  point  de  vue  où  l'on  se  place 
ici.  Nous  énoncerons  le  théorème  sur  la  sphère. 

Définition.  —  Sur  la  sphère,  l'arc  résultant  de  deux 
arcs  de  grands  cercles  AB  et  CD  est  l'arc  de  grand 
cercle  El'  obtenu  en  amenant  ces  arcs  par  glissement 
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sur  les  grands  cercles  qui  les  portenl-,  le  premier  diu 
la  position  EO,  le  second  dans  ia  position  OF,  le 
point  O  étant  l'un  quelconque  des  deux  poinu  d'inter- 
section de  ces  grands  cercles. 

Théorèhe  II.  —  Étant  donne  un  quadrilatère  sphé- 
rique  complet  dont  les  côtés  sont  portés  par  les  quatre 
grands  cercles  a,  l>,  c,  d,  si  l'on  désigne  par  {db,  de], 
par  exemple,  le  côté  situé  sur  te  grand  cercle  d  et 
compris  entre  les  grands  cercles  b  et  c,  et  si  l'on  prend 
avec  des  signes  convenables  lesarcs  résultants  indiqués 
par  les  /or mules 

L  =  [[db,  de)  +  {ac,  ab)\  =  [(bd,  6a)  +  (ca,  cd}\, 
on  a  les  formulas  (3)  e(  (4),  avec  les  quantités  X,  [t,  ' 
définies  pai-  les  formules  { a')  et  qui  sont  ici  des  pro- 
duits de  sinus  d'angles  sur  la  sphère. 

'•i.  Le  théorème  sur  l'angle  tétraèdre  complet  douue- 
rait  un  théorème  corrélatif  sur  uu  système  de  quilrc 
droites  issues  d'un  point,  figure  que  l'on  peut  appeler  un 
tétraode;  sur  la  sphère,  on  a  un  théorème  concernant 
le  quadrangle  sphérique,  et  c'est  celui-ci  que  noiu 
énoncerons. 

Définition.  —  Sur  la  sphère,  l'angle  résultaut  de 
deux  angles  donnés  («,  i)  et  {c,d)  est  l'angle  (e,/) 
obtenu  en  amenant  ces  angles  par  rotation  autour  de 
leurs  sommets  respectifs^  le  premier  dans  la  positron 
(ff,  u),  le  second  dans  la  position  (tu,/),  u  étant  le 
grand  cercle  qui  passe  par  les  deux  sommets. 

TnÉonÈME  m.  —  Étant  donné  un  quadrangle spf to- 
rique A,  U,  C,  D,  si  l'on  prend  avec  des  signes  conve- 
nables les  angles  résultants 

L^[(|'H,  IH-.j-^fAG,  A8)|  =  [(Bn,  BAi -t- (CA.  GDjJ,       .... 
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ces  angles  sont  ceux  des  directions  positives  des  côtés 
d'un  triangle  plan  LMN,  el  les  côtés  MN,  NL,  LM  de 
ce  triangle  sont  proportionnels  au-v  produits 

;  =  sinDA  xsinBC,         /n  =  sinDBx  sinCA, 

de  sorte  que  l'on  a  les  formules  (3)  et  (4)  avec  les 
quantités  l,  m,  n  déjinics  par  les  formules  (a). 

\.  On  a  en  parliculîer  ceci  pour  un  quaiirilalvi'c 
sphéricjue  dans  lequel  a,  t,  c  coucoiirent  en  D,  ou  un 
quaJrangle  splién'que  dans  luqnel  A,  B,  C  sont  sur  un 
même  grand  oon.'lu  d. 

Théohèmk  IV.  —  Si  l'on  considère  sur  une  sphère 
trois  points  A,  B,  i^sur  un  grand  cercle  d,  et  si  on  les 
joint  à  un  point  l)  de  la  sphère  par  trois  arcs  de  grands 
cercles  a,  b,  c,  on  a 


] 

iïtïbc 

iinea 

] 

sit\dax.i\nbc           : 

linrfA  X  sinca 

( 

sinBC 

sinCA 

et  des  fort 

nules,  analogues  t 

.,»/„,■„»;« 

n'écrirons 

pas. 

5.  Si  la  sphère  dégéuère  eu  un  plan,  ou  a  d'abord  le 
tliéoréme  II  pour  un  quadrilaicre  plan,  avec  des  seg- 
meuls  résultants  L,  M,  N  dont  la  somme  est  nulle  quand 
on  les  prend  avec  des  signes  couvenables,  et  qui  sont 
proportionnels  aux  quantités  X,  ^,  v.  On  a  ensuite 
le  théorème  III  pour  un  quadrangle  plan,  avec 
/  =  DA  X  BC,  . . . ,  les  angles  L,  M,  N  ëuut  ici  des 
sommes  d'angles,  puist^ue  la  Ggnre  est  plane;  nous 
reviendrons  sur  ce  théorème. 

En  <:e  qui  concerne  les  faits  du  n°  4,  nous  dirons  : 
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Mtant  donnés  trois  points  A,  B,  C  en  ligne  droite  et  un 
point  D  extérieur,  si  l'on  écrit 

bC       CA       ÂB 


p.DA y.'BB         _         f.DC 

iïHDB,  DG)  ~  siD(DG,DA)  ~  »in(DA,DB)' 
(DB,DC)-I-(DC,  DA)-H(DA,DB)=o, 

comme  il  est  facile  de  le  voir  directement;  on  a  donc 


i*.DA  =9».DB  -j-i-'.DC  -v-i7/-.DB.DCxcos(DB,I>C), 
CCS  formules  se  rattachent  au  théorème  de  Statique  connu 
sous  le  nom  de  théorème  de  Leibnitz;  et  il  suit  de  U 
que  l'on  aurait  la  formule  qui  exprime  /?'.DA  en  con- 
sidérant le  triangle  DBC  comme  dé6ni  par  (DB,  DC). 
DB,  DC,  en  regai-dant  A  comme  un  baryceutre,  et  en 
appliquant  le  théorème  de  Stewart. 

6.  Démonstration.  —  On  pourrait  démonti-er  le 
théorème  II  pour  un  angle  tétraèdre,  ce  qui  donnerait 
le  théorème  I  avec^,  V'^^]  <">  sait  d'ailleurs  que,  dans 
un  tétraèdre,  les  quantités  /,  m,  n  sont  proportionnelles 
aux  quantités  X,  y.,  v.  Nous  suivrons  une  autre  mai-che  : 
nous  démontrerons  le  théorème  III  pour  un  quadrangie 
plan,  et  nous  en  déduirons  le  théorème  I  ;  nous  remar- 
querons, à  ce  propos,  que  si  les  quatre  points  A,  B, 
C,  D  du  théorème  I  sont  dans  un  même  plan,  on  ob- 
lient  le  théorème  III  pour  un  quadrangle  plan. 

Soit  donc  A,  B,  C,  D  un  quadrangle  plan.  Si  l'on 
|irend  une  direction  orîginea/x,  et  si  l'on  pose  (théorie 
des  équipollenccs) 

ÂÏÏ=  AB|ros(j-.  AB)  +  <»in(.r,  \B,|. 
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;  on  a,  avec  l'origine  D,  BC  :=  DC  —  UB, 
l'identité  d'Euler  donne  U  formule  connue 


DA.BC  +  DB.  CA  -h  DG.  AB  = 


Bellavitis,  qui  a  donné  celte  équijiolleuce,  n'en  a  dé- 
veloppé les  conséquences  qne  dans  des  cas  particuliers  ; 
d'une  manière  générale  on  a 

DÂ.  BC  =  DÂ.  BG(cosa  +  (  sin  a), 
les  arguments  a,  'fi,  ^  étant  respectivement 

(3T,0A)-(-(a',BC),    (a?,DB)-i-(a!,CA),    (r,  DG)-i-(a:,  AW); 

,  DA.BC     DB.CÂ    DC.AB  r        , 

les  vecteurs  — ; — .  — : — >  — ; —  lont  donc  entre  eux 

*  *  * 

les  angles 

(DB,DC)-h(AC,AB    ou    (BD,  BA)  +  (CA,CD),        .... 

et  comme  leur  somme  est  nulle,  on  a  ce  théorème  que 
l'on  peut  regarder  comme  une  extension  du  théorème 
de  Ptolémée  :  Dans  un  quadrangle  plan,  les  produits 

/=TïÂx  BC,        /K  =  bBx  GÂ,  ■      H  =  DGxÂB 

sont  proportionnels  aux  côtés  MN,  ^(L,  LM  d'un 
triangle  LMN  dans  lequel  les  angles  des  directions 
positives  des  côtés  sont 

L  =  l5B!Dt:-i-jfG/AB  =  fi^B~A-+-<ÎA/cb, 
de  sorte  que  l'on  a  les  formules  (3)  et  (4). 

Soit  alors  un  tétraèdre  ABCD  :  on  veut  démontrer 

DA*x  BG  =  Db'x  GÂ'x  Dc'x Âb' 

4- aDB.DC  X  GS.ÂB  X  coaL, 
L  étant  l'angle  résultant  donné  par  la  formule  (i);  or,' 
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en  menant  la  hauteur  DH,  iin  a  dans  lu  quadranjU 
HABC 


HA  X  BC  =  HB  X  HA  -K  HC  K  AB 

+  aHB.HC  X  CÂ.ÂB  x  co»(  HB^  +  A'^^Abi; 

on  reiraiicliv,  on  transpose,  on  divise  par  aCA.Ab.  il 
l'on  doit  démontrer  <]ue  l'on  a 


aCA.AB 
=  DB.DC  cos  L  —  ÏÏB.HG  cos(  HB,  ilC  +  AC,  ABj 
ou 

Dh'cosAC.  AB 
=  DB.DGco5L~  ÏÏB.HGcos(HB,  HC -+- AC,  ABi; 
cela  duvienl,  les  sens  positifs  étant   DH,    DU,    OC,  HP>, 
HC, 
co8L=  cosDfl,  Dfe  cosDH,  DÏ:  cosAC,  AB 

-H  sin  DH,  DB  sin  DH,  DC  cos{IÏBjïî]  +  AG,  AB). 
on,    en  développant   le  dernier  cosinns  et  en   i-appro- 
cliant  les  deux  termes  en  cosAC,  Afe, 

/     cosDh'.^BcosDÎCdG  \        ^^ 

COSL=^   I  ICOSAli,Ab 

\-f-  sinDH,  DB  sinDH,  DC  cos  HB,  Hc/ 
-  sin iSn/Db  ïin iSH^Dt  sinriB^Ht  sio A^A^. 
Considérons  alors   le   trièdre  DH,  DB,   DC  :  d'une 
part,  le  fadeur  qui  multiplie  cosAC,  AB  dans  la  for- 
mule   précédente    exprime    la    quantité    eosDB,  iXi; 
fl'autrc  pari,  le  fadeur  qui  multiplie  sin  A(<,  A  Ft  exprime 
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le  sinus  du  trièJre  considéré,  et  celle  quantité  a  encore 
pour  expression 

ïioDBrDCx»m(DH,DBG)  ou  siiiDB7D&xcos(ABC.DBG); 
on  obtient  donc 

cosL  =  cosDbTdCcosAC,  AB 

—  sin  DB,  DC  sin  XC^Afe  cos  (DBG,  ABC), 
ce  qui  correspond  précisément  à  la  (bnnule  (i).    Le 
théorème  I  est  donc  démontré. 

Il  serait  intéressant  d'établir  ce  théorème  par  la  mé- 
thode des  quaternions;  comme  il  consiste,  si  l'on  veut, 
en  trois  formules  dont  l'une  est 

/  =  mcosN-(-ncoïM        ou        i  =  ^  cosN  +  ^  cosM, 

si  l'on  observe  que  l'expressioit  -j-  i-osN  est  ia  partie 
scalaire  du  produit  des  deux  biradialus  jrj-  et  ^'  on 
entrevoit  la  possibilité  d'uue  telle  démonstration. 

II. 

7.  Coasïdéroiis  spécialement  les  angles  L,  M,  Si  dé- 
lînïs  par  les  formules  (i),  et  les  quantités  /,  m,  n  déiî- 
nies  par  les  formules  (a):  on  peut  avoir  un  tétraèdre 
ABCD,  ou  un  quadrangle  plan  A,  B,  C,  D,  ou  trois 
points  A,  B,  C.en  ligne  droite  et  un  point  D  extérieur, 
et  nous  commencerons  par  ce  dernier  cas;  notre  but  est 
d'étendre  les  formules  et  d'indiquer  des  applications 
des  formules  généralisées. 

Soient  d'abord  deux  droites  de  l'espace  sur  les- 
quelles se  trouvent  les  deux  divisions  semblables  A,  B,  C 
t!l  A',  B',  C,  et  considcrous  les  segments  A'A,  B'B,  C'C 
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qui  sont  parallèles  à  uii  même  plan  it.  Si  l'on  Tait  une 
projection  oblique  de  la  figure  sur  le  plan  B,  les  proje- 
tantes étant  parallèles  à  A'B'C,  les  segments  sont  projetés 
en  vraie  grandeur  en  (D'An,  OBn,  O'C^,  et  la  diTÎuon 
AflBgCo  est  semblable  aux  deux  premières.  On  voit  que, 
51  l'on  connaît  les  trois  longueurs  AA',  BB',  CC,  el  la 
valeur  du  rapport  ^,  la  ^gure  &  A  fR,Ct  est-déter- 
minée, de  sorte  que  les  angles  (AA',  BB').  . . .  le  sont 
aussi  f  en  posant 


on  a,  d'après  le  n"  3, 

p.XÂ' 


(5)     i  Bin(fiB',  CC)  ""  sin(CC',AA')       sin(AA',BB'; 
(  (BB',  CC')-I-...  =o, 

I  />>.ÂÂ''=  î'.BB'V  r'.'cc' 
(  -+-ayr.BB^.CCxcos{BB',  CC),     .... 

8.  Soient,  en  second  lieu,  deux  triangles  directe- 
ment  semblables  ABC  et  A'B'C  situés  dans  un  même 
plan,  et  considérons  les  segments  A' A,  B'B,  CC.  Si 
l'on  emploie  la  notation  AB  avec  le  même  sens  qu'au 
n"  6,  on  a 

BX'  =  BC  X  X-,        CV=  CÀ  X  Jt,         ...; 
BB'+BX'  -h  C'G  +  CB  =  o, 

OU 

iW—  CC'  =  BÎT—  Wâ; 
on  en  conclut 

ti^'—'CG'  =  fïï:  X  (i  —  *), 
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L't  il  en  résulte  ceci  :  si,  à  partir  d'un  point CV,  on  tracé 
les  segments  O'A*,  O*  Bo,  (IVCg  parallèles  et  égaux  aux 
segments  A'A,  B'B,  CT,,  le  triangle  AgBoC,  est  sem- 
blable aux  deux  triangles  donnés  ;  on  le  verrait  d'aiU 
leurs  facilement  par  la  Géométrie,  en  mettant,  par 
exemple,  le  polui  O  en  A'.  Dès  lors,  si  Von  connatl  les 
trois  longtteurs  AA',  BB',  CC,  et  des  quanliléi  p,  q,  r 
proportionnelles  aux  côtés  des  deux  triangles,  la  figure 
O'AeBgCa  est  déterminée,  de  sorte  que  les  angles 
(AA',  BB'},  . . .  sont  déterminés  ;  d'après  le  n°6,  tes 
produits  p  X  AA',  q  X  BB',  r  x  CC  sont  proportion- 
nets  aux  côtés  d'un  triangle  LMN  dans  lequel  on  con- 
naît les  angles  des  directions  positives  des  cétès,  savoir 
(BB',  CC')  +  (AC,  AB),  ...,  et  l'on  aurait  des  rela- 
tions métriques  que  nous  n'écrirons  pas. 

On  a  ce  tliéoréme  : 

Un  triangle  ABC  étant  donné  de  position  dans  un 
plan,  ainsi  que  les  longueurs  AA'  et  BB'  avec  l'angle 
qu'elles  /arment,  si  l'on  construit  te  triangle  A'  B'  C 
semblable  au  triangle  ABC,  le  lieu  du  point  C  est  une 
circonférence  de  centre  C,  et  la  droite  CC  /ait  des 
angles  constants  avec  les  droites  AA'  et  BB'. 

La  figure  O'AoBsC,,  est  en  etlêt  déterminée  de  gran- 
deur; les  relations  dont  il  est  parlé  plus  Itaut  doune- 
raienl  le  rayon  CC.  Lorsque  les  points  A ,  B,  C  sont  en 
ligne  droite,  on  a  une  démonstration  simple  en  mettant 
le  point  (y  en  C;  le  cas  plus  particulier  où  le  point  C 
est  le  milieu  du  segment  AB  a  été  proposé  comme  exer- 
cice par  M .  E.  Bourriennf:,  dans  le  Journal  de  Mathé- 
matiques élémentaires  de  M.  Vuibert  (1S941  ques- 
tion 34oi). 

Voici  une  autre  solution  pour  le  cas  général  : 

Etant  donné  dans  un  plan  un  contour  quadrangu- 
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laîi-v  AUB'A',  le  ccoire  de  simililudv  S  dus  deux  Mo- 
ments AB  et  A'B'  e«t  aussi  relui  des  deux  segincnU  AA' 
et  BB';  dès  lors,  les  triangles  ABC  et  A'B'C  éunl 
supposes  direclemcQt  semblables,  si  l'on  construit  les 
trois  triangles  directement  semblables,  A  A' A",  BB'B', 
CGC,  le  triangle  A''B"C''  est  semblable  aux  deux 
premiers  triangles-,  si  l'on  suppose  AA'c^AA',  d'où 
BB"=^  BB',  CC"  =  CC',  on  arrive  au  rtJsultal  cherché. 
Il  est  intécessant  de  suivre  la  variation  de  la  figure; 
les  segments  AA',  BB',  CC  peuvent  être  remplaces  par 
les  segments  opposés  AA",  BB*,  CC. 

9.  Rclaitvcmcnt  au  théorème  général,  nous  observe- 
rous  d'abord  que,  si  un  léirardre  ABCD  varie  en  con- 
servant les  mêmes  longueurs  d'arêtes  à  partir  de  D,  et 
une  base  ABC  toujours  semblabU;  à  elle-même,  les 
angles  résullams  L,  M,  N  sont  invariables. 

Soient  alors,  dans  deux  pians  parallèles  P  et  V, 
deux  triangles  semblables  M&Ç,,  A'B'C,  et  considérons 
les  segments  A'A,  B'B,  CC  :  si,  à  partir  d'un  point  CV, 
on  prend  les  segmeitis  C'A»,  O'B,,  O'Co  parallèles  et 
égaux  aux  segments  A'A,  B'B,  CC,  le  triangle  AoBtCi 
est  semblable  aux  deux  triangles  donnés  ;  pour  ramener 
ce  cas  au  précédent  (n'  8),  on  peut  prendre  le  point  (V 
dans  le  plan  P',  ce  qui  donne  le  triangle  A«B,C<,  dans  le 
plan  P,  et  projeter  c^-lindriquenient  le  triangle  A'B'C  et 
Je  point  O'  sur  le  plan  P. 

Dès  lors,  si  l'on  connaît  les  trois  longueurs  AA', 
BB',  ce,  et  des  quantités  p,  y,  r  proportionnelles  aux 
côtés  des  deux  triangles  donnés,  letétraèdre  0'AoB«Ct 
n'est  pas  déterminé,  il  est  -vrai,  mais,  d'après  la  re- 
marque ci-dessus,  les  angles  résultants 

L  =  [(BB',CC')-(-(AC,AB)], 
sont  détrrminès  avec  une  tomme  mille,  et  les  produits 


b,  Google 


(   4i9  ) 
/>  X  A  A',  tj  X  lilt',  /■  X  ce  sont  proportionnels  aux 
côtés  d'un  triangle  LMN  tians  letjuel  les  angles  des 
directions  positives  des  côtés  sont  ces  mêmes  angles 
résultants;  on  aurait  des  relations  méiriquGS. 

Voici  une  conséquence  de  la  remarque  faite  au  début 
de  ce  numéro. 

Uans  le  Bulletin  de  la  Société  mathématique  (  1 8g-j) , 
M.  Raoul  Bi-icard  a  donné  ce  théorème  :  «  Les  deux 
cercles  C  et  C,  liilués  dans  des  pians  parallèles,  étant 
supposés  rigides,  si  l'on  réunit  deux  il  deux  leurs  points 
homologues  par  des  tiges  rigides ,  articulées  en  ces 
points,  le  système  obtenu  est  déformable,  et  les  plans 
des  cercles  restent  parallèles  pendant  ta  déformation.  » 
Considérons  alors  deux  liges  AA'  et  BB'  :  si  nous  pre- 
nons une  tioisième  tige  quelconque  CC,  laquelle  donne 
lieu  à  un  angle  (CB,  CA)  (|ui  ne  dépend  que  du  sjsièmc  ■ 
des  deux  premières  tiges,  l'angle  fcsultanl  indiqué  par 
la  notation  [(AA',  BB')  +  (CB,  CA)]  reste  constant 
pendant  la  déformation  ;  on  considère  le  tétraèdre 
O'AgBuCn obtenu  comme  il  a  été  dit. 


NOTE  BU  RÉBACTEim. 


Le  théorème  par  lequel  M.  Fontcni:,  dans  rariicle  qui  pré- 
cède, a  étendu  à  l'espace  le  théorème  de  Belbvîtis  sur  te  qtia- 
draogle  plan,  est  susceptible  d'uDC  démonstraLion  vectorielte. 
Il  s'agit  du  théorème  I.  La  démonstration  suivante  n'est  pas 
celle  à  laquelle  l'Auteur  fait  allusion  à  la  fin  du  n°  7;  il  m'a 
paru  plus  facile  d'établir  les  formules  (4)  du  n°  I. 

Soient  A,  B,  C,  A',  B',  C  les  vecteurs  BG,  CA,  AB,  DA,  DB, 
DC  dans  te  tétraèdre  ABCD ;  a,b,c,  ...  seront  les  longueurs 
de  ces  recteurs. 

Le  triangle  LMN  de  l'énoncé  a  pour  cdtés  aa',àb',  ce';  les 


b,  Google 


cosinus  de  ses  angles  seront  donc 

ibcb'c'  '"' 

d'aulrc  part,  l'angle  résultant  délîni  par   l'énoncé  est  celai 
du  rapport  géométrique  p-ji^i  comme  on  le  voit  aisénent, 

ou-jl-;j.C.B.C'.B';  tout  se    réduit  donc  à  étudier    Tangle 
de  C.B.C'.B',  donnée  par 

SC.B.C'.B'^ 
Or  on  a 

C.B.C'.B'=G.B(A'-hB)(A'-i-G) 

=  G.B.A-'*+C.B.A'.C-4-C.B>.A'-+-G.B'.C, 
j  8{C.B.G'.B'j=  — «'»S(C.B)~c»S(B.A') 
^*         (  -A*S(C.A')-+6*c», 

à  cause  de  la  formule  connue 

5(P.Q.R.T)  =  3CP.Q)â(R.T)-S{P.B)6(Q.T) 
+  S(P.T)8{Q.R), 

qui  réduii6(G.B.A'.C)à  C'S(B.A')ou  -c'SCB.A'). 
Mais  l'inspection  de  la  ligure  donne 


S(C.A')  =  !^^n-^l — 


S(C.B.C'.B') 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

On  en  déduit  les  théorèmes  sphériques  II,  III,  IV,  les  thi 
rêmes  plans  analogues,  et  les  conséqi 
plans  données  dans  la  seconde  Partie.  C.-A.  Laisant. 
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GtMPOSrrrON  NATHfiNiTItlE  BAMIISSION 
A  L'ÊCOLS  POLYTBCDNIQUE  IN  1899; 

Solution    pab    M.    PH[LBERT    DU    PLESSIS. 


I.  Indiquer  comment  sont  situées  par  rapport  au 
système  Oxj-z  des  axes  de  coordonnées  rectangii' 
taires  les  droites  A  et  6  qui  ont  pour  équations 

(A)  1=1,  ^-  +  =^  =  0, 

(B)  ^=-2,        y-^  =  o. 

Chercher  le  lieu  des  centres  S  des  sphères  tangentes 
à  la  fois  aux  droites  A  et  B.  Ce  lieu  est  une  surface 
[S]  :  la  reconnaître  et  donner  ses  génératrices  recti- 
l ignés. 

II.  Constater  sur  l'équation  de  [S]  que  Ox,  Oy, 
0«  sont  des  axes  de  symétrie  de  celte  surface,  et 
montrer  que  ce  résultat  pouvait  être  prévu  par  la 
seule  connaissance  des  données  du  problème. 

III.  De  chaque  point  j:,  y,  s  de  [S],  on  déduit  un 
point  M,  en  diminuant  l'ordonnée  y  de — r-- 

Écrire  l'équation  de  la  surface  [M]  ainsi  déduite  de 
[S],  et  trouver  les  droites  de  la  surface. 

IV.  Etudier  la  forme  et  les  transformations  succes- 
sives des  sections  de  la  surface  [M]  par  dos  plans  per- 
pendiculaires à  Oz,  et,  en  particulier,  les  sections 
faites  par  les  plans  z  =  o  ei  z  =:  i ,  cette  'dernière  aussi 
complètement  que  possible. 

I.  Les  droites  B  et  A  sont  les  parallèles  menées  par 
Aitn.  de  lUathétnat.,  3'  strie,  t.  XVllI.  (Septembre  iSgy.)      a? 
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les  points  de  l'axe  Oz,  de  cotes  —  a  et  +  3,  respect!* 
vetnent  à  U  bissectrice  de  l'angle  xO^  et  à  celle  de  son 
supplément. 

Les  distances  du  point  S  aux  droites  A  et  B  étaut 
égales,  on  a  i  m  média  le  me  ni 


qui  est  Téquation  du  lien  [S]  demandé. 

Celte  équation  représente  un  paraboloïde  hyperbo- 
lique équilalèrc  ayant  pour  sommet  l'origine,  pour  plan 
tangent  en  ce  point  le  plan  Oxy,  et  pour  plans  direc- 
teurs les  plans  Oxz  etOyz.  Ses  deux  systèmes  de  géné- 
ratrices rcctiligucs  ont  pour  équations  respectivement 

(     *  =  ^.  ^^         \    J'=  \^' 

II.  Ilsuditdi' remarquer  que  l'on  peut,  dans  l'équa- 
tion (i),  changer  simultanénient  le  signe  de  deux  des 
coordonnées  courantes,  pour  en  conclure  que  la  surface 
admet  les  trois  axes  de  coordouiiées  comme  axes  de  s_v- 
méirie. 

GéoDiétriqueinetit,  on  pont  le  voir  ainsi  : 

D'une  part,  l'axe  Oz  se  confond  avec  l'axe  du  para- 
boloïde et,  d'autre  part,  dans  chaque  système  cte  géné- 
ratrices rcciilignes,  l'un  des  axes,  Oxou  Oj-,  joue  le 
rôle  d'axe  de  symétrie,  puisque  ces  génératrices  le  reu- 
contrcnt  et  lui  sont  perpendiculaires. 

Ce  résultat. était  d'ailleurs  évident  a  priori,  attendu 
que  lus  données  sont  symétriques  par  rapport  aux  trois 
axes,  chacune  des  droites  A  et  B  étant  à  elle-mânie  sa 
propre  symétrique  par  rapport  à  O  2,  et  ces  deux  droit» 
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Jtaiil  symûiriques  l'uno  dci  l'autre  par  rapport  soil  à  Ox, 
soil  à  Oj. 

III.  L'étjualioii  (i)  pouvant  s'écrirt! 
r<:llcduJasiirraiin[.M]sci'a 

Si  ctiUi!  surface  du  quatnènie  degré  possède  des  géné- 
ratrices rectilignes,  celles-ci  serout  iiécessaîremeut  pa- 
rallèles à  des  génératrices  du  cône  des  directions  asym- 
ptoliqiies  a^aut  pour  somiiiidl  l'origine.  Or  celui-ci  a 
pour  équatiou 

c'est-à-dire  qu'il  se  décompose  en  deux  plans  :  Ojrz, 
pris  triplement,  et  Oxz.  Il  ne  saurait  donc  y  avoir  de 
génératrices  de  ta  surface  que  dans  des  plans  parallèles 
à  l'un  ou  R  l'autre  de  ces  plans  de  coordonnées. 

Si  nous  coupons  la  surface  par  un  plan  parallèle  à 
Oyg,  il  la  reucoutrc  déjà  suivant  une  droite  triple  à 
l'infini.  Le  reste  de  l'intersection  se  réduit  donc  à  une 
droite.  Les  équations  de  cette  droite  sont,  en  clfet,  si 
l'on  se  reporte  à  (a), 


Ce  résultat  était  d'ailleurs  évident  a />rio;'i,  attendu 
que,  la  transformation  consistant  à  réduire  toutes  les 
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abscisses  égales  d'une  même  quantité,  une  géuératrice 
du  premier  système  du  parabolotde  [S],  dont  tontes  Ifs 
abscisses  sont  égales,  di>il  se  transformer  en  une  droite. 
La  surface  [M]  du  ([uati'ièmc  ordre,  possédant  aiusi 
un  système  infini  de  génératrices  rectiligncs,  ne  saurail, 
comme  on  sait,  en  posséder  un  second;  elle  ne  saurait 
même  pas,  en  dehors  de  ce  système,  posséder  de  géné- 
ratrices isolées.  Celles-ci,  d'après  ce  qu'où  vient  de  voir, 
seraient,  en  effet,  parallèles  au  plan  Oxz.  Or,  si  l'ou 
coupe  ta  surface  par  un  plan  parallèle  à  celui-ci,  on  ob- 
tient, d'après  (2'),  en  outre  de  la  droite  à  l'infiuï,  la 
cubique  dont  l'équation  est 

Cette  cubique  admet  pour  asymptotes  les  droites 


et  SI,  pour  une  certaine  valeur  de  ^,  elle  se  décompo- 
sait, les  équations  de  ses  asymptotes  se  mettraient  en 
facteurs  dans  sa  propre  équation,  ce  qui  n'a  jamais  lien, 
puisque  le  terme  restant  2'jx  est  indépendant  de  |i. 

IV,  Si  l'on  coupe  la  surface  [M]  par  le  plan  3=1, 
on  obtient  la  quartique  Q  qui  a  pour  équation 

etdontles  asymptotes,  en  évidence  sur  l'équatiou  même, 
sont  les  droites 


cette  dernière  étant  double.  11  en  résulte  que  la  quar- 
tique a  un  point  triple  à  l'infini  dans  la  direction  de  Ov; 
elle  est  donc  unicursale. 
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Ces  asymploles  rcsUnl  les  mêmes  quel  que  soit  h, 
loule  la  question  revient  ù  cxaaiiner  ladisposition  de  la 
courbe  par  rapport  à  ces  asymplotes  pour  les  difTéi'cntcs 
valeurs  de  A. 

La  méthode  des  régions,  jolnlc  à  la  considération  des 
deux  points  où  l'axe  dos  x,  asymptote,  rencontre  la 
courbe  à  distance  finie,  suffit,  dans  tous  lus  cas,  à  fixer 
l'allure  générale  de  la  courbe. 

Convenons  tout  d'abord  de  designer  par  H  l'hyperbole 
é<jnïlatère  qui  a  pour  équation 

et  de  désigner  par  intérieur  àe  cette  hyperbole  la  région 
du  plan  où  se  trouve  son  centre,  et  par  extérieur  celle 
où  il  ne  se  trouve  pas.  Cela  posé,  examinons  les  divers 
cas  suivants  : 

i-  A<o. 

L'hyperbole  H   a   alors  la  disposition  indiquée  sur  la 

Kig.  .. 


l/équaiion  (3)  montre  que,  pour  tout  pnïitl  du  la 
quartiquc  Q,  le  binoine  xy —  4''  ^"'^  ^^^^  <ls  signe 
<^^ontraîrc  à  x.  Or,  le  binôme  étant  positif  pour  le  cfntre 
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(  4i6  ) 
de  l'h^-pcibole  confondu  avec  l'origint.',  puisque  A  est 
négatif,  il  reste  positif  dans  tout  l'iniérieur  de  Tliyper- 
bole  et  négatif  n  Textérieur.  Il  en  résulte  que  la  quar- 
lique  Q  est  à  l'intérieur  de  H  du  côté  des  x  négatifs,  à 
l'exténcur  du  côté  des  X  positifs,  ce  qui  est  indiqué  sur 
la  figure  par  des  liacliures  (racées  dans  les  régions  oiitl 
n'y  a  pas  de  points  de  Q. 

Remarquons  mainlenant  que  la  quartiqne  coupe  l'axe 
des  X  aux  points  où  les    abscisses   sont  données  par 

(4)  i6A3:'+(i6A  — î7y-r-4A  =  o. 


(5)  (i6/i  -37)1  — (i6A)'=  27(î7  — 32/1), 

quantité  jwsitive,  puisque  h  est  négatif,  il  en  résulii' 
que  l'équation  a  ses  deux  racines  réelles.  Leur  somme 

-(,-^) 
\         f6A/ 

étant  négative,  ei  leur  produit  -  positif,  elles  sont  néga- 
tives et,  de  plus,  l'une  est  supérieure,  l'autre  inférieure 
à  leur  moyenne  géométrique  -■  Si  donc  AB  est  l'asym- 
ptote 2X  -|-  I  ^  o,  les  points  M  et  N  où  la  quartiqut 
coupe  Ox  sont  l'un  entre  O  el  A,  l'autre  au  delà  de  A. 
La  connaissance  du  4x-s  deux  points,  jointe  à  celle  âfi 
régions  précédemment  détertninées,  impose  à  la  courbe 
Q  la  forme  dessinée  en  traîl  gras  sur  la  ^g.  1 . 

On  voit  que  cette  courbe  présente  nécessairement  un 
maximum  du  côté  des  .r  négatifs  au  delà  du  point  N. 
Peut-elle  en  offrir  d'autres?  La  dérivée  de  l'ordouoéc 
est,  d'après  (a). 
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Pour  qu'elle  s'aiiitule,  il  Faut  que  l'ou  ait 

—  A(aa;  +  i)«+a7a:*=  o, 

éc|uatioa  du  iroisièuic  degré  qui  dounera  pour  la  courbe 

auLaiitde  langcntes  liorizoutales  qu'elle  aura  de  racines 

réelles. 

Or  cetie  équalioii  pout  s'écrire 


et  l'on  a  pour  cette  dernière  équation 

quantité  positive,  puisque  h  est  négatif.  L'équation  n'a 
donc  qu'une  racine  réelle  à  laquelle  correspond  la  tan- 
gente horizontale  déjà  trouvée. 

a"  A>o. 

Ici,  c'est,  par  rapport  à  l'hyperbole  H,  la  région  inté- 
rieure qui  est  négative  et  la  région  extérieure  poaitîvew 
Le  raisonnement  employé  dans  le  cas  de  h  itégatil 
montre  doue  que  les  régions  uù  se  ti'ouve  la  quariique 
Q  sout  celles  qui  n'ont  pas  de  hachures  sur  la ^^.  2. 

Pour  la  réalité  des  (wints  de  rencontre  de  la  courbe 
et  de  son  asymptote  O^,  le  biuonie  caractéristique  est 
toujours  celui  dont  l'exptessinn  { j)  a  été  donuée  plu» 
haut. 

Comme  k  est  maintenant  |x>sitir,  ce  binôme  est  posi- 
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tir  si 

On  a  alors  deux  points  de  rencontre  réels  M  et  N,  C'est 
Fig.  I.  Fig,  1'. 


le  cas  de  layî^.  2.  L'équation  (4)  montre  d'ailleurs  que 
le  produit  OM  x  ON  est  toujours  égal  à  7- 
Lors  donc  que 


auquel  cas  les  points  M  et  N  se  confondent,  leur  abscisse 
est  égale  à  -■  C'est  le  cas  de  la  fig.  a'. 
Si  l'on  a 

les  points  de  rencouire  avec  Ox  deviennent  imaginaires, 
et  l'on  obtient  la /g.  2". 

Pour  ce  qui  est  des  tangentes  horizontales,  elles 
sont,  comme  dans  le  caïf  de  A  <^  o,  données  par  l'équa- 
tion (6). 


bvGoogIc 


(  4^9  ) 
La  substitution  de  —  oo  et  o  dans  le  premier  membre 
de  eette  é<]uation  donnant  les  signes  —  et  4-i  il  J  a  né- 
cessairement une  tangente  borizonlale  réelle  dans  l'în- 
tervalle,  ou,  puisque 


entre  :c  =  o  et  X  ^ •  C'est  la  tangente  horizontale 

à  la  branche  de  courbe  située  entre  les  asymptotes  Oy 
etAB. 

Les  deux  autres  tangentes  horizontales  seront  réelles 


" 

Fie 

k 

1 

\ 

0                           .c 

si  le  binôme  caractéristique,  dont  l'expression  (7)  est 
donnée  ci-dessus,  est  négatif,  c'est-à-dire  si  A  <;  1  :  c'est 
le  cas  Aeifig.  2,  %'  et  1". 

Si  A  est  ;>  I ,  les  deux  tangentes  hoiii^onialesdevion- 
nent  imaginaires  :  c'est  le  cas  de  la  Jîg.  a". 

Lorsque  ces  tangentes  sont  réelles,  il  en  résulte  né- 
cessairement l'existence  de  deux  points  d'inflexion,  l'un 
entre  leurs  points  de  contact,  l'autre  au  delà  du  second 
point    de  contact.    Mais   ces  deux   points    d'inflexion 
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pL'uveiil  persister  après  la  disparition  tics  Aitax  Un- 
gciitea  liorizonlales,  comme  le  montre  la  ^g.  a".  Cher- 
chons donc  à  partir  de  quelle  valeur  de  h  ils  s'éva- 
nouissent. 

En  dérivant  l'expression  de  y'  écrite  plus  haut,  nous 
avons 

8A  _     8x3* 

Les  abscisses  des  points  d'inflexion  sont  donc  données 
par  l'équation 

Si  nous  faisons  encore  la  transformatiou 


nous  obtenons  l'équation 

Celte  équation  manquant  des  deux  termes  coiisécnlifs 
en  t*  et  en  /'  a  nécessairement,  en  vertu  d'un  tliéorénie 
bien  connu,  deux  racines  imaginaires.  Les  deux  autres 
seront  réelles  tant  que  h  n'atteindra  pas  la  valeur  pour 
laquelle  l'équalion  (8)  a  une  racine  double,  c'cst-à-dirc 
est  saiisfaiic  par  la  racine  rérlle  de  sa  dérivée 

L'élimination  de  t  entre  ces  équations  est  des  plus  fa- 
ciles. Si,  après  avoir  multiplié  la  seconde  par  ->  on  la 
retranche  de  la  première,  on  a,  après  suppression  du 

r.cio,,,.»;, 

fl 

31 
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Il  on  résulte  d'aboi-d  que 


Tellu  esl  l'abscisse  du  point  où  viennent  si:  confondre 
les  deux  points  d'inflexiou.  Portant  maintenant  cette 
valeur  de  t  dans  l'étjualion  déilvée  ci-dessus,  ou  a 


A  partir  de  cette  valeur  de  ft  les  deux  points  d'iuQexion 

disparaissent  et  l'on  a  la  forme  indiquée  sur  la  fig.  a". 

Fig.  ,•'. 


Il  nous  reste  à  examiner  les  deux  cas  spéciaux  pré- 
vus par  l'énoncé. 

3"  /.  =  o. 

Si,  dans  l'équation  (3),  on  fait  7i  --  o,  cette  cquatioiv 
se  décompose  en 
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Par  suite,  la  (juartique  Q  se  décompose  en  l'axe  des  j* 
et  la  cubique  unicursale  dont  l'équation  vient  d'être 
écrite  et  qui  admet  toujours  pour  asymptotes  les  droites 
OxetAB(x  =  — i). 

Cette  cubique  {Jïg-  3)  coupe  l'axe  Oy  au  point  P 


Fig 

B 

3 

S 

ç| 

( 

y 

dont  l'ordonnée  eslj  =  —  37.  Elle  est  symétrique  par 
rapport  à  sou  asymptote  AB. 

On  peut  Démarquer  que  les  ordonnées  de  cette  cubique 
sont  les  inverses  cbangées  de  signe  de  celles  de  la  para- 
bole 

•^  V 

qui  admet  AB  pour  axe  et  A  pour  sommet. 

En  se  reportant  à  l'équation  (a),  on  voit  que  li's 
diverses  formes  de  la  quartiquc  Q  s'obtiennent  en  ajou- 
tant aux  ordonnées  de  cette  cubique  fixe  celles  de  l'hy- 
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pei'bole  variable 


(  4^3  ) 


4A 


qtir;  nous  avons  désignée  parH. 

4»  A=i. 

D'après  la  discussion  faite  pour  te  deuxième  cas 
h  étant  ic!  compris  entre  ~  et  i ,  06,  la  foi-ine  correspou- 
dantc  de  la  courbe  appartient  à  l'une  des  variétés  des- 
sinées sur  Xcsfig.  a*  et  a*".  En  réalité,  c'est  la  forme  de 
transitiou  enti-e  ces  deux-ci,  puisque  ce  c|ui  les  dis- 
tingue l'une  de  l'autre,  à  savoir  la  réalité  dfs  tangentes 
horizontales,  se  modifie  précisément,  comme  on  l'a  con- 
clu de  l'expression  (7)  du  binôme  caractéristique, 
pour  A  =  I . 

Ainsi,  pourcctte  valeurdeA,  ona  donc  deux  tangentes 
horizontales  confondues,  autrement  dit  un  point  d'in- 


M 


flexion  à  tangente  horizontale.  De  là,  la  forme  repré- 
sentée par  la  fig.  4- 
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Pour  délermiiici'  les  tangentes  liori/oiiiales,  il  sufOi 
d'ailleurs  de  faire  h  ^  i  dans  l'é<juatiou  (  6)  qui  devient 
alors 

('—171-1-54  =  0 
ou 

(,_3)»((-f-6)  =  o. 

Les  abscisses  des  points  correspondants  étant  données 
par 


on  a,  pour  l'abscisse  du  [Ktînt  d'înQexîon  1  à  tangente 
hoi'izoutale 


et  pour  l'abscisse  du  second  point  J  à  tangente  liorizoïi- 
ule 


Les  ordonnées  correspondantes  sont,   en    vertu  de 
l'équalion  (2)  où  l'on  fait  z  =  i, 


et 


En  résumé,  la  surface  (M),  ayant  k  l'inflni  une  droite 
triple  dans  le  plan  0^2  et  une  droite  simple  dans  le 
plan  0x7,  est  coupée  par  des  plans  de  cote  h  par  rap- 
port au  plan  Oxy  suivant  des  courbes  dont  la  forme 
varie,  ainsi  que  l'indique  le  Tableau  suivant  : 

A<o M-  '. 

A  =  '> M-  3, 

''<A<i -/^S-  '- 

"=¥. •^■''' 
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A=i fis-  4, 

i<A<|^ /ï«"    ■»*• 

A>-^ fis-  a"- 


SOLUTIONS  IB  «UISTIONS  PROPOSSIS. 

Qneitlon  1773. 

(  IMT,  ».  M.| 

Trouver  le  lieu  des  points  M  (e/(  qu'en  menant  à  une 
ellipse  les  tanftentes  qui  la  touchent  en  A  et  B,  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  MAB  soit  tangent  à  l'ellipse. 

Mime  question  pour  la  parabole.        (E.-N.  Bahisien.) 


P«r  M.  AUDIBEKT. 

Soit  donnée  l'ellipse 

^*'  «1  ^   Al         '        "' 


l'équj 


^  zl 


(s-lï-)<- 


représente  une  conique  qui  passe  par  les  points  de  rencontre 
de  (i)  avec  deu&  sécantes,  dont  l'une  est  la  polaire  de  M  (i,  p). 
La  condition  pour  que  l'autre  soit  tangente  à  (i)  et,  par  suite, 
à  (a)  est 

Pour  que  (3)  passe  par  M,  il  faut  que 

Enlîn  (3)  sera  un  cercle,  si  l'on  a 

i  +  mctX  _  i  +  pX 

<7'  ~        6» 
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En  éliminanl  \,  m  et  n  entre  ces  quatre  dernières  équationi, 
on  a  la  résultante 


qui  représente  le  lieu  cherché. 

Mais  en  multipliant  (3)  avec  l'équation  de  (i>  en  coordoi 
nées  polaires. 


f'"^  o»5in'9-(-A»cos«0' 
ppi  =  a^  —  ô'. 

On  en  eonclui  que  les  courbe»  (i }  et  (3)  sont  transforméM 
l'une  de  l'autre  par  rayons  vecteurs  l'éciproques. 

Le  même  calcul,  appliqué  à  la  parabole/' —  3/>x  =  o,  donne 
pour  résultante  la  parabole 

qui  n'est  autre  que  la  proposée  retournée  du  côté  des  x  né- 
gatives, et  dont  le  sommet  est  transporté  au  point 


QUESTIONS. 


su.  (1860,  464).  —  On  a  fait  arriver  dans  un  poids  d'eau  z, 
un  poids  p  de  vapeur  d'eau  à  d  degrés  sous  la  pression  de  c 
centimètres;  on  a  ainsi  porté  la  température  C  de  cette  eau  i 
la  température  l';  l'eau  est  renfermée  dans  un  vase  métallique 
pesant  k  kilogrammes  et  dont  la  chaleur  spécilique  est  m  : 
on  demande  la  valeur  de  x. 
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mmut  CONCOURS  dis  >  nouvelles  annales  > 

POUR  189». 


Contraire  ment  à  ce  qui  a  été  indiqué  par  erreur  dans 
le  numéro  de  juin  1899,  p.  ^46,  le  concours  est  ouvert 
à  tous  les  lecteurs  des  Nouvelles  jinnales. 

Note  DK  La  Rédaction. 


[F8f?] 

SUR  LES  SYSTÈMES  DE  TROIS  RELATIONS 
lOUILBNENT  OUADRATIOIIES  ENTRE  TROIS  VARIARLES; 

P»R  M.  G.  FONTENÉ  et  R.  BRICARD. 


On  conoatt  les  polygones  de  Poncelet  et  les  rectier- 
ches  de  MM.  Hart,  Rempe  et  Darboux  sur  les  systèmes 
de  quadrilatères  articulés.  Des  recherches  analogues 
entreprises  séparément  par  chacun  de  nous  (^Noupelles 
Annales  de  Mathématiques,  1897  :  Extension  des 
polygones  de  Poncelet;  Journal  de  Mathématiques 
pures  et  appliquées,  1897  :  Théorie  de  l'octaèdre 
articulé;  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de 
France,  1897  :  Sw  les  fonctions  elliptiques  du  second 
ordre)  ont  abouti  à  un  échange  de  vues  d'où  est  résulté 
le  Mémoire  que  nous  publions  aujourd'hui. 

L'objet  de  ce  Mémoire  est  : 

1"  La  recherche  des  conditions  dans  lesquelles  trois 
relations  doublement    quadratiques   inire   trois  va- 
Aitn.de  .Wn(ftem(i(.,  3- série,  l.  XVHI.  (Orlobre  1899.)      28 
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F,(j',s)  =  o.        F,(z,x)  =  o,        F,(x.7)=o 

admettent  une  infinité  de  solutions,  sans  que  la  der- 
nière soit  le  résultat  complet  de  L'élimination  tïe  z  entre 
les  deux  premières,  F,  devant  être  seulement  l'un  Aet 
deux  faeieurs  <Ih  résultant,  et  deux  cas  sont  à  distinguer 
selon  que  les  relations  sont  de  genre  un  ou  de  genic 
zéro; 

3"  La    démonstration   /aimelfe    du    fait    suivant    : 
Ecrivons 

(') 


(3) 


les  relations  (i),  de  genre  un  ou  de  genre  zéro,  sodi 
supposées  compatibles  de  la  manière  indiquée;  les  / 
sont  des  fonctions  elliptiques  du  second  ordre  aux 
mêmes  périodes,  à  sommes  de  pôles  distinctes  ;  tes  P  et 
les  Q  sont  des  polynômes  du  second  degré;  les  rela- 
tions (3)  sont  linéaires  par  rapport  k  chacune  des  va- 
riables j  nom  établirons,  pour  le  cas  où  le  genre  est 
un,  l'équivalence  des  relations  (i)  supposées  compa- 
tibles de  la  manière  indiquée  et  des  formules  (a), 
réquiwalence  des  relations  (3)  et  des  relations  (i)  ou 
des  formules  (  a  )  ;  et,  pour  le  cas  oit  le  genre  est  zéro, 
rèz/uivalence  des  rflations  (i)  et  des  formules  (a'),  en 
observant  qu'on  a  alors  une  seule  relation  de  ta 
forme  (3). 

Le  premier  paragraplie  est  consacré  au  premier  pro- 
blème. Les  deux  paragraphes  suivants  se  rapportent  à  h 


F,(^,3)  =  o,        F,(î.3-)  =  o 

r.{"-.^)  = 

»-/,(«).           >■-/,(«). 

3  =/.(«). 

Qi(")         ■       Q.(«l 

Q.(") 

l  A  3-j3^-B,ya-(- hC,  3- 

-K 

..a-b  =o. 

j  A':r^ï-t-B;^ï+...+  C;i- 

+ 

..+  D'=o: 
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(lernivre  question  ;  cii  indiquant  par  Ut  sigue  i  ->>  2  le 
passage  de  (1)  à  (2),  nous  établirons  les  passages  sui- 


y  \ 


ce  fjui  suffit;  le  second  paragrapheest  relatif  à  l'équiva- 
lence de  (1)  et  (a),  et  le  passage  de  la  relation  F,  =:  u 
auK  formules  y  ^/^{u),  z^^f^(u)  est  établi  par  une 
méthode  dilTérente  de  celle  que  l'on  trouve  dans  l'Ou- 
vrage d'HalpIien;  dans  le  troisième  paragraphe  on  éta- 
blit le  passage  de  (a)  à  (3),  et  le  passage  de  (3)  à  (i)  est 
immédiat;  on  pourrait,  au  lieu  d'établir  le  passage 
de  (a)  à  (3),  établir  directement  l'équivalence  de  (1) 
ut  (3),  comme  dans  l'article  dëjà  cité  du  Bulletin;  le 
passage  direct  de  (3)  à  (a)  par  le  calcul  semble  devoir 
âirc  artificiel. 

Si  l'on  regarde  x,  y,  s  comme  des  coordonnées  car- 
tésiennes, les  relations  (i),  ou  les  formules  (3)  ou  (a'), 
ou  les  relations  (3)  quand  elles  ont  lieu,  représentent 
une  sextique  gauche  à  trois  points  doubles,  de  genre  un 
ou  de  genre  zéro,  ces  deux  sextiques  étant  d'ailleurs  bien 
diâérentes  :  nous  considérerons  ces  sextiques.  Elles 
forment  un  schéma  commode  pour  les  problèmes  du 
genre  de  ceux  dont  il  a  été  parlé,  et  l'on  verra  que  l'on 
peut  réduire  ces  schémas  à  ceux  d'une  cubique  plane  de 
genre  un  ou  d'une  cubique  gauche;  M.  Darboux  a  déjà 
employé  la  cubique  plane  :  en  posant,  pour  un  quadri- 
latère plan  articulé  ABCD, 

X  =  cos{«i,  AB)-i-  isin(tu,  AB), 
où  (>>  est  un  axe,  on  a  les  deux  relations 
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qui  sont  de  Uforint:(3)  quand  on  regarde  t  comme  une 
coQSUnte. 

I. 

1.  Considérons  trois  relations  doublement  quadra- 
tiques indécomposables, 

(0        Ft(^.a)  =  o,        F,(«,ar)  =  o,        F,{*,j')=o; 

la  première,  par  exemple,  peut  être  ordonnée  par  rap- 
port à  s  ou  par  rapport  à  y,  et  l'on  a 

(  Y',3'+aY^  3-1-  Y7  =  o, 

i  X',j'-i-ax;*-r-x;  =  .>, 

ixir'+ =  o. 

(  y;^«^ =  0. 

Y,,  Y^,  Y",  par  exemple,  étant  trois  polynômes  du 
second  degré  en  j'.  Cherchons  à  quelles  conditions  ces 
relations  admettent  une  infinité  de  solutions. 

2.  Il  peut  arriver  d'abord  que  les  trois  relations  »e 
réduisent  d'elles-mêmes  à  deux  :  ^  et  z  vérifiant  F,  ^  o, 
les  deux  équations  en  x  auront  leurs  deux  racines  com- 
rounrs,  de  sorte  que  F|  ?=  o  doit  être  identique  à 


Ce  cas  se  produit  lorsque  F|  =  o  et  Fj  =  o  sont  des 
relations  homographiques  entre  ^^  et  ^i  d'une  part, 
j-,  et  s^f  d'autre  part,  X  et  X',  par  exemple,  étant  des 
polynômes  du  second  degré  en  j:,  auquel  cas  l'élimina- 
tion de  Y,  donne  une  relation  de  même   forme  entre 


bvGoogIc 


(  M"  ) 

t  y,;  on  peut  ramener  les  relations  à  la  forme  simple 


dont  les  i4  paramètres  apparents  se  réduisent  facilement 
à  12  paramètres  cfTectirs;  une  transformation  homogra- 
pliiqne  permet  même  de  réduire  ces  relations  à  des  rela- 
tions homograplii^ues  entre  x',  y*,  z*.  IVous  écarterons 


3.  Une  relation  doublementqiiadratique  F)  (y,z)-=Q, 

non  décompo&able,  peut  s'écrire 

,tf          1»  ^.      v                          —  Z',  ±  /£) 
(Z',j'-f-Z',)ï-£,=  o,       ^=  -jT^' 

£(  étant  un  polynôme  du  quatrième  degré  en  Z,  non 
carré  parfait,  et  pouvant  se  réduire  accidentellement  à 
un  degré  moindre.  Noms  appellerons  valeurs  critiques 
de  s  les  valeurs  finies  de  cette  variable  qui  donnent 
pour  y  deux  valeurs  égales  :  ce  sont  les  quatre  racines 
de  l'équation  £1  =  o; 

1°  Si  filles  sont  au  nombre  de  quatre  ou  de  trois,  et 
si  elles  sont  distinctes,  ta  relation  est  de  genre  un, 
d'après  \/'î>,  ; 

2"  Si  l'on  a  i-,  =  (C,  z +  C',)»xZ,,  Z,  éUnt  un 
polynôme  du  second  degré  en  z,  la  relation  est  de  genre 
z^ro/onpeutsuivrecesfaitssnr  la  courbe  F|  (^,  s)^o, 
quartîque  binodale,  ou  cubique  anodaledansle  premier 
t:as,  quartique  Irinodate,  ou  cubique  nodale,  ou  conique 
dans  le  second  cas. 

Les  quatre  valeurs  critiques  de  y  sont  données  par 
une  équation  5",  =  0  analogue  à  l'équalion  £|  ^o.  Le 
rapport  anharnionique  des  /  critiques  pria  dans  un  cer- 
tain ordre  est  égal  à  celui  des  z  critiques  pris  dans  un 
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ordre  convenable;  si  un  z  critique  est  double,  uii^  cri- 
tique est  double.  Pour  établir  ce  fait,  on  peut  observer 
qu'une  substitution  homograpbiqne  (trois  paramètres) 
eâectuée  sur  l'une  des  variables  permet  de  transformer 
la  relation  donnée  en  une  relation  symétrique  (troiï 
conditions),  comme  on  le  voit  d'ailleurs  dans  le  Traité 
des  fondions  elliptiques  d'Halphen,  t.  I(,  Chap.  TX;  on 
peut  encore  remarquer  que  des  substitutions  homogra- 
phiques  effectuées  sur  les  deux  variables  permettent  de 
i'aire  que  zéro  et  l'infini  soient  critiques  pour_^,  cri- 
tiques pour  z,  ce  qui  réduit  la  vérification  k  un  calcul 
très  simple,  la  relation  prenant  la  forme 

un  calcul  moins  simple  se  trouve  dans  le  Traité  tlfs 
courbes  planes  de  Salmon,  k  propos  des  quailiques  bi- 
nodales  :  on  fait  disparaître  les  termes  du  troisième 
degré, 

Théouëme.  —  £tantflonnées  deux  relations  double- 
ment quadratiques  F,  {j,  z)  ^  o,  Fj  {  «,  x)  ^  o,  indé- 
composables, les  conditions  pour  que  la  relation 
entre  xety  qui  en  résultese  décompose  endeux  rela- 
tions Fj(j:,  j-)^  o,  ^i{x,y)^  a,  qui  seront  double- 
ment quadratiques,  sont  tes  suivantes  : 

1°  Si  l'une  des  relations  est  de  genre  un,  l'autre 
doit  être  aussi  de  genre  un,  et  les  quatre  valeurs  cri- 
tiques de  la  variable  commune  z  doivent  être  Us 
mêmes  dans  les  deux  relations; 

a°  Si  l'une  des  relations  est  de  genre  zéro,  l'autre 
doit  être  aussi  de  genre  zéro,  et,  après  qu'on  a  écarté 
ta  valeur  critique  double  de  z  qui  existe  dans  chacuM 
des  deux  relations,  et  qui  n'est  pas  astreinte  à  être  la 
même  de  paît  et  d'autre,  les  deux  valeurs  critiques 
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restantes  de  cette  variable  z  doivent  être  les  mêmes 
dans  les  deux  relations;  la  valeur  critique  double  peut 
d'ailleurs  manquer  dans  l'une  des  relations,  ou  dans 
les  deux. 

La  décomposition  demandée  étant  supposée  avoir 
lieu,  si  l'on  cousîdère  des  valeurs  de  r  el  de  z  vériGant 
F,  =^o,  on  a  pour  x  deux  valeurs  algébrique  m  eut  sé- 
parables  (dont  l'une,  par  exemple,  est  la  racine  com- 
mune aux  deux  équations  F^^o,  F}=^o);  chacune  de 
ces  deux  valeurs  de  x  est  donc  fonction  raiionnelle 
de  j  et  z,  en  tanl  que  y  est  lié  à  x  par  la  rclaiion 
Ft  ^  o;  les  deux  relations  primitives  étant 

Z',j»-t--iZ',a:  +  Z;=c>, 

l'expression  de  :r  en  z  fournie  par  la  seconde  doit  6tre 
une  fonction  rationnelle  de  z  et  de  l'expression  de  y 
en  z  fournie  par  la  première  ;  comme  on  a 

-~-i-,±y^,  -  z:  ±  </&, 

^-~z; ■       "-        z.       ' 

on  doit  avoir  identiquement,  pour  une  association  con- 
venable des  signes, 

R(z^y)  étant  une  fonction  rationnelle;  le  produit  %,%i 
doit  donc  être  un  carre  parfait,  d'où  il  suit  que  les  con- 
ditions du  théorème  sont  nécessaires. 

Montrons  qu'elles  sont  suffisantes  : 

i"  Si  %,  est  un  polynôme  du  quatrième  ou  du  troi- 
sième degré  sans  facteur  carré,  on  peut  supposer  &i 
identique  à  &,,  et  écrire,  cri  supprimant  l'indice  de  %,, 

IZ',y-i-7.',)'—i  =n,  rZ',a:-HZ;)ï  — t-  =  o, 
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d'où  l'on  déduit,  pour  une  tnèaie  valeur  de  x, 

Z\y  +  Z",  :t  (Z'.j^  +  Z',)  =  o; 

cela  entraîne  la  décomposition  indiquée,  une  valeur 
de  y  donnant  deux  valeurs  de  x,  et  inversement,  lors- 
qu'on a  choisi  l'un  des  deux  signes. 

2"  Si5â,  estde]aforme(C,z-(-C;)*XZ,  aiaestpar 
hypollièse  de  la  forme  (Ci  z  -)-  C^  )'  X  Z.  et  l'on  obtient 
Z'i  _j'  +  Z',  _|_  Z',  X  -^V^  _ 

ce  qui  entraîne  encore  la  décomposition  cherclièc. 

On  doit  observer  que,  dans  un  cas  comme  dans  l'autre, 
le  système  des  deux  relations  F,  =  o,  Fi=  o  doit  satis- 
faire R  qnalre  conditions,  de  sortu  qu'il  reste  12  para- 
mètres; mais  les  tieux  cas  sont  très  différents  l'iin  de 
l'autre,  les  polynômes  ii,  et  i^i  ^tant  identiques  dans  lu 
premier  cas,  et  ne  l'étant  généralement  pas  dans  k- 
second  puisque  la  valeur  critique  double  de  s  n'est  pas 
la  même  pour  les  deux  relations  :  le  second  cas  ue  se 
rattache  au  premier  que  si  cette  valeur  critique  double 
devient  la  môme  dans  les  deux  relations,  ce  qui  sup- 
prime un  paramètre. 

1.  Quand  la  décomposition  précédente  a  lieu,  si  l'eu 
désigne  par  Fj(j:,jj)=:o  l'une  des  deux  relations 
fournies  par  l'élimination  de  z,  on  a  un  système  (1] 
satisfaisant  aux  conditions  requises.  En  cberchaut  à 
définir  simplement  la  relation  P)  =^  o,  on  peut  dire  : 

Corollaire  I.  —  Etant  données  trois  relations  dou- 
blement quadratiques  (i),  dont  l'une  est  de  genre  m, 
les  conditions  pour  qu'elles  admettent  une  infinité  de 
solutions,  afec  un  x  unique  pour  y  et  z  vérijiani 
F,^o,    ....  sont  les  suivantes  :  les   trois  relations 
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doivent  être  de  genre  un,  les  quatre  valeurs  de  chaque 
variable  qui  sont  critiques  pour  l'une  des  deux  autres 
variables  doivent  être  critiques  pour  la  troisième,  ce 
qinfait  onze  conditions  et  non  douze  (à  cause  de  l'éga- 
lité de  rapports  anharmoniques  dont  on  a  parlé),  et  il 
faut  encore  une  condition.  Il  reste  12  paranièiivs.  La 
recherche  de  la  dernière  condition  paratt  difficile;  un 
cai  particulier  est  donné  dans  l'article  ci'é  (/m  Nou- 
velles Annales. 

C0ROL1.AIRF.  II.  —  Si  l'une  des  relations  (1)  est  de 
genre  zéro,  les  trois  relations  doivent  être  de  genre 
zéro  (trois  conditions),  les  deux  valeurs  de  cfiaque 
variable  qui  sont  ciitiques  pour  l'une  des  deux  autres 
variables  doivent  être  critiques  pour  la  troisième,  ce 
qui  fait  six  conditions,  et  il  faut  encore  trois  condi- 
tions. Il  reste  1 2  paramètres. 

5.  Avec  des  coordonnas  carlësiennes,  les  équations 
F|  =  o,  F)  =  o  représentent  en  général  une  courbe 
gauche  du  douzième  ordre,  plus  la  drmte  à  l'inQni  du 
plan  des  x^  prise  quatre  fois;  il  peut  arriver  (n"  2)  que 
la  projection  de  cette  courbe  sur  le  plan  Aes  xy  ait  une 
équation  de  la  forme  Fg=o.  Dans  les  conditioDs 
indiquées  au  n"  3,  cette  courbe  se  décompose  en  deux 
sextiques  gauches,  dont  l'une  est  représentée  par  les 
trois  équations  (1)  :  cette  sextique  gauche  a  pour  points 
doubles  les  points  à  l'infini  A,  B,  C,  sur  les  axes,  et 
elle  dépend  de  1  a  paramètres,  les  points  doubles  étant 
donnés;  elle  peut  être  de  genre  un  ou  do  genre  xéro, 
ce  qui  forme  deux  cas  très  distincts;  la  sextique  de 
genre  zéro  ne  devient  un  cas  particulier  de  la  sextique 
de  genre  un  que  si  la  valeur  critique  double  de  s  est  la 
même  dans  F,  ei  F,;  elle  a  alors  un  point  double,  géné- 
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ralcment  nodal,  et  qui  peut  élrc  cuspîdal.  Réciproque- 
ment, toute  sextique  gauche  à  trois  points  doubles  A, 
H,  C,  ces  points  doubles  étant  à  l'infînt  sur  les  axes,  f-tl 
représentée  partroîs  équations  telles  que  (i)  :  lecylimJre 
projetant  pour  la  direction  OA.,  par  exemple,  est,  en 
effet,  d'ordre  6  —  a,  puisque  A  est  un  point  double  ie 
la  couriie,  etc. 

II. 

6.  Considérons  les  foruiutes 


:/,(">. 

^ -/.(")■ 

^  =/.(«). 

Pl(«) 

p.(") 

.    P'("). 

«.(»>' 

^-QTÔÔ' 

Q.(«)' 

les^ sont  des  fonctions  elliptiques  du  second  ordre  aux 
mêmes  périodes,  à  sommes  de  pôles  distinctes,  et  1» 
i4  paramètres  apparents  des  formules  (3)  se  réduiseoi 
à  I  a  paramètres  elTectifs  par  la  substitution  de  mu  •+■  n 
à  u  ;  les  P  et  les  Q  sont  des  polynômes  du  second  degré, 
elles  i5  paramètres  apparents  des  formules  (a')  se  ré- 
duisent à  I  a  par  une  substitution  homograpbique.  Les 
formules  (a)  ou  (a')  considérées  en  elles-mëmus  repré- 
sentent la  seilique  k  trois  poînu  doubles  A,  B,  C,  Je 
genre  un  ou  de  genre  zéroj  une  sexiïque  à  trois  poïni& 
doubles  est  d'ailleurs  de  genre  un  ou  de  genre  zéro, 
comme  il  résulte  de  ce  qu'on  a  dit  à  la  fin  du  u"  5  : 
comme  la  sextique  générale  de  genre  nn  ou  zéro  dépeuil 
de  a4  parauièires,  ainsi  qu'on  le  voit  par  la  représen- 
tation paramétrique,  une  sextique  à  trois  points  doubles 
dépend  de  3 1  paramètres,  et  il  en  reste  i  a  si  l'on  donne 
les  points  doubles. 

7.  Pour  montrer  l'équivalence  de  (i)  cl  (•*),  nous 
rappellerons  d'abord  des  faits  connus,  que  nous  élabli- 
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roas  en  géuéralisaul  l'emploi  du  la  mélhodc  donnée 
dans  l'Ouvrage  d'Halphen  pour  le  cas  où  la  relation 
F,  :=  o  est  symétrique.  Deux  fonctions  elliptiques  du 
second  ordre  d'un  même  allument, y^ ( u )  etyi(u),  aux 
mêmes  périodes,  les  sommes  de  pôles  étant  distinctes, 
sont  liées  par  une  relation  doublement  quadratique  du 
genre  un,  qui  reste  inaltérée  quand  on  change  u  en 
mu  + 1  ;  les  nombres  de  paramètres  font  prévoir  la  i-éci- 
proqiie.  L'équation  difTéreniielle  rt'Ialive  à  Pi{x->^)' 
soit 

devient,  avec  des  signes  convenables  des  radicaux, 

dv   _   ds 

on  peut  donc  écrire 

%  =  hdu.         -^^i-du, 

v^  v'i. 

et  l'on  ay=/ï(w),  j  =/,(«), /j  et/j  étant  des  fonc- 
tions elliptiques  du  second  ordre;  comme,  d'ailleurs, 
les  racines  des  deux  polynômes  ^t  et^i  sont  équîanhar- 
mnniques,  de  sorte  que  ces  polynômes  ont  même  inva- 
riant absolu,  le  rapport  des  périodes  est  le  même  pour 
les  deux  fonctions,  et,  en  disposant  de  j,  on  peut  faire 
que  ces  deux  fonctions  aient  les  mêmes  périodes,  il 
reste  un  facteur  arbitraire  h,  et  deux  constantes  d'inté- 
gration dont  l'une  dépend  de  l'autre  par  la  condition  que 
y  =zf^(^u)  et  z^fi{u)  satisfassent  à  la  relation  F(=  o 
non  diflerentiée;  cela  revient  à  dire  que  l'on  peut  rem- 
placer u  par  mil  4-  n  comme  on  l'a  déjà  dit.  Un  z  cri- 
tique est  un  z  qui  donne  pour  i<  deux  valeurs  égales  aux 
périodes  près.  (La  relation  entre  l'invariant  absolu  de 
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l'iquatîon  dîQercntielle  et  le  rapport  drs  périodes  est 
bien  connue  ponr  la  fonclion  pu,  ce  qui  suflîi  à  l'éti- 
blir  d'une  manière  générale  :  pour  pu.,  on  ta  trouve,  par 
exemple,  dans  Vj/brégé  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques,  de  M.  Ch.  Henry;  la  méthode  d'Halphen, 
pour  l'équation  dissymétrique  F,  =  o,  est  indépendanu.' 
de  cette  relation,  et  en  fournit  par  suite  une  démon- 
stration indirecte  ;  on  se  donne  1J^  et  £<  ayant  m£n>e 
invariant  absolu,  on  considère  la  relation  coirespou- 
dante  ¥i{y,z)  =  o,  etc.). 

Cula  posé,  le  passage  de  (a)  à  (i)  est  immédiat.  Lv 
passage  inverse,  quand  les  relations  (i)  sont  de  genre  uii; 
se  Tait  eu  écrîvani 

<f^  _  fly  _  <ts 
V^-  ~  ^  ~  7^' 

8.  En  partant  d'une  relation  F|  =  o  de  genre  zéro,  ii 
marche  précédente  donne  pour  y  i-t  z  des  formiik-s 
réductibles  à  la  forme  suivante  ; 


avec  8  paramètres  que  la  substitution  de  u  -f-  const.  à  ti 
i-éduit  à  7  ;  cette  forme  de  la  réponse  est  un  cas  singu- 
lier de  celle  relative  au  cas  où  la  relation  F,  ^  o  est  in 
genre  un.  Mais  le  cas  où  les  trois  relations  (i),  suppo- 
sées de  genre  zéro,  admettent  une  infinité  de  solutions, 
ne  rentre  pas  dans  le  cas  des  relations  de  genre  un,  ei 
la  réponse  aux  relations  (i }  n'est  pas  fournie  par  trois  for- 
mules analogues  à  la  précédente.  En  posant  lang-  =:C, 
on  arrive  aux  formules  (7'),  lesquelles,  a  priori,  con- 
viennent à  ce  cas. 
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Dans  le  cas  singulier  où  la  sexlique  de  genre  zéro, 
ayant  un  point  double,  rentre  dans  la  sesiique  de  génie 


\{^-<,)^s     iî(^-fi)/y      c{s-i)^/z 

et  l'on  a  alors  trois  formules  telles  que  la  formule  ci- 
dessus,  avec  II  paramètres;  le  point  double  est  le 
point  (a,  p,  y)-  Si  le  point  double  est  cuspîdal,  on  a  les 

mêmes  formules  avec- b  au  lieu  de  sin| bj,  ■  ■  - 

c'est-à-dire  que,  dans  les  formules  (a'),  la  somme  des 
racines  de  Qi  est  alors  égale  à  la  somme  des  racines 
de  Pi. 

III. 
9.  Arrivons  aux  relations 
l  Aa:^«-+-B,j'j-i-...-l-C,  jr-(-...+ D  =o,     ou     S=o, 
\  X'j:ys-\-B;ys-h...-i-C\x-i-...~hD'  =  o,    ou    S'=o, 

dont  les  14  paramètres  apparents  se  réduisent  à  la 
parce  que  l'on  peut  prendre  S-J-XS'=  o,  S-l-  jtS'^  o, 
ce  qui  permet  de  supprimer  le  terme  en  x)'z  dans  l'une 
des  relations  et  le  terme  indépendant  dans  l'autre  :  nous 
établirons  le  passage  de  (a)  à  (3);  pour  le  cas  où  les 
relations  (i)  sont  de  genre  zéro,  ce  qui  donne  les  for- 
mules (a'),  on  aura  encore  une  relation  (3).  Nous  con* 
sidérerons  d'abord  les  relations  (3)  en  elles-mêmes. 

Une  surface  du  troisième  ordre  S,  ayant  pour  points 
doubles  les  points  à  l'infini  A,  B,  C,  contenant  par 
suite  les  droites  BC,  CA,  AB,  est  représentée  par  une 
ûquation  (3).  Deux  surfaces  de  celte  nature  ont  pour 
i  mersuction  incomplète  une  sexUque  gauclie  par  laquelle 
passent  toutes  les  surfaces  du  faisceau  S  +  XS'^o; 
cette  sextique  est  en  particulier  sur  une   quadrique, 
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dont  les  génératrices  sont  les  droites  qui  rencontrent  ta 
sextique  en  trois  points;  elle  a  pour  points  doubles  In 
points  A,  6,  C. 

Le  théorème  de  Lamé  sur  l'existence  d'un  liuitième 
■  point  commun  aux  quadri((ues  qui  passent  par  j  points 
lient  k  ceci  :  une  quadrîque  dépend  de  9  paramètres,  et 
trois  quadriques  ont  9 —  1  ou  8  points  communs;  on 
prend  alors  g  —  2  ou  7  points.  Ou  a  ici  des  surfaces  S 
qui  dépendent  de  7  paramètres,  et  trois  de  ces  surfaces 
ont  7  —  t  ou  6  points  communs  (en  négligeant  IfS 
droites  à  rinfini),  puisque  deux  d'entre  elles  ont  pour 
intersection  une  sextique  ayant  les  points  A,  B,  C  poar 
points  doubles,  de  sorte  que  la  troisième  donne  1 8  points 
d'intersection  dont  4  ^°^l  confondus  en  A,  4  en  B, 
4  en  C,  ce  qui  laisse  6  points  d'intersection  à  dislance 
finie.  Dès  lors,  si  l'on  assujettit  la  surface  à  passer 
par  5  points  tionnés,  comme  elle  dépend  encore  de 
a  paramètres,  son  équation  sera  de  la  forme 

S  +  iS'-i-  uS'=o, 


et  elle  passera  par  le  sixième  point  commun  aux  trois 
surfaces  S,  S',  S".  II  serait  intéressant  de  construire  ce 
sixième  point,  connaissant  d'ailleurs  les  directions  qui 
fixent  les  trois  points  doubles  A,  It,  C. 

Si  l'on  (;onsidère  la  sextique  qui  est  la  courbe  com- 
mune aux  surfaces  du  faisceau  S  -1-  XS*  =  o,  cinq  points 
de  cette  courbe  en  déterminent  un  sixième,  qui  est  le 
dernier  point  commun  aux  surfaces  du  troisième  ordre, 
à  trois  points  doubles  A,  B,  C,  passant  par  ces  cinr] 
points.  Les  surfaces  du  troisième  ordre,  à  trois  points 
doubles  A,  B,  C,  qui  passent  par  six  points  de  la  sex- 
tique ne  formant  pas  un  système,  contiennent  la  sextique. 
et  forment  le  faisceau  S  -I-  ).S'=  o. 
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10.  Montrons  maintenant  que  la  sextiquc  (a),  c'est- 
à-dire  la  sextique  à  trois  points  doubles  de  genre  un,  est 
identique  à  celle  cousidërée  ici,  ce  qui  établira  le  pas- 
sage de  (a)  à  (3).  Cette  s«xtique  (a)  admettaut  les 
points  A,  B,  C  comme  points  doubles,  une  surface  du 
troisième  ordre,  à  trois  points  doubles  A,  B,  G,  la  ren- 
contre en  six  points  distincts  des  points  A,  B,  C;  lus 
arguments  de  ces  six  points  sont  donnés  par  l'équation 

A/,/,/,+  B/,/,  +  . . .+  E/,-K.  ..4-  El  =  o, 
dont  le  premier  membre  est  une  fonction  elliptique  du 
sixième  ordre;  ces  arguments  ont  une  somme  Constantin, 
quelle  que  soit  la  surface  du  Iroisième  ordre  considérée, 
de  sorte  que  5  des  6  points  déterminent  le  sixième.  Dès 
lors  si  l'on  assujetiil  la  surface,  qui  dépend  de  ^  para- 
mètres, à  passer  par  6  points  de  la  sextique  ne  formant 
pas  nu  système,  elle  aura  avec  elle  plus  de  6  points 
communs  distincts  de  A,  B,  C  et  la  contiendra;  elle 
dépendra  d'ailleurs  d'un  paramètre,  et  l'on  aura  le  fais- 
ceau S  -i-  XS'=:  o.  Si  les  deux  surfaces  S  et  S'  sont  tan- 
gentes, on  a  la  sextique  nodate  (ou  même  cuspidale)  de 
genre  zéro  dont  on  a  parlé. 

11.  La  sextique  générale  à  trois  points  doubles,  de 
genre  zéro,  est  sur  une  surface  du  troisième  ordre  S 
ayant  pour  points  doubles  les  points  doubles  de  la  sex- 
tique. D'ailleurs,  touie  sextique  est  sur  une  surface  du 
troisième  ordre;  pour  une  sextique  à  trois  points  doubles 
A,  B,  C,  on  a  des  surfaces  du  troisième  ordre  dépendant 
de  3  paramètres,  ce  qui  explique  le  résultat  précédent. 

IV. 

12.  Les  deux  sextîques  gaucbcs  à  trois  points  doubles 
A,  B,  C,  de  genre  un  et  de  genre  zéro,  comprennent 
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comme  cas  particuliers  les  deux  qaarti^ues  f^aochet, 
biquadratique  gauche  et  quartique  gauche  de  seconde 
espèce,  passant  en  A,  B,  G.  (On  sait  que  la  quartiquc 
gauche  de  seconde  espèce  est  l'intcrsecliou  d'une  qua- 
drique  et  d'une  suiTace  du  troisièonc  ordre  contenant 
deux  géDéiatrices  d'un  même  système  de  la  quadrique; 
ie  cône  qui  a  pour  sommet  ua  point  de  la  coui^,  el 
pour  directrice  la  courbe,  est  uu  c6nedu  troisième  ordre 
ayant  pour  dtoite  double  une  génératrice  de  la  qua- 
drique  appartenant  au  système  précédent.)  Avec  les  rela- 
tion» (i),  le  terme  en  j' s'  manque  pour  F, , .  ■ .  :  les 
projections  sont  des  cubiques  anodales  ou  nodales,  ré- 
sultat conforme  à  ce  qui  précède.  Avec  les  formules  (i) 
et  (3'),  il  suffit  de  supposer  que  les  trois  fonctions /ont 
unpâlu  commun^  ouque  les  trois  polynômes  Q  ont  une 
racine  commune.  Avec  les  relations  (3),  il  faut  faire 
A^o,  A'^o;  pour  la  quartique  de  genre  zéro,  o" 
obtient  une  quadrique  passant  par  la  courbe  :  les  géné- 
ratrices du  système  indiqué  plus  haut  sont  les  droites 
qui  rencontrent  la  courbe  en  trois  points;  culte  qua- 
drique est  d'ailleurs  l'enveloppe  des  plans  qui  coupent 
la  conrbe  eu  quatre  poinis  équianbarmo niques  (Li- 
CUEHRE,  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  j.'  sé- 
rie, I.  XI,  p.  420);  a  priori,  toute  quartique  gaucbeest 
sur  une  quadrique.  La  sextique  nodale  ou  cuspidale 
donne  la  quartique  nodale  ou  cuspidale. 

Pour  la  cubique  gauche  dont  les  points  à  l'inCni  sont 
sur  les  ases,  les  projections  (i)  sont  des  coniques;  te> 
formules  (a')  se  réduisent  h,  x  ^  A.—^ — >■■  -;  les  sur- 
faces (3)  sont  des  quadriques  en  nombre  doublement 
infini. 

13.   Les  deux  seXtiques   considérées   comprennent 
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encore,  comme  cas  particuliers  remarquables,  la  cu- 
bique plane  de  genre  un  dont  les  points  à  l'infini  sont 
dans  les  plans  de  coordonnées,  et  la  ciibit/tie  gauche 
élans  les  mêmes  conditions.  Avec  les  formules  (a)  ou 
(2'),  il  suffit  de  supposer  que  les  trois  fonctions  _f  ont 
deux  à  deux  ui)  pôle  coiuniu»,  ou  que  les  trois  poly- 
nômes Q  ont  deux  à  deux  une  racine  commune;  dans 
le  premier  cas  01»  a  les  formules 

^  _  A  °("-"')''("-°')  R  l(U-h-)-î(u-h') 

et  l'on  vériHe  aisément  que  les  points  à  l'infini  sont  en 
ligne  droite,  ce  qui  vérifie  le  fait  que  la  courbe  est  plane, 
en  s'assurant  que  les  trois  relations  par  lesquelles  ou 
exprime  qu'un  plan  contient  ces  trois  points  se  réduisent 
à  deux  :  on  se  sert  des  relations  n'-+-  a"^  t  +  c, .  . . , 
d'où  l'on  déduit  (£  — «')  +  (c-«'')  =  o,....  L'une 
des  surfaces  (3)  est  un  plan, 

14.  La  transformation 


qui  change  généralement  la  sexlique  en  une  courbe  de 
même  nature,  la  cliange  en  une  quartique  gauclie,  bi- 
quadratique  gauclie  ou  quariique  de  seconde  espèce, 
quand  i'oiigine  dés  cooi-données  est  prise  sur  la  courbe  ; 
ou  peut  le  voir  sur  (1),  (2)  ou  (3). 

Par  un  choix  convenable  de  l'oiigine,  la  transfor- 
mation (  4  )  change  la  sextique  de  genre  un  en  une  cu- 
bique plane,  la  sextique  de  genre  zéro  en  une  cubique 
gauche.  La  courbe  doit  rencontrer  O'x',  0'_) ',  O'x'  : 
l'origine  dotlf^lre  sur  la  seconde  courbe  commune  aux 
deux  cylindres  F(  =  0,  F^^  o,  et  sur  le  cylindre  Fj^o. 
Pour  une  scxiique  de  genre  un,  si  l'on  désigne  par  wt 
Aan.de  Sfatliémal.,  3- sô lic,  i.  XVIll.  (Ocinbrc  iR:)|>.)  29 
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la  somme  des  pôles  de  /,-,  on  détermine  trois  aliments 
a,  b,  c  par  les  relations 
b-\-  c  =  wy-\-%il,        c-i-a  =  «'i-i-aU,        a-v-b-=w,-*-  ïU, 

ce  qui  douiie  quatre  solutions,  et  l'on  prend  comme  ori- 
gine (y  un  point  dont  les  coordonnées  sont 

37,=/,(i)=/,(c),       j'.=/,(c)=/,(a),        =»  =  .... 

On  peut  dire  encore  que  les  quatre  origines  CV  sont 
les  points  doubles  à  distance  finie  des  surfaces  du  Fais- 
ceau S-l-AS'=:o  qui  ont  un  quatrième  point  double, 
ei  qui  sont  des  surfaces  corrélatives  de  surfaces  de  Stei- 
lier  :  on  a  alors,  dans  l'une  des  relations  (3),  C,  =  u, 
Ca^  o,  Ci^O,  D^  O,  et  la  transformation  (4)  doDDe 
un  plan;  pour  une  biquadratiquc  gauche,  les  quatre 
origines  CV  sont  les  sommets  des  quatre  canes  du  seeood 
degré  qui  contiennent  la  courbe.  Si  la  sextiqtie  est  de 
genre  zéro,  on  trouve  qu'il  existe  deux  origines  (y, 
c'est-à-dire  deux  points  tels  que  les  trois  cordes  de  \* 
courbe  qui  passent  en  ce  point  aboutissent  aux  points 
à  l'infini  A,  B,  C. 


[05n] 

\m  9VBSTI0N  DK  GËAIiTRIK  DIFPÉRBirriELLE; 

pa»  m.  Hhniu  prccroij. 

Soit  s  une  surface  dont  les  équations  sont 

quand  on  la  rapporte  à  un  système  de  coordonnées  cur- 
vilignes  u  et  v  qui  donne  à  l'étëment  linéaire  la  forme 

ds^=E.du*-\-  -iVdudv  -\-Gdv*. 
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«t  supposons  qii«  le  nombre  /(  des  points  (exceplionnels) 
lie  S  pour  lesquels  la  normale  coiTespondante  est  pa- 
rallèle à  une  direclion  quelconque  de  l'espace,  soit  un 
nombre  fini. 

Soient  X,  Y,  Z  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
à  S,  cosa,  cos£,  cosc  les  cosinus  d'une  direction  fixe 
dans  l'espace  ï  nous  allons  chercber  s'il  existe  sur  cette 
surface  des  lignes  telles  qu'en  chaque  point  le  plan  de  la 
section  normale  tangente  demeure  parallèle  à  la  direc- 
tion assignée. 

Observons  pour  cela  que  les  cosinus  directeurs  de  la 
perpendiculaire  au  plan  de  la  section  normale  tangente 
d'une  ligne  quelconque  L  de  S  étant  proportionnels 
respectivement  aux  différences 

•ïdt  ~-  Zdy,        Idx  —-Xdx,        Xdy  —  Y<te, 
oà  les  accroissements  sont  pris  en  se  déplaçant  le  long 
de  L,  si  nous  voulons  que  les  points  de  L  appartiennent 
au  lieu  chercbé,  il  faudra  écrire  l'équation 
co»a(Yrf«  — Zrf/) 

-)- cos6{Zrfr  -  Xrf*)  +  cosc(  Xdx  —  Y<£r)  =  o. 

Cette  équation  peut  aussi  s'écrire  sous  la  forme 
Mais  nous  avons 

^  5:  ~  ^  j^  ^  v^Eô^n^  r  ST  -  "^  d 

cl,  par  conséquent, 


"("£- 
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Celte  équation  difTérentielle  du  premier  ordre  nous 
montre  que,  par  rapport  à  une  direction  donnée,  il  eside 
toujours  sur  la  surface  S  un  système  oo<  de  lignes  lellei 
que  le  plan  de  la  section  normale  tangente  demeure  pa- 
rallèle à  cette  direction  ('  ). 

Il  en  résulte  qu'un  point  de  S  sert,  au  moins  en  géné- 
rât, à  déterminer  une  ligne  du  système,  mais  si  en  uu 
tel  point  la  normale  à  S  est  parallèle  à  la  direction 
donnée  (ce  qui  peut  arriver  au  maximum  h  fois),  comme 
ou  a 

cosa  =  X,        cosè=V,        cosc  =  Z, 

l'équation  (A)  est  vériCée  identiquement,  puisque  par 
ce  point  passent  toutes  les  lignes  du  système.  On  peut 
ajouter  que  si  deux  lignes  F  ont  des  points  communs, 
en  CCS  points  la  normale  à  la  surface  est  parallèle  à  li 
direction  donnée  et  par  conséquent  ce  sont  des  points 
exceptionnels  par  rapport  à  celte  même  direction. 

Pour  la  sphère  on  a  /i  =  2  :  ces  deux  points  excep- 
tionnels sont  les  extrémités  du  diamètre  parallèle  à  la 
direction  assignée.  Le  système  F  correspondant  est  con- 
stitué de  co'  grands  cercles  passant  pour  ces  deux  points. 

Il  résulte  de  la  définition  de  la  ligue  T  que  : 

a.  Si  parmi  les  lignes  du  système  T  on  trouve  une 
asymptotique  de  ta  sut  face,  elle  sera  une  hélice  cylin- 
tfriijue. 

p.  CTao  géodésique  faisant  partie  d'un  système  T  est 
une  ligne  plane  et  par  conséquent  ligne  de  courbure. 

Remarque.  —  D'après  l'hypoilièse  que  nous  avons 
posée,  noti'e  surface  ne  renferme  pas  de  lignes  consti- 

{')  Nous  dirons  que  ces  lignes  fonnent  un  sj'atcme  r  par  cappoK 
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tuées  de  points  exceptïoanels.  Mais  l'on  voit  tout  de 
suite  que,  dans  le  cas  gênerai,  si  une  surface  contient 
une  ligne  de  celte  espèce,  celle-ci  est  nécessairement 
une  ligne  de  courbure  plane.  Dans  le  plan,  si  la  direc- 
tion choisie  lui  est  perpendiculaire,  toute  ligne  est  ligne 
r  et  tout  point  est  point  exceptionnel.  Dana  le  cas  con- 
traire, les  lignes  T  sont  des  droites  parallèles  et  il  n'y 
a  pas  de  points  exceptionnels. 

II. 

Pour  donner  une  application  de  ce  qui  précède,  nous 
allons  montrer  que  les  a sjmpto tiques  de  la  surface  mi- 
nima  de  M.  Enneper  sont  des  hélices  cylindriques. 

Les  équations  de  cette  surface  rapportée  aux  lignes 
de  courbure  «  et  ^  sont 

Ix=  3n-3a?>-a>, 

Les  asymptotiques  ont  pour  équations  respectives 

1+  P  =  cons!.,         a—  P  =  const. 
En  posant 


et  en  substituant  dans  (i)  on  trouve 


qui  sont  des  équations  de  la  même  surface  rapportée  à 
ses  lignes  asjmptotiques  u  et  c. 
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Évidemment  pour  démontrer  que  ces  lignes  sont  du 
liélîces  cylindriques,  il  suffira  de  nous  assurer  qu'elle» 
forment  un  système  F  par  rapport  à  une  certaine  direc- 
tion (même  variable  de  ligne  à  ligne)  :  alors,  d'après  le 
théorème  (^)  du  paragraphe  précédeut,  la  propriété  dont 
il  s'agit  en  résultera. 

Or,  si  nous  considérons  les  ligues  u  =:  const.,  l'équi- 
tion  (Â)  correspondante  peut  s'écrire,  en  tenant  compte 
de 

E  =  G.        F  =  o, 

ros<i(3u»— AuP  — ay'+fi) 
-i-cosé(3i'>- Any  — 3u'— *)-(-  iaccosc  =  o. 


X(3u'— tuu  — ïfï-t-ft) 
-i-  (jL(3f'— éuf  —  3o"— 6)+  iai'  =  o, 

en  posant 

On  voit  facilement  que  cette  équation  est  toujours  satis- 
faite pour  les  valeurs 


qui  ne  dépendent  pas  de  v  et,  par  conséquent,  les  lignes 
u  t=  const.  forment  un  système  T  par  rapport  à  la  di- 
rection 


D'une   manière  analogue  ou  verra  que  les  asympto- 
li<]Ues-  V  =  con»t.  forment  un  système  T  par  rapport  à  U 
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ce  qui  suffit  pour  vérifier  la  propriété  énoucée  (*). 

La  direction  est  variable  de  ligne  à  ligne  :  les  {a)  sont 
parallèles  à  un  plan  td,,  les  (h)  à  un  autre  plan  h>i  et 
ces  deux  plans  sont  orthogonaux  entre  eux.  Une  asym- 
plotique  L  individualise  une  de  ces  dirertions  :  cette  di- 
rection individualiseà  son  tour  un  système  oc/ de  lignes  r 
contenant  L  et  par  conséquent  tout  système  F  renferme 
une  asymptotique.  Si  a  r=  4  chaque  asymplotique  con- 
tient quatre  points  exceptionnels. 


[B7a] 

SIR  LB  lESSIBN  D'UNB  tmtl  CIIRI9GE  HNAIIIE; 

Vkh  m.  g.  FONTENÉ. 


1.  En  appliquant  aux  formes  cubiques  binaires  la 
remarque  qui  conduit  à  l'identité  de  la  facssienne  et  de 
la  steinerienne  pour  les  courbes  et  les  surfaces  du  troi- 
sième ordre,  on  obtient  un  résultat  intéressant,  et  de 
plus  le  bessien  de  la  forme  cubique  se  présente  de  lui- 
même  sons  la  forme  qu'on  lui  donne  habituellement 
sans  en  rendre  compte. 

Considérons  le  polynôme  du  troisième  degré 


(')  Cette  propriété   était  déjà   connue.    Voir   DAnnoun.   Leçons, 
).  I,  p.  DiH. 
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]gs  indices  i  et  2  iiidiquant^des  dérivées  par  rapport  à  x 
01  à  la  variable  j*  d'Iiumogétiéiié,  le  pol jnome  du  second 
d<'gré 

aura  une  racine  doublv  x*  si  l'on  a  simultanément 


u"  indiquant' que  l'on  remplace  x  par  x";  ces  relations 
étant  symétriques  en  x'  et  x",  puisqu'elles  expriment 
que  les  points -i-aciiies  A'  et  A*  sont  conjugués  par  rap- 
port aux  points-racines  de  chacune  des  deux  équations 
du  second  degré  (/,^o,  hj^o,  on  voit  quex'  et  y 
peuvent  être  échangés.  On  a  ainsi,  en  désignant  par  x 
une  inconnue  dont  les  deux  valeurs  sont  x*  et  x", 

d'où  ce  résultat  :  En  désignant  pa/'  x'  et  x"  les  deux 
racines  de  l'équation 


(  x'  u,-i-u,=  A(x  — i')', 
(■1) 

2.  La  raison  donnée  ici  pour  établir  la  symétrie  qui 
a  lieu  entre  x'  et  jc^  s'applique  au  cas  des  formes 
cubiques  à  un  nombre  quelconque  de  variables  ;  elle  est 
plus  directe  que  celle  qui  se  dcduïl  de  considérations 
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générales  relatives  à  une  forme  ii  d'un  degré  «quelconque 
(Cf.  SiLHON,  Courbes  planes,  n"  175). 


CERTIFICATS  rSTUIES  SUPÉRIBIRES 
(SESSION  M  JULLET18M); 

Solutions  pab  M.  AUDIBERT. 


Paris. 
I.  Intégrer  le  système  d'équations  différentielles 

on  mettra  l'intégrale  sous  forme  réelle. 

Retranchons  (  a  )  de  la  somme  (  i  )  4-  (  3)  ;  ou  a 
dx       dy       d*  _ 

dont  l'intégrale  est 

L'élimination  de  x  — y  entre  (i)  et  (a)  donne 

dx  eJ       co.f  +  si»f 

Eu  difTéreiitiant  (3)  on  a 

rf«3         dj: 


b,  Google 


(46î) 
CL  de  la  différence  de  ces  deux  demièfcc  reUUons  rénilte 


dont  l'intégrale  générale  est 
On  en  déduit 

cos(4-3sin(       (        ,       e' 

H 2 h  -  cos  (  —  —  ■ 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  l'intégrale 

étendue  à  l'aire  du  triangle  /orme  par  les  droites 

Précisant  les  limites,  l'intégrale  peut  s'écrire 

La  valeur  de  I  exprimée  à  l'aide  des  ronclions  T  est 
égale  à 

i'(l)-r(|).r(f)^a>.r(i).r(t). 

r(ÎH-î  +  i)  3-5. 7-9      ' 

mais 

rci).r(j)  =  " 
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eu  vertu  de  la  formule  connue 

r{n).r(i-n)=- 
II  en  résulte 


3.5.7.9V3 
Cette  intégrale  peut  être  calculée  par  la  méthode  élé- 
mentaire en  posant  j'^  (i  —  x) j;  on  a  alors 

Faisant  ensuite  x  ^  it', 

gv'sJ»  3.5. 7. 9-/3 

Montpellier. 

CALCt'L  DtFFÉBBNTtBL  ET  INTÉGRAL. 

I.  Déterminer  l'intégrale  générale  de  l'éijaation 
différentielle 

(ar  +  a)(a>'-a»)^-2a.(3:-t-«)^-t-6a^  =  a(a.-«)', 

sachant  quelle  peut  être  vérifiée  par  des  polynômes 
en  X. 

L'équation  sera  vérifiée  par  _j'  =  aj:*+ ix-t- c^  si 
l'on  fait  a^^i,  b^  —  a,  c^  -=-• 
L'intégrale  générale  sera  donc 

«  +  !■>— an-  -^. 
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u  ^tanl  l'ÎDtégrale  gëa^rale  de   l'équation  privée  de 
second  membre 

(■)(-  +  «)('■-"■)  ^  -"('  +  ■)  S  +  6-  "  -  -■ 
Diflërentiant  trois  fois  de  suite,  on  a 

Celle  dernière  équalion  intégrée  donne 

M:=  A(x  ■+■  a)-'  ■+■  Ba;>+  Cx^+Dx  -t-  E. 

Introduisant  cette  valeur  de  u  dans  (i)  et  disposant  de 
trois  des  constantes  arbitraires  pour  qu'elle  devicuDe 
une  identité,  on  a 

L'intégrale  générale  cberchée  sera  donc 

II.  Calculer  la  valeur  de  fintégrale  triple 

lorsque  X,  y,  s  prennent  toutes  les  valeurs  vérifiant  les 
deux  inégalités 

l'+j-'—     aas     <o, 

3:»+j'»+a>— 3a'<o. 

Cet  énoncé*revient  à  dire  que  l'intégrale  est  prise  à 
l'inlërieur  du  solide  formé  par  le  paraboloïde  de  révo- 
lution x''+y^:=  ^az,  limité  par  la  calotte  sphériqne 
que  ce  paraboloïde  découpe  sur  la  sphère 
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En  donnant  d'abord  à  z  une  valeur  constante,  on 

aura  à  intégrer  la  fonction  à  l'ititéiiGur  d'un  cercle  de 

rayon  (aaz)  ,  z  étant  compris  entre  o  et  a.  Ce  rayon 
prend  la  valeur  {3n' — z^Y  pour  a  <  z  <nv/5. 
L'intégrale 

/  j  {xy -\-xi-¥-ya)dxdy 

prise  à  l'intérieur  d'un  cercle  a:^+y*  =  /(*),  est  nulle 
quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  z.  La  fonction  peut 
donc  être  simplifiée  et  réduite  à  l'expression 


1  faisant  x  ^  a  cf>st,y  z=  p  sinO. 
On  a  alors  à  calculer  l'intégrale 


■^j         dsj  ç{p,a)prfp     =— i^ic 


CERTIFICATS  D'ETUDES  SUPERIEURES 
DBS  FACULTÉS  DES  SCIENCES. 


SESSION    DE   JUILLET   1890.    -    COMPOSITIONS. 

Dijon. 

Calcul  oifvébbntibl  et  iNTÉonALi 

Ëpbeutb  écbite.  —  L  Ëtahlir  dans  le  cas  normal 

l'existence  de  la  fonction  implicite  u  des  deux  -va- 
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i.iabies  x,  y,  que  définit  une  équation  de  la  forme 

où  f  est  uTie  composante  à  trois  places. 

li.  l,es  axes  de  coordonnées  étant  rectangulaires, 
on  demande  les  trajectoires  orthogonales  des  surfaces 
ayant  pour  équation  générale 


où  a  est  un  pwamètre  indéterminé. 

Appliquer  ensuite  la  méthode  générale  à  la  re- 
cherche inverse  des  trajectoires  orthogonales  des  tra- 
jectoires qui  constituent  la  solution  de  la  question  pré- 
cédente. 

ÈpViiiv\Bvti\TiqvE.  —  Evaluer  l'intégrale  j  — — — ^ 
à  0,0001  près  de  sa  valeur. 


ÉpaEUVE  ÉCRITE.  —  1.  Mouvoment  curviligne  d'un 
point  pesant  avec  une  résistance  de  l'air  propoitton- 
nelle  à  la  simple  vitesse. 

2.  Un  losange  articulé  OXZC  formé  de  quatre  tiges 
homogènes,  identiques,  pesantes,  est  situé  dans  an 
plan  vertical.  L'un  des  sommets  O  est  fixe  et  le  som- 
met opposé  est  assujetti  à  décrire  une  verticale. 

On  demande  le  mouvement  qu'il  prend  lorsqu'il  est 
abandonné  à  lui-même,  le  point  A  étant  le  plus  haut 
possible. 

On  néglige  les  résistances  dues  au  frottement. 
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ASTKONOIIIR. 

ÉpnBOVE  ÉCRITE.  —  RéfrocUon  atmosphérique. 

Épreuve  piiitiqde.  —  On  demande  te  temps  moyen 
d'une  observation  faite  le  i4  novembre  1901  à 
i  3''  So"  29%  8  de  temps  vrai,  à  Poutkovo,  dont  la  Ion- 
gitudeest  i^Bi^Sy',"]  à  l'est  de  Paris, 

Le  temps  moyen  à  midi  vrai  de  Paris  te  t4  no- 
vembre 1901  est  I  i''44"27')43e/  la  variation  horaire 
û*,38. 

HontpeUier. 

Calcul  ffiFFÉnsNTiBL  er  intégral. 

Ëpkeuve  éceitb,  —  Les  axes  étant  rectangulaires, 
une  surface  est  engendrée  par  une  droite  qui  reste 
parallèle  au  plan  xOy,  et  rencontre  l'axe  O2  et 
l'hélice 

oà  u  est  un  paramètre  variable. 

On  demande  : 

i"  De  déterminer  les  lignes  de  courbure  de  cette 
surface  et  les  rayons  de  courbure  principaux  an  un 
point  quelconque; 

2°  Étant  donnée  l' une  de  ces  lignes  de  courbure,  caf' 
culer  le  rayon  de  courbure  et  le  rayon  de  torsion  de 
cette  courbe  en  un  point  arbitraire; 

3"  Calculer  la  longueur  d'un  arc  de  cette  ligne  de 
courbure. 

On  pourra  prendre  comme  variables  les  coordonnées 
polaires  du  plan  x  Oy. 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  la  valeur  des  inlé- 
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grnhs  déjinies 


r^^'.  r-cm^- 


MÉCANIQUE  RATIONKBLLE. 

Épkeuve  Écrite.  —  Un  annoau  circulaire,  infini- 
ment mince,  homogène  et  pesant,  de  masse  et  de  rayon 
égaux  ai,  est  mobile  dans  un  plan  vertical  fixe.  H 
reste  tangent  à  une  droite  horizontale  Jixe  sur  la- 
quelle il  glisse  sans  frottement.  Un  disque  circulaire, 
homogène  ei  pesant,  de  masse  et  de  rajon  égaux  à  i , 
est  tangent  intérieurement  à  l'anneau,  sur  lequel  il 
glisse  sans  frottement,  et  dont  il  peut  se  st'parer. 

A  l'origine  du  mouvement,  le  point  de  contact  du 
disque  et  de  l'anneau  est  sur  la  droite  fixe;  la  vitesse 
du  centre  de  l'anneau  est  horizontale  et  égale  à  v,  la 
-vitesse  du  centre  du  disque  a  une  composante  hori- 
zontale égale  à  v-i-  4  i/^  T  '  S  «'"'"  l'accéléra- 
tion due  à  la  pesanteur  et  v,  X  des  paramètres  donnési 
enfin  les  rotations  du  disque  et  de  l'anneau  autour  de 
leurs  centres  sont  nulles. 

On  demande  de  déterminer  le  mouvement  du 
sjstème.  En  particulier,  étudier  le  mouvement  du 
disque  à  l'intérieur  de  l'anneau  et  rechercher  si  le 
disque  quitte  l'anneau.  Dans  le  cas  oit  cette  circon- 
stance se  produirait,  il  sera  inutile  de  poursuivre 
l'étude  du  mouvement  après  que  les  corps  se  seront 
séparés. 

Epreuve  pratique.  —  Un  pendule  composé  est  con- 
stitué par  une  plaque  elliptique  homogène,  infiniment 
mince.,  oscillant  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan. 
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Comment  faut-il  placer  l'axe  dans  le  plan   de  ta 
plaque  pour  que  la  durée  des  petites  oscillations  du 
pendule  soit  minimum? 

ASTHOKOUIB. 

EpHKuvE  âcRiTE.  —  Lois  du  mouvement  paraboUque. 
Calcul  d'un  épkéméride.  Exposer  succinctement  la 
méthode  d'jilbers  en  développant  seulement  la  dé- 
monstration des  points  essentiels  et  les  formules  rela- 
tives aux  principaux  résultats. 

Épucuvb  pratique.  —  On  considère  les  deux  étoiles 
»  Andromède,  a  Orion,  dont  les  coordonnées  équato- 
riales  sont  : 

s  Andromède ! 

a  Onon ]   „ 

On  demande,  par  rapport  à  l'horizon  de  Montpel- 
lier : 

i'  ut  l'instant  du  coucher  de  «  Andromède,  l'angle 
horaire,  l'azimut  et  la  distance  zénithale  de  a  Orion; 

a"  La  durée  de  l'intervalle  compris  entre  les  cou- 
chers successifs  des  deux  étoiles. 

Latitude  de  Montpellier  =  43°36'44',o. 


Premiers  prihcipes  de  Géométrie  moderne,  par  E. 
Duporcq,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  Ingé- 
nieur des  télégraphes,  i  vol,  in-8'  de  i6o  pages;  Paris, 
Gauthier-Villars;  1^99- 

Lc  Livre  de  M.  Duporcq  s  été  spécialement  écrit  pour  les 
Ann.  dt  Mathémat..  î-  série,  t,  XVIU.  (Octobre  1899.)        3o 
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élèves  de  Ma  ihé  m  a  tiques  spéciales,  les  candidats  à  U  licence 
et  à  l'agrégation,  c'est-à-dire  pour  les  lecteurs  mêmes  auxquels 
s'adressent  tout  d'abord  les  Nouvelles  Annales.  Ajoutons 
immédiatement  qu'il  répond  à  un  de  leurs  besoins  les  plui 
manifestes,  et  cela  de  la  façon  la  plus  satisfaisante. 

Ce  qui  caractérise  hvbdI  tout  la  méthode  géométrique  mo- 
derne, ce  qui  lui  a  valu  sa  merveilleuse  fécondité,  c'est  l'intro- 
duction de  la  notion  de  trantfurmation  qui,  par  un  méca- 
nisme pouvant  revêtir  des  formes  particulières  plus  ou  rooini 
simples,  permet  de  faire  sortir  gysiématiquemenl  d'une  propo- 
sition donnée  une  foule  d'autres  propositions  tout  à  fait  dis- 
tinctes BU  regard  de  l'ancienne  Géométrie. 

Il  a  fallu,  d'ailleurs,  pour  que  cette  notion  ait  sa  pleine  effi- 
cacité, qu'elle  fixât  ses  racines  dans  le  domaine  de  l'Analyse. 
Cela  lui  a  permis,  sans  être  arrêtée  par  aucune  considération 
de  contingence,  d'étendre  au  langage  de  la  Géométrie  la  géné- 
ralité de  celui  de  l'Algèbre.  Poncelet,  à  qui  est  dû  ce  progr^ 
immense,  en  a  synthétisé  la  formule  dans  ce  qu'il  a  appelé  le 
principe  de  continuité  au  sujet  duquel  M.  Duporcq  fournit 
tout  d'abord  les  explications  â  la  fois  les  plus  sobres  et  le< 
plus  précises,  de  façon  à  prévenir,  dès  le  début,  dans  l'esprit 
du  lecteur,  toute  espèce  d'équivoque  ultérieure.  Il  déRnit 
ensuite,  sous  sa  forme  la  plus  générale,  la  notion  de  transfor- 
mation, en  mettant  en  évidence  le  caractère  spécial  des  trans- 
formations dites  de  contact  qui  embrassent,  on  peut  le  dire, 
toutes  les  transformations  usuelles. 

Les  transformations  les  plus  simples  sont  évidemment  celles 
qui  à  un  point  font  correspondre  un  point  et,  pour  celte 
raison,  sont  dites  ponctuelles,  et,  parmi  elles,  celle  qui 
transforme  les  droites  en  droites,  et  qui  a  reçu  le  nom  de 
transformation  homographiqae.  Son  principe  repose  sur  la 
considération  du  rapport  anharmonique  de  Chastes.  Auisi 
l'auleur  comroence-t-il  par  élucider  d'une  façon  très  complète 
les  diverses  notions  qui  s'y  rapportent  (difitiom  et  Jait- 
ceaux  komographiques,  involulion),  en  éclairant  son  exposé 
d'exemples  bien  choisis,  avant  d'entamer  l'étude  de  la  trans- 
formation homographique  générale  et  de  ses  cas  particuliers. 

Après  les  transformations  ponctuelles,  on  est  tout  natu- 
rellement conduit  à  envisager  celles  qui  font  correspondre  i 
un  point  non  plus  un  autre  point,  mais  une  droite,  qu'on 
nomme  dualiiliques,  et  parmi  lesquelles  la  plus  simple  est 
celle  qui,  à  des  points  pris  sur  une  droite,  fait  correspondre 
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des  droites  ccincourant  en  un  mâme  point,  el  qui  tni  dite  corré- 
lative. Son  élude,  d'après  l'ordre  le  plus  logique,  suit  immé- 
diatement, dans  le  Livre  qui  nous  occope,  celle  de  ia  transfor- 
mation horaographique. 

L'homographie  conservant  l'ordre  des  courbes  ou  surfaces 
algébriques  et  la  corrélation  transformant  l'ordre  en  la  classe, 
on  voit  que  l'une  et  l'autre  appliquées  à  des  coniques  ou  à  des 
quadriques  redonnent  des  coniques  ou  des  quadriques,  et  l'on 
entrevoit  par  là  tous  les  services  qu'elles  peuvent  rendre  dans 
l'élude  générale  de  ces  courhes  et  de  ces  surfaces,  en  vue 
desquelles,  d'ailleurs,  elles  ont  tout  d'abord  été  imaginées. 

En  deux.  Chapitres  substantiels  M.  Duporcq  montre,  de 
façon  lumin'eusc,  tout  le  parti  qu'on  en  peut  tirer  pour  cet 
objet.  Ces  deux  Chapitres  constituent  une  sorte  de  compen- 
dium  de  la  théorie  géométrique  des  coniques  et  des  quadriques 
telle  qu'elle  peut  intéresser  des  élèves  de  Mathématiques  spé- 

Dans  un  dernier  Chapitre,  l'auteur  donne  des  notions  suc- 
cinctes sur  diverses  autres  transformations  géométriques  et 
notamment  sur  V inversion  qui,  après  celles  dont  il  vient  d'être 
question,  est  ta  plus  usuelle,  et  sur  les  transformations  qua- 
dratiques dont  l'inversion  n'est  qu'un  cas  particulier.  Il  dit 
enlîn  quelques  mots  de  la  transformation  de  Lie  qui  permet 
de  transformer  les  droites  en  sphères  et  dont  on  sait  l'impor- 
tance capitale  eu  point  de  vue  de  la  théorie  générale  des  sur- 
faces en  raison  de  la  belle  propriété  qu'elle  possède  de  faire 
correspondre  aux  lignes  asymptoliques  d'une  surface  les  lignes 
de  courbure  de  sa  transformée.  Ce  premier  aperçu  élémentaire 
sur  la  transformation  de  Lie  sera  du  plus  grand  secours  à  tous 
ceux  qui  devront,  par  la  suite,  en  poursuivre  l'étude  dans  le 
domaine  de  la  Géométrie  supérieure. 

Un  recueil  d'exercices  bien  choisis  complète  ce  petit  Ou- 
vrage, contribuant  à  en  faire  le  guide  le  plus  précieux  pour 
les  étudiants  en  Mathématiques  spéciales  qui,  non  contents  de 
borner  le  cercle  de  leur  curiosité  scientifique  aux  limites  des 
programmes  officiels,  voudront  jeter  sur  l'objet  de  leurs  études 
la  vive  clarté  des  principes  de  la  Géométrie  moderne.  Heu- 
reuse ordonnance  des  matières,  parfaite  clarté  de  l'exposition, 
nombre  et  variété  des  exemples,  tout,  jusqu'au  peu  d'étendue 
du  Volume,  jusqu'à  la  commodité  de  son  format,  jusqu'à  la 
modicité  de  son  prix,  concourt  à  en  faire  un  livre  vraiment 
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classique  destiné  k  tire  a«ani  peu  cnlre  les  mains  de  tons  les 
étudiants,  et  parmi  ceux  qu'ils  auront  à  consulter  le  pini 
fréquemment  et  avec  le  plus  de  fruit.  Et,  pour  tout  résumer 
d'un  root,  le  meilleur  éloge  qu'on  puisse  faire  de  ce  petit  Lirrt 
c'est  encore  de  dire  que  véritablement  il  manquait. 

M.  D'OcAfiNB. 


CORRBSPONIANCIi. 


M.  Retali.  —  Le  numéro  de  décembre  i8g8  des  Nouoellei 
Annalei  (p.  57g)  renferme  une  solution  fort  élég-ante  donnée 
par  M.  Servais  à  sa  question  1716  et  qui  roe  suggère  quelques 
observations  sur  la  quartique  circulaire  dont  il  est  question  en 
la  première  Partie  :  le  point  N'  est  bien  un  point  double  comme 
M.  Servais  trouve,  mais  N  n'est  pas  un  point  de  rebroussemeol  : 
il  est  au  contraire  un  point  tacnodal  où  deux,  branches  delà 
courbe  (dont  la  forme  rappelle  celle  de  la  courbe  de  JérabeL) 
ont  entre  elles  un  contact  ordinaire;  le  tacnode  comptant  poac 
deux  nœuds  et  la  tangente  tacnodale  pour  deux  tangentes 
doubles,  la  quartique  est  de  la  sixième  classe  et  possède  deux 
seules  tangentes  doubles  dont  une  est,  comme  M.  Ser\ais  s 
trouvé,  la  droite  à  l'infini;  voici  la  construction  de  l'autre  bi- 
tangente  :  si  R,  S  sont  les  extrémités  du  diamètre  du  cercle  w, 
perpendiculaire  à  NN',  et  si  nous  prenons  leurs  correspon- 
dants R'  et  S'  (en  la  transformation  quadratique  de  deuxième 
espèce),  la  droite  R'S'  est  la  bitangente  cherchée,  R'  et  S'  soot 
ses  points  de  contact.  On  pourrait  ajouter  d'autres  propriétés 
de  cette  quartique  qui,  comme  vous  voyez,  est  liée  intimement 
à  la  courbe  de  Jérabek  et  à  la  courbe  d'ombre  de  la  visa 
filet  triangulaire. 


M.  HUaire-  —  Sur  la  gueition  S49.  —  Cette  question, 
proposée  par  M.  Faure  en  1860  et  rappelée  en  mai  1899,  doit 
être  regardée  comme  résolue.  Il  suffirait  peut-être  de  rappeler 
que  M.  I^aure  l'a  proposée  une  seconde  fois  en  la  dédoublant 
(1861,  p.  56,  n"'  if63  et  564)  et  que,  sous  cette  forme,  M.  Cre- 
mona  en  a  donné  une  solution  géométrique  remarquable  (1SS4. 
p.  21).  Mais  comme  dans  les  nouveaux  énoncés  on  a  laissé  de 
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cAté  la  dernière  partie  de  la  question  primitive,  je  crois  de- 
voir reprendre  celle-ci,  pour  en  indiquer,  très  brièvement 
d'ailleurs,  une  solution  complâie  et  purement  analytique. 

Je  diviserai  la  question  en  trois  parties  : 

1°  Le  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  un  quadri- 
latère est  une  courbe  du  troisième  ordre  qui  passe,  comme  on 
sait,  par  les  six  sommets  du  quadrilatère  complet. 

En  effet,  t'équation  du  lieu  a  été  donnée  par  M.  Salmon 
dans  son  Traité  des  Secliont  coniques  (p.  i4''>  de  l'édition 
française),  Ouvrage  qui  avait  déjà  eu  trois  éditions  anglaises 
en  1860.  On  voit  immédiatement  sur  l'équation  que  ta  courbe 
passe  par  les  six  points  annoncés. 

%'  La  courbe  passe  aussi  par  les  pieds  des  hauteurs  du 
triangle  déterminé  par  les  trois  diagonales  du  quadrilatère  et 
par  les  deux,  points  siLués  à  l'infini  sur  un  cercle. 

Cette  deuxième  partie  n'est  pas  évidente,  comme  la  pre- 
mière, sur  l'équation  de  M.  Salmon,  mais  elles  le  devient  sur 
une  autre  équation,  l'équation  en  coordonnées  trilinéaires  où 
l'on  prend  pour  triangle  de  référence  le  triagle  des  trois  dia- 
gonales (voir  par  exemple  les  Exercices  de  Kahler,  t.  I, 
p.  3i8). 

3°  La  courbe,  passant  par  les  deux  points  situés  à  l'infini 
sur  un  cercle,  doit  occuper  parmi  les  courbes  du  troisième 
ordre  le  même  rang  que  le  cercle  dans  les  coniques;  ainsi  elle 
a  comme  le  cercle  un  double  foyer. 

La  marche  à  suivre  pour  démontrer  l'existence  de  ce  foyer 
double  se  trouve  dans  le  Traité  des  Courbes  planes  de 
M.  Salmon  (p.  173  et  suiv.de  l'édition  française). 


StLlITICKS  DE  «IjtSTIONS  PROPOSÉKS. 


Note  par  M.  A.  de  Saint-Gbbhain. 

Dans  sa  réponse  à  la  question  1740  (Nouvelles  Annales, 
juillet  iSçig),  M.  Boulanger  est  loin  de  faire  connaître  toutes 
les  quadriqucs  orthogonale!  à  un  ellipsoïde  donné.   Il  dit  avec 
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raison  que  le  premier  membre  f{x,  y,  t)  de  l'équation  d'uM 
de  ces  quadriques  doit  vérilier  une  identité  de  la  forme 

mais  il  a  tort  d'en  conclure  que  /  ne  doit  reorenaer  ni  ret- 
tangles,  ni  termes  du  premier  degré.  Soit 

/(a:,^«)^Aa:»-4- A'^'-i- A'«»-l-  ihyz-\-. .  .-^-  nC'a  +  D: 

t'identité  (i)  entraîne  dis  équations  que  je  répartis  en  dent 
groupes  : 

m  (à + à ■*"■)»■"■     ■■    (à-"'')'=" 

Pour  des  valeurs  quelconques  de  X  et  de  j/,  les  équa- 
tions (3)  eiigeni  que  B,  B',B",C,  G',  C  soienl  nuls;  on  trouve 
alors,  à  l'aide  des  équations  (i),  le  faisceau  de  quadriques 
homofocales  signalé  par  l'Auteur.  Mais  il  n'en  est  plus  de  même 
si  l'on  établit  entre  X  et  {x  des  relations  convenables.  Soit 
d'abord  \ii  = Iâï"' — ï)-  '"  première  équation  (3)  sera 


de  quadriques  orthogonales  à  l'ellîpsoTde.  dont  on  peut  mettre 
les  équations  sous  la  forme 

On  aurait  deux  faisceaux  analogues  contenant  des  terme» 
en  gx  ou  en  ay. 

Faisons  maintenant  |t  — :  la  quatrième  équation  (3) 

est  vérifiée  sans  que  C  soit  nul;  les  équations  (i)  donnent  le< 
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valeurs   correspondantes  île  A,  A',  A',  D  el  l'on   trouve  un 
nouveau  faisceau  de  quadriques  orthogonales  doot  les  équa- 
tions ont  la  forme 


Or  aurait  deux  autres  faisceaux  analogues. 
Pour  les  quadriques  orthogonales  au  paraboloïde 


on  trouve,  par  une  analyse  semblable,  le  faisceau  des  paraho- 
loldes  homofocaux,  et  trois  autres  faisceaux  de  paraboloïdes 
définis  par  des  équations  de  la  forme 


\  facile  de  compléter  cette  analyse. 


On  donne  une  ellipse  de  centre  o.  On  mène  une  corde 
quelconque  ab  et  l'on  prend  ton  pôle  c  par  rapport  à 
l'ellipse.  Le  point  p  étant  la  projection  sur  oc  de  l'ortho- 
centre  h  du  triangle  abc,  démontrer  que  le  produit  op 
par  oc  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  demi-axes  de 
l'ellipse  donnée.  (Manmieiu.) 

AL'TBB9  SOLUTIOriS  UÉOHÙTHIQirES, 
Pah  m.  Manniieim. 

Les  droites  ca,  co,  cb  el  la  parallèle  à  ab  menée  du  point  c, 
forment  un  faisceau  harmonique.  Les  perpendiculaires  à  ces 
droites,  abaissées  de  l'orthoccnlre  /i,  rencontrent  alors  ab  en 
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des  poiDU  a,  e,  b,  f  tels  que  e,  /  sont  conjugués  harmOBii|Det 
par  rapport  à  a,  b.  Par  suite,  le  triaDgle  ce/  est  conjugué  • 
'ellipse  et  le  cercle,  qui  lui  est  circonscrit,  coupe  orthogona- 
lement  le  cercle  orthoptique  de  l'ellipse;  donc,  etc. 

Autrement.  —  Le  cercle  décrit  sur  ch  comme  diamètre 
coupe  à  angle  droit  le  cercle  dont  ab  est  un  diamètre;  on  * 
alors,  en  appelant  m  le  milieu  de  ab  :  ma  =  mp  X  me.  P>r 
suite  le  cercle,  qui  contient  a,  p,  c,  est  tangent  en  a  à  a£;  il 
est  alors  circonscrit  au  triangle  aplati  suivant  ca.  Ce  triangle 
est  conjugué  à  l'ellipse  ;  donc,  etc. 

QoeiUon  1769  (■)■ 


Par  le  Joyer  d'une  conique  donnée  on  mène  det  cordtt; 
let  ciraonfirences  de  cercles,  qui  ont  cet  cordes  pour  dia- 
mètres, sont  tangentes  à  deux  cercles.        (Mànïibeiii.) 

SOLUTION  GÉOMÉTBrQUB, 
Par  m.  MA^N^EIH. 

Appelons  /  le  foyer  de  la  conique  par  lequel  passe  l'une  de» 
cordes  mn.  Par  rapport  à  un  cercle  de  centre/,  la  polaire 
réciproque  de  la  conique  est  un  cercle  de  centre  o  él  de 
rayon  R.  Les  polaires  de  m,  n  sont  des  tangentes  i  ce  cercle. 
dlei  sont  parallèles,  distantes  de  iR  et  coupent  mn  aat 
points  m',  n'.  Prenons/  pour  pôle  d'in\ersion.  Le  cercle  décrit 
sur  mn  comme  diamètre  a  pour  transformée  par  inversion  le 
cercle  C  décrit  sur  m' n'  comme  diamètre.  Ce  cercle,  dont  le 


{')  An  sujet  de  cette  question  MM.  Hannheim  et  Barisieo  nous 
font  remarquer  avec  raison  que  la  solution  de  M.  Audibert  est  incom- 
plète.  M.  Audibert  démontre  en  effet  que  le  lieu  des  centres  des  cercles 
en  question  est  une  conique  et  se  borne  ensuite  ï  faire  observer  que 
le  lieu  des  centres  des  cercles  tangents  i  deux  cercles  Gies  est  lae 
conique.  Or  de  ce  que  le  centre  d'un  cercle  décrit  une  conique,  oa  ae 
peut  évidemment  pas  conclure  que  ce  cercle  enveloppe  deux  autres 
cercles,  puisqu'il  faut  une  autre  condition  pour  définir  le  déplace- 
ment du  cercle  mobitc.  X.  A. 
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diamètre  est  égal  à  3  R,  a  son  centre  au  pied  de  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  o  «ur  mn,  c'est-â-dire  en  un  point  du 
cercle  décrit  sur  e?/' comme  diamètre. 

Lorsque  mn  tourne  autour  de  /,  le  cercle  G  de  grandeur 
constante,  se  déplace  de  façon  que  son  centre  reste  sur  un 
cercle;  aon  enveloppe  se  compose  alors  de  deux  cercles  con- 
centriques; donc, etc. 

Qneation  1773. 

I  MH,  t.  1M.I 

Étant  donnét  une  cycloîde  de  base  AB  et  un  cercle 
ayant  ton  centre  au  milieu  C  de  AB,  on  prend  la  podaire 
de  la  cyclolde  par  rapport  à  un  point  quelconque  H  du 
cercle.  Prouver  que  l'aire  comprise  entre  la  podaire,  la 
droite  AB  et  les  deux  tangentes  A  et  B  à  la  cycloïde  est 
constante.  (E.-N.  Baiisibn.) 


Je  crois  que  la  proposition  énoncée  n'est  pas  exacte.  En 
elTet,  si  l'on  prend  pour  axe  polaire  la  droite  parallèle  à  AB 
menée  par  le  pAle  M,  et  que  l'on  désigne  par  to  l'angle  polaire, 
par  a  le  rayon  du  cercle  générateur  de  la  cyclolde,  par  a  et  ^ 
les  coordonnées  de  M  relatives  à  deux  axes  dont  l'un  est  AB 
et  Tautre  une  perpendiculaire  à  cette  droite  menée  par  C  mi- 
lieu de  AB,  l'équation  de  la  podaire  sera 

p  =  (aa  — p)3ino»-1-{air  +  3  — 'iaiiijcosu. 


L'aire  S  de   la  podaire  comprise  i 
courbe  est  déterminée  par  l'intégrale 


=/' 


[cos*  iu(<nt  ■+■  a.  )'-^  (2( 


-+-(aa —  fl)(aTt-i-a)sin2iii  —  4a*ùi*cos*ùi 
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Si  le  point  M  est  sur  un  cercle  ayant  son  centre  en  C,  le 
terme  -  (a'  +  p»)  est  constant,  mais  en  ajoutant  à  îS  le 
double  de  l'aire  du  rectangle  dont  les  c6t^  sont  AB  et  p,  on  » 

expression  qui  varie  avec  p. 

Qneition  177i. 

Leproduit  de»  paramètres  de  dûlribution  dei  plant  laa- 
gents  à  un  paraboloide  hyperbolique,  pour  deux  gêném- 
trict*  du  mime  êyttème  et  rectangulairet,  ett  égal  au 
carré  de  la  plus  courte  distance  de  cet  droites. 

(MlRNHBlH.) 


Psr  M.  d'Ocaowb. 

Soient  G  et  G|  deux  génératrices  quelconques  de  même 
système  projetées  sur  le  plan  directeur  de  ce  système  pris  pour 
plan  horizontal.  Leur  plus  courte  distance  (aa,)  se  projette 
suivant  un  point.  Soient,  en  outre,  p  et  p,  les  points  centraux 
correspondants.  Les  plans  centraux  sont  respectivement  les 


plans  verticaux  passant  par  G  et  G|,  Le  plan  tangent  eu  a  est 
défini  par  les  génératrices  G  et  api,  eu  O)  par  les  génératrices 
G,  eto.f, 
Faisons  une  projection  sur  le  plan  vertical  perpendiculaire 
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eo  />  A  ap.  Le  point  pi  se  projette  sur  la  perpeadiculaire  pi  qi 
à  la  trace  pqi  de  ce  plan  vertical,  au  point/>'|  tel  que  q\p\  =  S, 
S  étant  la  plus  courte  distance  de  G  et  Gj. 

Dès  lors,  l'angle  6  que  te  plao  Ungent  en  a  fait  avec  le  plan 
central  en^  est  projeté  en  vraie  grandeur  en  a/i/)', .  Abaissons 
du  point  a  la  perpendiculaire  ai  sur  pp\.  Elle  coupe  pqi  au 
point  I,  et  ce  point  est  le  point  représentatif  de  la  distribu- 
tion des  plans  tangents  pour  la  génératrice  G.  En  effet,  d'une 
part, /»' est  la  perpendiculaire  élevée  à  G  par  le  point  cen- 
tral p,  de  l'autre,  l'angle  pia  sous  lequel  on  voit  du  point  i 
le  segment />a  est  égal  à  l'angle  6  que  le  plan  tangent  en  a  fait 
avec  le  plan  central. 

Par  suite,  le  paramétre  de  distribution  k  de  la  génératrice 
G  est  égal  à  pi. 

On  obtient  de  même  le  paramétre  de  distribution  pi  i\  =  /'j 
cleGi. 

Si  maintenant  nous  appelons  /  et  ^i  les  segments  àpeia,pi, 
ta  l'angle  des  génératrices  G  et  G|,  la  similitude  des  triangles 
api  et  pffip'i,  qui  ont  leurs  côtés  respectivement  perpendicu- 
laires, nous  donne 

£1  =  l!£l 
pa        qip 


où 

/  ~ 

7:ii^ 

De  j 

néme. 

;■=  . 

3/ 

kl  = 

S/, 

Fais 

ant  le  produit,  oi 

.a 

C'est-à-dire  que  leproduil  dei  paramètres  de  dittribut ion 
de  deux  génératrices  QtELCONQUKS  de  même  lyslème  du  pa- 
raboloïde,  est  égal  au  carré  du  quotient  de  leur  plus 
courte  dislance  par  le  sinus  de  leur  angle. 

Dans  le  cas  où  l'on  suppose  lu  —  -  >  on  retrouve  le  théorème 
de  l'énoncé. 
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Qneatian  1778. 

Une  conique  rencontre  lei  eâtii  BC,  CA,  AB  d'un  triangle 
en  D,  D',  E,  E',  F,  F'.  Les  tangentet  en  D,  D'  rencontrent 
AB,  AG  en  K,  K'.  L  est  le  eonjagué  harmonique  de  B  par 
rapport  atuc  point»  F,  F',  M  celui  de  C  par  rapport  à  E,  E'. 

Démontrer  que  D'L,   DM,  KK'  concourent  en  un  mime 

point,  (W.  J.  GOBENSTIBET. > 


Par  M.  G.  Leikeeuoel. 

Solution  géométrique.  —  On  sait  que  l'enveloppe  des 
droites  reDconlraot  deux  coniques  (S),  (£)en  quatre  points 
formant  une  division  harmonique,  est  une  conique  tangeote 
aux  huit  droites  menées  aux  quatre  points  communs  à  (S), 
(£)  el  tangentes  à  ces  coniques. 

Considérons  la  conique  (S)  donnée  et  la  conique  (£)  for- 
mée des  droites  (RC.LM),  nous  en  déduisons,  dans  ce  cas  par- 
ticulier, qu'il  existe  une  conique  tangente  à  DK,  D'K',  BC  et 
LM  qui  font  partie  des  tangentes  aux  points  communs  )ui 
coniques  (S),  (BC,  LM);  el  de  plus  aux  droites  CA,  BA, 
puisque         (CMEE')  =  -i,         (BLFF')=  — i. 

L'hexagone  IMKDD'K'  étant  circonscrit  à  une  conique,  let 
trois  diagonales  concourent  en  un  même  point. 

Solution  analytique.  —  Prenons  comme  (Jig.  i  )  triangle 
de  référence  DD'I/  et  pour  équations  de  (S),  AB,  AC, 

(S)  Pt-|ji>.'=o  (0 

AB  ;«-i-ma-i-  n-f  =  o,  (a) 


l'ensemble  des  droi  tes  D'ï",  D'F  obtenues  par  l'élimination  de? 

entre  (i)  et  (a),  est 


la  conjuguée  harmonique  D'L  de 
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droites,  a  [louréquatiun 
(D'L)  « 

de  même,  on  a 
(DM)  X 


Quant  à  l'équâtioa  de  KK',  elle  est 
(KK')  "+77+7-'P  =  «'- 

puisqu'elle  doit  passer  par  les  deux  points 


-,■,  =  0,  (.*^p.o. 

Ces  trois  droites  D'L,  DM,  KK'  passent  par  un  même 
point  b),  puisqu'on  ajoutant  (j>  et  (5),  on  tombe  sur  l'équa- 
tion (6). 

Autre»  solutians  de  MM.  W.  Greknbthebt  et  1.  Richadd. 

Qneition  1786. 

A,  B,  C,  D  étant  quatre  quantités  imaginaires  données 
et  X  une  quantité  imaginaire  variable,  on/orme  le  déter- 
minant 

i  \-+-X    B  +  X  j_ 

1  Ch-X    D  +  X  !"■*■ 
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Démontrer  : 

1°  Que  si  le  module  de  i  rette  constant,  le  point  X,  aj- 
Jire  de  X,  parcourt  une  circonférence; 

%°  Que  si  l'argument  de  A  reste  constant,  le  point  X  par- 

Trouver  le  centre  de  cette  circon/érence  et  la  direction 
de  celte  droite  lorsque  l'argument  de  A  eil  nul. 

{C.A.  LtlSANT.) 
SOLUTIOK 

Par   M.    DULEUBERT. 


= 

n+a'l,        B  = 

-b+b 

■i,        C  = 

c  +  c'i 

D  =  d+<fi 

\  =  x+yi„ 

A  = 

:î+r,<  = 

p(co». 

..+ 

.sinu,). 

Le 

diiveloppemenl 

.du  dé 

terminanl 

donne 

imni 

E={«  +  rf 

-fr  — 

c)x^ib 

•  ^c'- 

■«'- 

-<t)y 

-\-ad- 

a-d— 

ibc-b'c 

'), 

T,  =  {a'  +  d 

~b-  — 

c')x'+(a 

.-^d- 

*- 

-c)y 

-i-ad^ 

ad- 

(bc+b-c 

■)■ 

Les  équations  £  =  o,  i)  =  o  représentent  deux  droites  r 
tanguUires  dont  les  directions  sont  faciles  à  déter 
eflci,  la  quantiié 


a -\- d  —  (b -i- c) 


est  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  qui  joint  le  ntilieu  < 
AD  au  milieu  de  BC.  La  droite  >i  =o  est  symétrique  de  cei 
droite  par  rapport  aux  axes  coordonnés  et  la  droite  |  = 
perpendiculaire  à  r^  =  o. 


équation  d'un  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  d'interscctinn 
des  droites  5  =  0,1=0. 
SI  (Il  est  constant,  on  a 

tangtu  =  r 
r,~\  taiigM  =  o, 
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équation  d'une  droite  qui  passe  par  le  point  d'intersection  des 
deux  mêmes  droitei. 

Enlîn,  si  tu  est  nul,  le  point  X  décrit  la  droite  17  =  o,  dont 
la  direction  a  été  déterminée  précédemment  ('). 

\ulre  «alutioo  de  M.  E.-N.  Bakisibn. 


On  considère  les  points  de  contact  des  coniques  inscrites 
à  un  quadrilatère  avec  un  des  côtés  du  quadrilatère  et 
l'on  demande  : 

I*  Le  lieu  des  centres  de  courbure  de  ces  coniques  cor- 
respondant aux  points  de  contact; 

2°  L'enveloppe  des  cercles  osculateurs  qui  correspondent 
aux  centres  de  courbure  précédents.         (G.  Tiitzkica.) 


I*  Prenons  pour  axes  des  coordonnées  deux   cOtés  quel- 
conques du  quadrilatère  se  coupant  à  l'origine  et  faisant  entre 


a       ^  '         c        d 

l«s  équations  des  deux  autres  eûtes,  celle  d'un 

X 

l'^  +  î—V 


{')  Note  de  la  Rédaction.  —  à  se  mettant  bous  la  forme  immé- 
diate P  +  QX,  il  est  évident  que  si  le  module  de  X  rst  constant 
l'extrémité  de  A  décrit  une  circonférence  dont  le  ctntrc  est  l'eïtré- 
tnité  de  P;  et  que  si  l'argument  de  &  est  constant,  00  a  une  droite 
passant  par  l'extrémité  de  P.  (C.-A.  L.}. 
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Celte  eourbe  touche  l'axe  des  X  au  point 

neX  _ 

Transportons  l'origine  k  ce  point,  en  conservant  l'aie  des  X 
et  prenant  pour  ligne  des  ordonnées  la  normale  k  la  courbe. 
Les  formules  de  transformation  sont 


et  le  rayon  de  courbure  à  l'origine,  p,  sera  égal  an  coefficient 
An  y,  divisé  par  le  coefficient  de  xf,  dans  l'équation  trans- 
formée. 

On  trouve,  d'après  ces  données. 


T/"      ■\/'      •)'  ,        •  '1,.,     <i-i(,-i) 

i»-e(i->ii'~:: 

aVl(l-X) 

Reportons  le  système  rectangulaire  d'axes  parallàlement  i 
lui-méniB  à  l'origine  primitive  ;  nous  aurons,  x  el  y  étant  les 
coordonnées  du  heu  cherché, 


c{a-x) 

.      1       a[c-x) 

[„_e(,-l)].          , 

'       ^-c(a-x)- 

a'c'i(i-X)         a 

Il  en  résulte  l'équation 

(0         ^"'-'•.i 

c..i(i_o){i-o) 

°  L'équation  de  l'enveloppe  des  cercles  osculateurs  tangents 
axe  des  X,  s'obtiendra  en  substituant  dans  (i)  —  k  y. 
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PRBMIBR  CONCOURS  SES  «  NOUVBLLIS  ANNALKS  >> 
POUR  1900. 


l.  On  propose  d'établir  te  /ait  suivant  : 

Il  peut  arriver  de  deux  manières  différentes 
que  les  neuf  droites  joignant  trois  points  A,  B,  C 
à  trois  points  A',  B',  C  soient  tangentes  à  une 
quadrique  : 

ï"  Les  trois  points  A,  B,  C  peuvent  corres- 
pondre un  à  un  aux  trois  points  A',  B',  C  par  le 
fait  que  chacun  des  trois  quadrilatères  qui  ont 
pour  sommets  B,  C,  B',  C  ou  C,  A,  C,  A'  ou  A, 
B.  A',  B'  a  ses  quatre  points  de  contact  dans  un 
même  plan,  la  même  chose  n'ayant  pas  lieu 
pour  les  six  autres  quadrilatères  de  la  figure; 

a"  Les  deux  points  C  et  C  par  exemple 
peuvent  jouer  un  rôle  à  part.  Les  points  de  con- 
tact 1 ,  2,  3,  4  '^'-•s  côlcs  du  contour  AB'BA'  sont 
dans  un  même  plan,  les  droites  i  a  et  34  coupant 
AB  en  S,  les  droites  i4  et  a3  coupant  A'B'  en  S'; 
pour  C'A  et  C  B,  la  corde  des  contacts  coupe  AB 
en  S,  pour  CA'  et  CB',  la  corde  des  contacts 
coupe  A'B'  en  S';  les  cinq  contours  ayant  pour 
sommets  les  points  de  l'un  des  systèmes 

1  ABA'C,        I  A'B'AG, 
*"*  "■        j  ABB'C,        !  A'B'BC, 

Ann.  dt  Malhémat.,  3-  série,  l.  XVHI.  (Novembre  iSyr,.)    3l 
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ont  donc  chacun  leurs  quatre  points  de  contact 
dans  un  même  plan. 

II.  La  figure  dépend  de  dix-huit  paramètres. 
Pour  le  premier  des  deux  systèmes  indiqués,  si 
l'on  se  donne  la  quadrique,  les  trois  tangentes 
AA',  BB',  CC'  doivent  satisfaire  à  une  condition, 
et  le  contour  hexagonal  AB'CA'BCA  dépend 
alors  d' un  paramètre  ;  la  condition  en  question 
est  satisfaite  en  particulier  si  les  trois  tan- 
gentes AA',  BB',  ce  sont  concourantes.  On 
demande,  pour  les  deux  cas,  si  l'on  peut  se 
donner  arbitrairement  les  six  points  A,  B,  C,  A', 
H',  G  pour  déterminer  la  quadrique,  ou  s'ils 
doivent  satisfaire  à  une  condition  et  donner  lieu 
à  une  infinité  de  quadriques;  à  défaut  d'une 
réponse  complète  à  cette  partie  de  la  question, 
on  demande  d'examiner  au  moins  le  cas  où  les 
droites  AA',  BB',  CC  .tont  concourantes. 

Condltious. 

Le  concours  est  ouvert  à  toiis  les  teoieurs  des  Noii- 
velles  Annales  de  Malkémaliques. 

Le  Dieilleur  Mémoire  envoyé  en  ré[K>nsc  au  sujet 
proposé  donnera  droit,  au  jirofit  de  l'auteur  : 

1"  A  un  crédit  de  loo*^'  d'Ouvrages  à  choisir  dans  le 
catalogue  de  M,  Gautliier-Villars; 
tt"  A  la  publication  du  Mémoire  ; 
3"  A  un  tirage  à  part  gratuit  de  loo  exemplaires. 

IjCS  manuscrits  devront  être  parvenus  à  la  rédaction 
*v*iiT  LE  i5  MAI  1900,  terme  d'absolue  rigueur. 
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Les  auteurs  pourront,  ii  leur  gré.  se  faire  iinuiédiate- 
meiit  connaître,  ou  garder  provisoirement  l'anonyme. 
Dans  ce  dernier  cas,  le  Mémoire  portera  un  signe,  une 
devise  ou  un  numéro  d'ordre  arbitraire,  et  sera  accom- 
pagné d'un  pli  cacheté  renfermant,  avec  la  milme  indica- 
tion, te  nom  et  l'adresse  de  l'auteur.  Les  plis  cachetés 
en  question  ne  seront  ouverts  par  la  Rédaction  qu'à 
partir  du  i5  novembre  et  après  le  jugement  prononcé. 

Aucune  limite  n'est  fixée  quant  à  l'étendue  des  Mé- 
moires; mais,  à  mérite  égal,  les  plus  concis  seraient  pré- 
férés par  les  juges duConcours.  Chacun  comprendra  du 
reste  que  l'insertion  d'un  travail  trop  éiendu  serait  ma- 
tériellement impossible. 

Le  jugement  du  Concours  sera  prononcé  avant  le 
I  5  juin  1900,  et  le  résultat  en  sera,  sans  retard,  publié 
dans  le  journal. 

La  Rédaction,  et  les  juges  du  Concours  qui  se  seront 
associés  à  elle,  se  réservent  la  faculté  : 

i'  De  partager  les  récompenses  ci-dessus  mention- 
nées, au  cas  tout  à  fait  cxc^/'t/oi/te/oîi  deux  Mémoires 
y  auraient  droit  avec  nn  égal  mérite; 

3"  De  ne  pas  attribuer  de  récompenses  si,  parmi  les 
Alémoires  envoyés,  aucun  ne  semblait  en  être  digne. 
Dans  ce  dernier  cas,  les  avantages  stipulés  seraient  re- 
portés surun  Concours  ultérieur,  et  l'annonce  en  serait 
faite  dans  le  journal  en  temps  utile. 

L'auteur  du  Mémoire  récompensé  sera  immédîaiemenl 
avisé  par  la  Rédaction  et  voudra  bien  faire  immédiate- 
ment connaîtres'il  désire  que  la  publication  de  son  Tra- 
vail ait  lieu  sous  son  nom,  ousous  forme  anonyme.  Son 
silence  serait  înterprélc  comme  une  autorisation  de  pu- 
blier le  nom. 

Les  Riî 
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[02b] 

PROBLÈHES  DIVERS  SIR  LA  MÉTHODE  INVERSE 
DES  TAKGENTES; 

Par  m.  Ed.  GOLLIGNON. 


Le  phoblénb  de  M.  de  Beaui)b. 

On  lit  dans  ÏA/terçu  historique  de  Chasics  (')  : 
«  C'est  de  Beaunc  qui,  le  premier,  conçut  l'idée  d'intro- 
duire dans  la  théorie  des  courbes  les  propriëtés  de  leurs 
tangentes  comme  élément  propre  à  leur  construction,  et 
<|ui,  par  une  question  de  cette  nature  proposée  à  Des- 
rartes,  donna  naissance  à  la  méthode  inverse  ries  tait- 
geiUes.  Il  s'agissait  de  construire  une  courbe  telle  que 
je  rapport  de  sa  sous-tangente  à  l'ordonnée  fût  dans  uoe 
raison  constante  avec  la  partie  de  l'ordonnée  comprise 
entre  la  courbe  et  la  bissectrice  de  l'angle  des  axes  ». 

La  méthode  inverse  des  tangentes  revient  à  l'intégra- 
tion d'une  équation  diSercnticlIc  du  premier  ordre. 
L'équation  à  intégrer  pour  résoudre  le  problème  posé 
par  de  Beaune  est 

désignant  une  longueur  donnée.  Le  problème  reste  le 
même,  au  poiut  de  vue  analjtique,  si  l'on  substitue  à  la 
bissecti'ice  de  l'angle  des  axes  une  droite  quelconque, 
y  ^  bx  -ir  h.  On  reconnait  aisément,  en  effet,  que  la 
pusitoiii  de  l'origine  O  n'influe  en  rien  sur  la  courbe 
ehercliée,  et  qu'ainsi  l'un  peut  la  placer  à  l'intersection 

[')  Page  9(1.  Bruxellp»;  1^:17. 
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de   la  droile  (lotinûu  avrc  l'axe   des  abscisses,   eu  qu) 
réduit  à  zéro  l'ordonnée  h.  Elaut  donnée  l'équation 

dx  _  y  —  bx 

on  peut,  par  uu  oitangemcnl  de  variable,  la  ramener  à  la 
forme  (i).  Posons,  en  effet, 

hx  =  x\ 

relation  d'où  l'on  déduit  dx  =  -r-;  l'équation  dîOercu- 
tivlle  prend  la  forme 


Par  conséquent,  la  transformation  équivaut  à  ta  sub- 
slitutioQ  d'une  nouvelle  quantité  constante  a'^  â  ^  '^ 
quaniité  donnée  u,  sauf  À  effacer  le  coeffieitnt  de  l'ab- 
scisse X. 

On  peut  simplifier  de  même  l'équation  (i),  en  rem- 
plaçant les  quantités  variables  x  txy  par  leurs  rapports 
x'  el  y'  à  la  quantité  constante  u,  prise  comme  unité  de 
mesure,  il  vient,  eu  effet, 

équation  doDt  l'intégrale  fera  connaître,  par  des  trans- 
formations convenables,  l'intégrale  de  l'équation  (i)  et 
celle  de  l'équation  (2). 

Cette  équation  (3)  à  laquelle  on  ramène  les  deux 
autres,  est  une  équation  linéaire  et  du  premier  ordre, 
en  y  considérant  y'  comme  la  variable  indépendanlCj  et 
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x'  coiame  la  fonclion  inconnue.  Posons 


dy' 


On  voit  tout  de  suite  tju'ou  satisfera  à  l'équation  en 
posant  ar'=!^ —  i,  ce  qui  donne  une  solution  particu- 
lière de  l'équation  avec  sou  second  membre.  D'ailleurs, 
l'équation  réduite  à  son  premier  membre  a  pour  juté- 
grale  générale 

i'=Ce-J". 

Donc,  enlin,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (3)  est 

avec  une  constante  arbitraire  C. 

On  passera  de  là  à  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion ([)  en  remplaçant  x'  par  ->  y  par  ^;  puis  à  celle 
de  l'équalion  (a)  en  remplaçant  x  par  bx^  et  a  P*^  7- 
Il  viendra 

pour  l'équatiou  (i), 

^"*>^*    ^  b ~ b* 

pour  l'équation  (s). 

Sous  cette  forme,  on  iccunnait  sur-le-champ  que  les 
courbes  cherchées  ont  pour  asymptote  la  droite 

r  =  bx+'^, 

parallèle  à  la  droite  donnée,  et  écartée  d'elle  à  la  dis- 
tance -r  mesurée  sur  l'axe  des  y. 

On  peut  arriver  à  une  équation  dillërentielle  plus 
simple  encore  en  changeant  de  coordonnées.  Soit  C  le 
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point  où  l'asymptote  _)'=  fij;  -(-  ,-  rencoutre  l'axe 
OY  (');  par  ce  j>otiil  munons  une  droite  (yi\  parallèle 
à  OX.  Nous  prendrons  pour  iiouv<;aux  axes  les 
droites  O'Ç,  asytnplote  à  la  courbe,  et  O'ti,  parallèle 
à  OX  ;  soit  y  l'angle  de  ces  deux  axes,  angle  dont  la  tan- 
gente trigonoRiétrique  sera  égale  à  è,  si  nous  supposons 
les  axes  primitifs  rectangulaires.  Les  formules  de  trans- 
formation seront 

d'où  l'on  déduit 


valeurs  qui,  substituées  dans  i'éi]uatio»{3),  la  réduisent 
à  la  forme 

dti &■ 

La  séparation  des  variables  s'opère  immédiatemeut, 
et  l'on  obtient  pour  équation  (inale 


La  courbe  est  donc  une  exponentielle  rapportée  à  des 
axes  obliques  CV^,  O'/j.  Si  par  un  point  M  de  la  eourbe 
oa  mène  l'ordouuée  MR^ti  jusqu'à  la  rencontre  de 
l'asymptote  CV^,  puis  la  tangeule  MT  jusqu'à  la  même 
droite,  la  sous- tangente  RT  mesurée  sur  l'asymptote  a 

nue  longueur  constante  et  égale  à rj '  ""  i"evienl 

(')   Le  Iccleur  est  prié  de  faire  lei  figures. 
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au  problème  de  M.  de  Beaune,  en  faisant  i  =  i ,  et  li 
valeur  constanie  de  la  sous-tangenle  RT  est  alors  égale 

Ou  reeunoalt  aisément,  en  faisant  la  figure,  que  la 
droite  MR,  parallèles  OX,  prolongée  et  l'ordonnée  TP*, 
parallèle  menée  à  0¥  par  le  pointT  où  la  tangente  MT 
eoupe  l'asymptote,  se  rencontrent  en  un  point  K.  appar- 
tenant à  la  droite  donnée  _^^£x.  Le  triangle  RKT, 
rectangle  en  K,  est  constant  pour  tous  les  points  de  la 
courbe  ;  ses  côtés  sont 


Lorsque  le  point  M  se  déplace  sur  la  courbe  en  entraî- 
nant le  côlé  RK,  l'bypotéuuse  RT  glisse  le  long  de 
l'asymptoie,  pendant  que  le  sommet  K  de  l'angle  droit 
glisse  le  long  de  la  droite  donnée. 
L'équation  différentiel  le  de  la  courbe 

Tç  -  ^-ïr^- 

mise  sous  la  forme 

ydy  _      ay 

fait  voir  que  la  sous-normale  de  la  courbe.,  prise  sur 
une  parallèle  à  OX  menée  par  le  point  M'  où  l'or- 
donnée MF  rencontre  la  droite  donnée,  est  constante 
et  égale  à  a. 

Cette  proposition  subsiste  encore  lorsqu'on  remplace 
la  droite  donnée,  y  ^  bx,  par  une  courbe  quelconque, 
jf  =:y(x);  car  de  l'équation 

'i^  _  ■r-/(-r) 
rfj-  a        ' 

ou  déduit  toujours 

dx         7— /Cr) 
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Le  premier  membre  représente  la  sous-nortuale  PK 

prise  sur  l'axe  OX.  Le  dénomiDateurdu  second  membre 

est  la  dillereace  MM'  des  ordonnées  dus  deux  courbes, 

et  si  par  le  point  M'  on  mène  une  parallèle  M'C  à 

maleMN, 


l'axe 

OXj 

usqu'a 

u  point  C 

OÙ  elle 

coupe  la 

no 

on  au 

râla 

proportion     ■ 

PN 

MP 

WC 

-  mM^ 

Donc 

M'C 

_  PN 

xMM' 

LIP 

^x 

r^-A» 

H 

Il  résulte  de  là  que  le  lieu  des  points  C,  ohletius  four 
tous  tes  points  M  de  la  courbe,  esl  la  courbe  y  =J'{x) 
elln-méme,  déplacée  de  la  quantité  a  parallèlement  à 
l'axe  OX, 

Revenons  à  la  courbe  qui  satisfait  à  la  relation  diffé- 
rentielle 

pour  laquelle  le  lien  du  point  C  sera  la  droite 
y  =  b{x~a).  Le  triangle  MKT  est  semblable  au 
triangle  MM'C,  les  côtés  de  ces  deux  triangles  étant  res- 
pectivement perpendiculaires.  On  a,  par  conséquent, 

MG       M'C  a  , 


© 


Si  donc  on  joint  TC,  l'angle  CTM  a  pour  tangente 
tiigonom étriqué  la  quantité  b,  c'est-à-dire  qu'il  est 
constant  et  égal  à  l'angle  de  la  droite  donnée  avec 
l'axe  OX.  On  a  en  déHnitive  ce  théorème  : 

Du  point  de  rencontre  T  de  la  tangente  avec 
l'asymptote,  la  portion  de  normale  MC  vue  sous 
l'angle  f  dont  la  tangente  est  b,  a  pour  extrémité  C 
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un  point  situé  sur  ta  droite  VfD'  parallèle  à  ta  droite 
donnée  OD. 

En  d'aulres  lerines,  le  triangle  MTC,  recLaiiglu  en  M, 
mobile  el  déformable  quand  le  point  M  suit  la  coDrbe, 
reste  GODslaminerit  semblable  au  triangle  M'PO,  formé 
par  l'oi-donnée,  l'axe  OX  et  la  droite  donnée  OD. 

Il  n'est  pas  inutile  de  faire  voir  que  l'équation  dilTé- 
rentielle 

peut  s'intégrer  direeteuicnt,  sans  passer  par  les  réduc- 
tions que  nous  lui  avons  fait  subir.  Faisons  -j-  =p,  «^ 
résolvons  par  rapport  n  l'ordonnée  j-.  Il  vicnl 

DilTéreutions  et  remplaçons  dy  par  pdx.  Nous  auroi>i 
pdx  =  bdx :dp, 

équation  OÙ  les  variables  se  séparent  iinmédiateinenl- 
On  a,  en  eOet,  eu  résolvant  par  rapport  à  dx, 

p*{b — p)        b^    p         b  p*        b'  b — p' 
puis  l'intégration  donne 

el,  par  conséquent, 

Si  l'un  élimine  p  cuire  ces  deux  équations,  il  vient 
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cil  remplaçaol  par  une  nouvelle  constante,  C,  lu  produit 

T^e"  ;  cette  équaliou  est  iJenliqiie  à  celle  que  nous 
avons  obtenue  plus  haut. 

Nous  allons  eherclier  le  raj'oa  <le  courbure  de  la 
courbe,  déduit  de  son  équation  difTéreiitielle.  La maiclie 
à  suivre  s'applique  identiquement  à  la  courbe  plus  géoé- 
rale  qui  serait  représentée  par  l'équation 

^  -  r— Aj'> 


(0 


lorsque  la  droite  du  problème  primitif  est  remplacée  par 
une  courbe  quelconque. 

De  cette  équation,  nii^e  sous  la  forme 


on  déduit,  en  prenant  la  dérivée  des  deux  membres  par 
rapport  à  x, 


^. 


l7  ~A^)P 


et,  par  conséquent,  on  a  pour  le  rayon  de  courbure  p 

P  q  a\a-/'(T)[y-/{cc)]\- 

Soient  AB  la  courbe  cbercbée,  M  le  point  pour  lequel 
on  chercbe  le  rayon  de  courbure;  soient  FG  la  courbe 
donnée  y:=:f{x)^  et  M'  le  point  de  cette  courbe  qui 
correspond  à  l'abscisse  x.  Si  l'on  mène  la  normale  MC 
et,  par  le  point  M',  la  droite  M'C  parallèle  à  OX,  on 


qu 


ou  a  M'C  = 


La  différence  y  — f{x)  est  représentée  sur  la  figure 
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jjar  le  segment  MM'  ;  M' C  =  o  et  MM'  sonl  les  côtés  Av 
l'angle  droit  dans  le  triangle  MM'C,  dont  rLypotèuuse 
est  la  normale  MC.  On  a  donc 

MC'=[^-/(^)]'+a\ 
de  sorte  <]ue  le  numérateur  de  la  valeur  de  p  est  repré- 
senté par  MC  . 

Du  point  M  abaissons  MC  perpendiculaire  sur  la  taa- 
geute  M'T'  menée  à  la  courbe  y^/(x).  cl  soit  C  l« 
point  où  elle  rencontre  la  droite  M'C.  Nous  aurons 
M'C'=  MM'  lang(G'MM')  =  MM'/'(a:)  =/'(^)[j'— /(^fj. 
et  la  difTérencc 

a-f(T)[y-/(^)]  =  MC-M'C-=CC-; 
d'où  résulte  la  formule 

Mc' 

On  peut  aisément  trouver  sur  la  ligure  une  droite  qui 
soit  égale  en  valeur  absolue  au  rayon  p.  Soit  T  le  point 
où  la  tangente  MT  à  la  courbe  AB  coupe  la  droite  CM' 
parallèle  à  OX.  On  aura  dans  le  triangle  CMT,  rec- 
tangle en  M,  et  dans  lequel  MM'  est  perpendiculaire  à 
l'bypoiénusc  CT, 

Mc'  =  MC  X  GT  =  a  X  CT. 
Donc 


:;e  qui  transforme  l'expression  du  rayon  de  courbure  eu 
:ellc.ci  : 

MC  X  CT 


i:  droite  TT',  prrpcndieu  ■ 
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laire  à  la  tangente  M'T',  c'est-à-dire  parallèle  à  MC,  et 
prolongeons- la  jusqu'à  la  rencontre  en  S  avec  la  nor- 
male CM  prolongée.  Les  parallèles  MC,  SX  nous  don- 
neront la  proportion 


CS  = 


ce 


Le  segment  CS,  déterminé  sur  la  normale  par  la  ren- 
contre de  T'I",  est  en  valeur  absolue  la  longueur  du 
rayon  de  courbure.  De  celle  conslrtu^lion  résultent  plu- 
sieurs conséquences  : 

1°  Si  au  point  M  la  tangente  MT  est  parallèle  à  la 
tangente  M'T'  menée  au  point  M' à  la  courI>e  y  =J'(^x), 
les  droites  TT'  cl  MC  sont  parallèles,  et  le  rayon  p 
devient  infini.  La  courbure  est  nulle  en  ce  point  M; 

a"  Au  point  on  ta  courbe  cherchée  AB  coupe  la 
courbe  donnée  j  ^/( JE  ),  le  segment  MM'  est  nul,  et 
l'on  a  -p  ^  a.  En  ce  point  la  tangente  MT  à  la  courbe 
clierchée  esl  parallèle  à  OY. 

Lorsque  la  fonction  y(jc)  est  linéaire,  elle  peut  être 
représentée  par  bx,  et  la  formule  générale  prend  une 
forme  plus  simple.  On  a,  un  effet, 


-{y~  bx)^ 


Le  numérateur  esl  toujours  égal  à  MC  .  Quant  au 
dénominateur,  t  est  la  distance  M'm  comprise,  sur  l'or- 
donnée du  point  M,  entre  la  droite  donnée  y^bxel 
l'asympLoie  _}'  =  ix-j- 1-;  de  sorte  que  la  dilférence 
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"  ij  —  ^^)  rejTtiSL'nie  la  differenre 


M'm  — MM'=MBi 


c'est-à-dirK    le   segment    compris   entre   la 
l'asymptote.  Il  vient  donc 


relation  que  nous  aurons  l'occasion  d'employer  tout  à 
l'heure. 

L'équation  diflërentiulle 

^  '  dy~         a 

lie  peut  être  intégrée  par  les  méthodes  qui  rénssissenl 
lorsque  la  fonclion  f{x)  est  une  fonction  linéaire  de 
l'abscisse.  Remarquons  que,  dans  ce  cas  plus  général,  on 
peut  tourner  la  difficnltë  en  considérant  les  trajectoires 
orihogonatcs  des  courbes  comprises  daus  l'équation  (i). 
Pour  avoir  l'éijuation  diflëicnlielle  de  ces  courbes,  il 
suffit  de  changer  -,— f^^  —  j-  dans  l'équalion  proposée, 
ce  qui  donne 


La  transformation  revient  donc  à  changer 


^        dy 

en  changeant  en  même  temps  le  signe  de  a.  Or,  l'équa- 
tion (i)  est  une  équation  linéaire  du  premier  ordre,  dont 
l'équation  intégrale  )ieut  s'écrire  immédiatement.  On  a. 
en  elTcl,  pour  l'intégrale  générale, 

Il  est  facile  do  reconnaître  que  ces  courbes  satisfont  à 
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la  rondîtioii  de  doniior  une  sous-tangciilc  conslantc,  et 
égale  ft  — rt,  la  soiis-tangente  étant  prise,  non  sur 
l'ave  OX,  mats  sur  une  parallèle  à  cet  axe  menée  par  le 
point  M'  où  l'oi-doniif^e  de  la  courbe  clicrcliée  coupe  la 
courbe  donnée  y  =f{x). 

Les  courbes  (3)  une  fois  tracées  sur  le  plan,  il  suiBra 
de  mener  leurs  trajectoires  ortliogunales  pour  obtenir  les 
courbes  qui  satisfont  à  l'é(|uatioii  (i);  cette  opération 
se  fait  facilement  :  c'est  celle  que  l'on  exécute  pour 
tracer  les  lignes  de  plus  grande  penie  d'une  surface 
topograpbicjue  définie  par  se»  ligues  de  niveau. 

Rekabqdes  sua  les  coubibb  heprbsbntêes  par  l'éqvatio:* 

dy 

1.  Posons  y"(x)  ^^',  el  écrivons  l'équation  sous  la 
forme 

iy—y')dy  =  ad3:. 

Imaginons  qn'on  déplace  la  courbe  donnée  FG,  repré- 
sentée par  l'équation  y'^f(^x),  de  la  quantité  a  paral- 
lélemeiii  à  l'axe  OY;  l'aire  élémentaire  comprise  entre 
les  deux  jwsitions  de  la  courbe  et  entre  lus  ordonnées 
correspondantes  aux  abscisses  x  et  x  +  dx,  aura  pour 
mesure  a  itx  ;  l'aire  totale  comprise  enli'c  les  deux  posi- 
tions de  FG  et  les  ordonnées  de  deux  points  A  et  B  pris 
sur  la  courbe  cliercbée,  sera  exprimée  par  l'intégrale 

•'K 

en  appelantes  <;t  *i  l''*  abscisses  des  poinis  A  et  B. 

Eu  cbaque  poiuL  M  de  la  courbe  clierchée  prenons 
sur  uuc  parallèle  à  OX  une  quantité  égale  à 
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(liflërence  des  ordonnées  des  duux  courbes;  l'extrémiu- 
du  segment  ainsi  formé  sera  un  point  y.,  qui  décrira  n» 
certain  lieu  "-i»-^,  quand  le  point  M  suivra  ta  couriie 
cherchée  de  A  à  B;  et  l'aire  élémentaire  comprise  entre 
les  deux  courbes  et  les  deux  horizontales  correspon- 
dantes aux  ordonnées  y  eX  y-t-dy,  aura  pour  mesure 
(y — y)4x-  '-''■re  totale  comprise  entre  les  deux 
courbes  et  les  horizontales  des  points  A  et  6  sera 
exprimée  par  l'intégrale 


/:■ 


(y—yidy. 


L'équation  dïQereniielle  nous  fait  voir,  par  consé- 
quent, que  ces  deux  aires  sont  égales,  et  que  la  seconde 
aire  Aa^Bcrott  proportionnellement  à  l'abscisse. 

Si  l'on  suppose  y'^^  o,  c'est-à-dire  si  l'oo  prend  pour 
courbe  donnée  FG  l'axe  OX  lui-mi^me,  la  courbe 
cherchée  AB  devient  la  parabole 

et  la  courbe  ap  qu'on  en  déduit  en  portant,  en  chaque 
point  M  une  longueur  horizontale  M.\i.=j',  est  une 
autre  parabole 

La  propriété  qu'on  vient  d'établir  montre  que  l'aire 
An^B  comprise  entre  deux  parallèles  À  l'axe  de  la 
courbe  est  proportionnelle  à  la  diflereuce  des  abscisses, 
X,  et  Xi,  des  points  extrêmes  A  et  B  pris  sur  la  première 
parabole. 

Lorsqu'on  part  de  l'équation 
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1  parvtont  de  mfimu  à  une  équivalence  d'aires, 


•'A  *^* 


dont  l'interprétation  est  plus  simple. 

2.  Toutes  les  courbes  AB  représentées  par  l'équation 

générale 

dy-         a 
sont   telles  que   la  sous-normale  M'C,  prise  sur  une 
parallèle  à  l'axe  OX  menée  par  le  point  M'  où  La  courbe 
donnée  FG  rencontre  l'ordonnée  MP  du  point  M,  est 
constante  et  égale  à  a. 

11  résulte  de  cette  propriété  que  chacune  des  courbes 
AB  peut  être  regardée  comme  l'enveloppe  des  positions 
successives  d'une  parabole  Ml,  de  paramètre  2a,  qui 
recevrait  un  mouvement  de  translation  dans  le  plan  des 
axes.  La  parabole  mobile  aurait  son  axe  parallèle  à  OX, 
son  sommet  I  serait  situé  sur  la  droite  CM'  prolongée, 
an  milieu  du  segment  M'S  déterminé  sur  cette  droite  par 
la  tangente  MS  menée  à  la  courbe.  Si  l'on  appelle  p  le 
l'apport  -p>  et  x,^y^  les  coordonnées  du  sommet  I,  on 
aura 

Dans  le  cas  particulier  où  la  ligne  donnée  FG  est  une 
droite  y  ;=  hx,  on  aura  pour  les  coordonnées  du  som- 
met I  de  la  parabole,  tangente  de  M  à  la  coarbc 
cbercbée, 


-Ht^)- 
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Nous  avons  trouvé  plus  haut,  dans  le  cas  particulier 
où  la  fonciion  f{x)  est  lioéaire, 


La  parabole  tangent*!  à  la  courbe  au  point  M  a  pour 
axe  de  figure  la  droite  M'C;  la  droite  MC  lui  est  nor- 
male et  a  est  son  demi-paramètre.  On  a  donc  pour  le 
rayon  de  courbure  p,  de  cette  parabole 


Ou  en  déduit  pour  le  rapport  des  deux  rayons  dv 
courbure  des  courbes  tangentes  eu  M, 


Z  =  . 


(*)    _Wn. 


car  -r  est  l'intervalle  parallèle  à  OY  compris  entre 
l'asymptote  et  la  droite  donnée.  Au  point  où  la  courbe 
AB  coupe  la  droite  donnée,  on  a  Mm:=  v  =  M'm,  et, 
par  consé<]uent,  p  =  p, .  La  parabole  et  la  courbe  sont 
osculatrices. 

3.  La  courbe  cberchéc  AB  peut  âtre  regardée,  dans 
le  cas  général,  comme  engendrée  par  un  point  M  lié 
invariablement  à  une  courbe  qui  roulerait  sur  la 
courbc^^,  déduite  de  la  courbe  FG  par  un  déplacement 
égal  à  a,  parallèle  à  Taxe  OK;  celte  courbe  fg  est,  en 
elFct,  le  lieu  des  points  C  tels  que  CM  soit  la  normale  à 
la  courbe  AB.  Pour  trouver  l'équation  polaire  de  la 
courbe  roulante,  nous  considérerons  le  point  décri- 
vant M  comme  le  pôle,  MC  ^  /■  comme  le  rayon  vecteur, 
et  Q  désignera  l'angle  polaire;  si  l'on  appelle  (jt  l'angle 
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compris  entre  lu  rayon  vectcar  MC  et  la  tangente  Ct 

meoce  au  point  C  à  la  courbe/j^,  on  aura 

rrfe 
tangix^-^. 

Mais  les  courbcsy^  et  FGétant  parallèles  et  déduites 
l'une  de  l'autre  par  une  simple  translation  parallèle 
à  OX,  les  tangentes  en  C  et  M'  aux  deux  courbes  sont 
parallèles,  et  l'angle  |^  est  l'angle  que  fait  la  direction 


tangente 

H  FG.  On 

a  donc 

tang^ 

/'{^) 
■-/■< 

équation 

Où  l'on  n 

împlaccra 

^«S 

en  fonclioi 

On  a  d'ailleurs 

r  . 

=  ^(MM')i 

'+(MC)> 

-i/L^-, 

/(«•)]'  +  o>. 

OÙ  l'on  remplacera  aussi  j  par  sa  valeur  en  x.  L'élimi- 
nation de  X  entre  ces  deux  équations  conduira  à  une 
équation  dilTérentielIe,  qui  définira  Q  en  fonction  de  r, 
et  définira  la  courbe  roulante. 

Lorsque  f{^x)^bx,    il    vient    successivement,   en 
exprimant  toutes  les  variables  en  fonction  de  la  dérivée 
dy 

r^di' 


et 

0=O„-^arctang/>  +  ^^(^), 

équations  qui  définissent  la  courbe  roulante. 
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Phoblèhss  connexes. 
On  peut  rattacher  au  problème  de  M.  de  Beaune  uuc 
série  de  questions  relatives  à  la  tram  forma  lion  des 
courbes  ou  à  la  formation  de  courbes  associées  suivant 
une  loi  particulière.  Ces  diverses  questions  peuvent  être 
réparties  en  trois  classes  priucipales  : 

Première  classe.  —  Etant  donnée  une  courbe 
y=:/(x),  trouver  une  courbe  (j,  x)  telle  que  l'on  ait 
en  tout  point  l'équation  différentielle 


(') 


dy-       a      ' 


a  étant  une  longueur  donnée  constante.  C'est  le  pro- 
blème dont  nous  venons  de  nous  occuper. 

Deuxième  classe.  —  Étant  donnée  une  courbe 
jr  =  F(x),  trouver  la  courbe  j''=y(.r)  qui  satisfera  à 
la  même  équation  (i).  La  solution  est  immédiatement 
donnée  par  l'équation 

^•-^— I  =  "(')- pfe- 

Troisième  classe.  —  Sans  donner  aucune  courbe,  on 
impose  aux  deux  ordonnées  y,  y,  qui  répondent  à  une 
même  abscisse  x,  une  relation  déterminée  y'^o[y), 
la  fonction  (p  étant  donnée.  Il  viendra 


*=  ^-^y't.ï')'<r. 


et  la  solution  sera  connue  par  une  quadrature.  Il  est 
inutile  d'ajouter  une  constante;  car  l'origine  est  arbi- 
traire sur  l'axe  des  abscisses,  et  cette  constante  ne  ferait 
que  déplacer  la  courbe  le  long  de  l'axe,  sans  inlluer  sur 
sa  forme. 
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Nous  examinerons  à  part  {(uelques  cas  particuliers  du 
celte  dernière  classe  de  questions. 

i"  Itapport  constant  h  entre  les  deux  ordonnées; 
j'^  ky.  —  On  aura  pour  la  courbe  clierchée 

et  pour  la  courbe  associée 

yHi-h) 

Les  deux  courbes  sont  donc  des  paraboles  de  môme 
axe  et  de  même  sommet. 

a'  Différence  constante  f  entre  les  deux  ordonnées ^ 
jr  — y  =f.  —  On  obtiendra  deux  droites  parallèles 

ax=/y+p. 

3"  Somme  constante  2/  des  deux  ordonnées  ; 
Y  H-_y'=  -if.  —  On  parviendra  à  la  relation 

où  C  désigne  une  constante,  qu'on  peut  faire  égale  ày , 
On  aura  donc 

cl  ta  courbe  associée  sera,  en  remplaçant  y  par  a/ — y', 

équation  identique  à  la  précédente,  et  qui  montre  que  la 
parabole,  ayant  pour  axe  la  droite  j-^/,  est  à  elle- 
même  sa  courbe  associée.  La  sous-normale  est  constante, 
mesurée  sur  l'axe,  cl  égale  à  ^a.  Mesurée  à  la  hauteur 
du  point  M'  où  t'ordoniiée  MP  recoupe  la  parabole  ;  elle 
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sera  double  et  égale  à  a;  et  la  somoie  des  deux  ordonnées 
y,  y  sera  égale  à  "if. 

•  4°  Produit  constant  des  ordonnées;  yy^^f*-  ~ 
Od  aura 

et 

y-y=r-y- 

L'intégration  donne  pour  ta  courbe  {jr,  x) 

et  la  courbe  associée  est  celle  qu'on  déduit  de  la  courbe 
{xyj)  en  opérant  la  transformation  par  ordonnées 
réciproques,  y=  ^'  ce  qui  donne  pour  son  équation 


5"  Somme  des  carrés  constante;  y^+y'^^f*.  — 
On  aura 


Si  l'on  pose^  =/sincp,  on  trouvera  pour  l'equalioD 
de  la  courbe  cherchée 

oj;  =  i/>(sin'<p  — f  siniç  — «), 

équation  qu'on  rapprochera  successivenicnides  équations 

y  =/5inç. 


pour  avoir  les  courbes  associées. 
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6°  Différence  des  carrés  constante;  y* — y''^^f^. 
-  ■  Il  vient 

^= £* 


L'ordonnée  y^  devant  ëlrc  supérieure  à  J  en  valeur 
absolue,  nous  ferons 

cosy 

La  substitution  conduit  à  l'équation  différentielle 

^_  /'  taDgyrff  ^ 
a    i  +  sinip 

en  supprimant  le  fadeur  — ^  aux  deux  termes  de  la 
fraction.  On  peut  ramener  cette  fonction  à  une  fraction 
ratiouneile  en  posant  tang  -  =  u.  On  eu  déduit 


On  fera  la  décomposition  de  la  fraction  donnée  en 
fractions  simples,  ce  c|ui  donne 

_  />  r  I     (/u  idu  du  I     du  1 

et,  par  conséquent,  en  intégrant, 

Remplaçons  u  {>ar  tang^;  nous  aurons  pour  l'équa- 
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tîoii  de  la  courbe  (x,  y)  les  deux  relations 

p\  r+tang2  ta"e|  1 

'"  "[' V    —erl  ~  (■+»"«|)'J 


La  courbe  conjuguée  sera  représentée  par  la  premiè 
de  ces  deux  équations,  jointe  à  la  relation 


•"=t/S^=/»'"'s^ 


[M*m] 

SUR  QUSLQDES  QUESTIONS  BB  LA  TflfiORIR  ftES  GOilUES 
A  eOUBLR  COURBURE; 

Par  m.  Hem»i  PICGIOLr. 


On  a  cru  jusqu'à  présent  que  la  courbe  gauche  nommée 
hélice  cylindro-conique  était  placée  surun  cône  de  révo- 
lution. Dans  ce  qui  suit,  nous  nous  proposons  de  mon- 
trer que  ce  n'est  pas  viai,  au  moins  dans  le  cas  général. 
Les  raisonnements  que  nous  allons  faire  nous  condui- 
ront à  trouver  une  formule  d'où  résultera  tout  de  suite 
la  vérité  de  notre  assertion.  Ceci  formera  l'objet  du  pre- 
mier paragraphe  de  cette  Note;  dans  le  second,  j'expose 
des  propriétés  relatives  aux  loxodromies  et  aux  géodé- 
siquesdu  cône. 
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Admettons  que  si  A,  B,  C  représentent  les  distances 
d'un  point  fixe  de  l'espace  P^  ^  (^o^o^c)  atix  plans  nor- 
mal, rectifiant,  osculateur  d'une  courbe  gauche  L  dont  j 
est  l'arc,  p  et  T  les  rayons  de  courbure,  ou  a  les  for- 
mules 


Cela  posé,  soit  (cosa,  cosÂ,  cosc)  une  direction  Gxe, 
et  0  l'angle  que  les  génératrices  du  cône,  qui  projette 
de  Po  la  courbe  L,  font  avec  cette  direction.  Nousauroas 

(ar»— a:]cosaH-(_yt,— ^)cos6-(-(3o-î)cose=  fcosO, 

/représentant  la  portion  de  génératrice  du  cône  com- 
prise  entre  le  sommet  et  le  point  {xyz)  de  la  courbe. 
En  dérivant,  on  obtient 


^  étant  l'angle  de  la  direction  fixe  avec  les  tangentes 
deL. 
Or  on  a 

et  par  conséquent 


if  étant  l'angle  sous  lequel  la  courbe  L  coupe  les  généra- 
trices du  cône. 

En  substituant  dans  (i)  cette  valeur,  on  Irouvc  la 
formule 
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d'où  il  suit  ce  qu'on  voulait;  car,  de  l'hypothèse  que  9 
et  ^  soient  constants,  il  ne  résulte  pas  que  0  aussi  doit 
être  constant. 

Il  en  résulte  en  outre  que  la  coodilion 

cosç  =  cosO  cos^'        (6  const.) 

est  caractéristique  pour  les  lignes  placées  sur  le  cône  de 
révolution  :  ce  qu'on  peut  aussi  démontrer  géométri- 
quement. 

II. 

(A).  Nous  allons  trouver  une  propriété  caractéris- 
tique des  loxodromies  du  cône.  Partons  pour  cela  de  la 
formule 


où  les  quantités  qui  y  figurent  ont  la  même  srgni6ca- 
tîon  que  plus  haut.  En  dérivant  et  en  posant  dans  celle 
dérivée  /costj'  à  la  place  de  A,  on  trouve 

as  p  ' 

Si  if  est  constant,  il  en  résulte 

B  =  psin*i{', 
c'est-à-dire  que  : 

Le  long  d'une  loxodromie  du  cône,  la  distance  du 
plan  rectifiant  au  sommet  est  proportionnelle  au  rayon 
de  première  courbure.  Le  coejficient  de  proportion- 
nalité est  une  quantité  comprise  entre  zéro  et  l'unité- 

Au  moyeu  de  cette  propriété,  on  pourrait,  d'une 
manière  très  simple,  écrire  l'équation  intrinsèque  des 
loxodromies  du  cône,  et  en   déduire  les  équations  de 
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4'Iiélîce  cylindro-coniquc  en  y  ajoutani  la  conduion 

^  =cot<p        (ç  const.}. 

(B).  Pour  arriïer  à  la  rechervlie  de  la  propriété  des 
géodésiques  du  côae,  étudions  les  courbes  pour  lesquelles 
la  distance  des  Ungentes  à  un  point  fixe  est  constante. 

On  aura  donc 

B>+  C>^  const. 

En  dérivant,  on  trouve  les  conditions 


Le  premier  cas  correspond  aux  lignes  sphcriqucs,  ce 
qui  ne  donne  rien  de  nouveau,  de  même  que  le  second, 
où  il  s'agit  d'une  droite.  Le  dernier  cas  correspond  aux 
géodésiques  du  cane  ('). 

Il  s'ensuit  que  : 

Hormis  les  lignes  sphériques,  il  n'y  a,  parmi  les 
courbes  à  double  courbure,  que  les  géodésiques  du  cône 
qui  jouissent  de  la  propriété  que  leurs  tangentes  soien  l 
à  la  même  distance  d'un  point  fixe  (sommet  du  cône). 

On  peut  aussi  énoncer  ce  résultat  sous  cette  forme  ; 
Les  podaires  des  géodésiques  du  cône  sont  des  lignes 
spkériques. 

Ces  théorèmes  subsistent  même  dans  l'espace  à  n  di- 
mensions. 

(')   Voir  mu.  JVote  sur  les  géodésiques  du  cône  {ce  Journal,  i8i|S). 
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[Pla] 
ËTUDE  D'UN  SYSTÈME  DB  DEUX  MIROIRS  SPHÉlUdDES; 

P*B  M.  LEFEBVRE. 

I.  —  Réflexioh  par  vu  mihoir  sphébiqve. 

Soit  un  miroir  sphérique  de  foyer  F,  de  dislance  fo- 
caley;  une  droite  O  perpendiculaire  à  l'axe  principal  xjr 
en  B;  I  son  image  perpendiculaire  à  l'axe  en  B'.  Noos 
admettrons  que 

(I)  fb.fF=/*, 

^^  O        FB 

L'image  I  est  droite,  si  elle  est,  par  rapport  à  F,  du 
côté  du  sommet;  renversée  si  elle  est,  par  rapport  à  F, 
du  côti  du  centre  de  courbure  du  miroir. 

11  résulte  de  (i)  que  les  poiuls  B  de  l'axe  et  leurs  con- 
jugués B'  forment  une  învoluûon  ayant  l'axe  pour  base, 
le  foyer  F  pour  point  central  et  /'  pour  puissance.  Nous 
l'appellerons  involution  relative  au  miroir  m. 

Sur  un  rayon  vecteur  Fud)',  prenons  dcus  points  w 


«}Bet  ti>'B'  seront  deux  droites  anlî parallèles  par  rapport 
à  l'angle  F. 
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Règle  I.  ■—-  Par  suite,  pour  construire  le  conjugué  B' 
de  B,  mener  la  circonférence  passant  parB,  u  eltù'\  elle 
coupe  l'axe  en  B'. 

En  particulier,  si  l''b>  ^^  f,  <a  et  u' coïncident  ;  la  cir- 
conférence à  mener  sérail  Ja  circonférence  passant  par  B 
et  tangente  en  tu  à  F(i>. 

D'après  (i)et  (2),  on  voit  que 

(3)  +.UJL-£E-,/!E. 

Considérons  une  circonférence  quelconque  passant 
par  deux  points  homologues  réels  ou  imaginaires  C,  C 
de  l'involutïon  relative  au  miroir  m. 

BB',  ce  et  O  étant  deux  couples  de  points  homo- 
logues et  le  point  central  d'une  iuvolution 

FF       Wg.Wc 


Par  suite,  en  appelant  u(B)  la  puissance  de  B  par  rap- 
port à  la  circonférence  C(t>  u'C't 


(4) 


~  o^y   ïûy'.BG 


La  circonférence  Ctuw'C  a  une  très  grande  indéter- 
mination ;  elle  n'est  assujettie  qu'à  passer  par  deux  points 
homolt^ues  de  l'involutioD  relative  au  miroir  m.  D'où 
ce  théorème  : 

Si  par  deux  points  homologues  quelconques  d'une 
involution,  on  mène  une  circonférence  quelconque,  le 
rapport  des  puissances  de  deux  points  conjugués  de 
l' involution  par  rapport  à  cette  circonférence  est  inva- 
riable. 
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Et  cette  règle  : 

Règle  II.  —  Le  rapport  de  l'image  à  i'ohjet  par  rap- 
port à  un  miroir  sphérique  est  égal  au  rapport  des  ra- 
cines carrées  des  puissances  de  leurs  pieds  sur  l'axe  par 
rapport  à  une  circonférence  coupaui  l'axe  en  deux  points 
homologues  de  l'inrolution  relative  au  miroir. 

E^  particulier,  tout  point  <i>  à  distance  y  de  F  peut 
Atre  regardé  comme  une  circonférence  évanouissante 
répondant  aux  conditions  ënoucées.  Donc  : 

Règle  m.  —  Étant  donne  un  point  u  à  distance/ 
de  F,  lo  rapport  de  l'image  à  l'objet  est  égal  au  rapport 
des  distances  des  pieds  sur  l'axe  au  point  u. 

II.  —  Réplexioii  far  deux  miroirs. 

Soient  F  et  *  les  foyers  des  miroirs  m  et  [t;  f  v:\.ii 
leurs  dislances  focales.  Soient  O  une  droite  objet  perpen- 
diculaire à  l'axe  en  B,  l'sou  image  par  rapport  à  m  per- 
pendiculaire à  l'axe  en  B',  1"  l'image  de  I'  par  rapport 
à  [Ji  perpendiculaire  h  l'axe  eu  B", 

Les  points  B  de  l'axe  et  leurs  conjugués  B' déterminent 
sur  l'axe  une  involuiîon,  l'involution  relative  au  mi- 
roir m.  De  même  les  points  B'  de  l'axe  et  leurs  con- 
jugués B"  par  rapport  à  ^  déterminent  sur  l'axe  une 
involulion  ayant  l'axe  pour  base,  le  fojer  pour  point 
central,  ^^  pour  puissance;  nous  l'appellerons  Yinvo- 
lution  relative  au  miroir  y.. 

11  eu  résulte  que  les  points  B  et  B"  déterminent  deux 
divisions  homographiques  ayant  l'axe  pour  base  com- 
mune; F  et  *  en  sont  des  poiats  homologues.  ÏVous  les 
appellerons  divisions  homographiques  relatives  à  deux 
réflexions. 

Soient  S  et  S  les  points  doubles  réels  ou  imagiiiaircii 
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de  CVS  deux  -divisions.  Par  S  et  S  menons  une  circonfé- 
rence SSu*  et  joignons  w'uF,  (u'u"*. 


Si  un  point  mobile  Ù  décrit  une  circonférence,  les 
droites  û<d,  Da)'  qui  joignent  ce  point  à  deux  points 
fixes  sur  la  circonférence  forment  deux  faisceaux 
homographiques.  Ces  Faisceaux  détermineront  ici  sur  xy 
deux  divisions  homographiques,  dont  S  et  £  seront  évi- 
demment Jes  points  doubles,  F  et  *  deux  points  corres- 
pondants. Ce  sont  donc  précisément  les  divisions  homo- 
graphiques relatives  à  deux  réflexions.  Nous  dirons 
que  la  circonférence  Suu"2  est  une  circonférence  po- 
laire du  système,  et  que  w  et  w"  sont  les  points  direc- 
teurs correspondants. 

Connaissant  ces  éléments,  il  sera  facile  de  construire 
le  conjugué  B'  de  B. 

D'autre  part,  S  et  S  sont  des  points  homologues  dans 
chacune  des  involutions  relatives  aux  miroirs  m  et  [j^. 
D'après  ce  qui  a  été  vu  [I,  équation  {4)]i  si  l'on 
appelle  n(6)  la  puissance  de  B  par  rapport  à  Siiiu'S  : 


^0 

et,  par  suite, 

-^ 

A(B') 

Si  l'objet  O 

vient  en  F, 

l'image  F  vieni  en  *  :  elle 
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est  droite  si  les  miroirs  sont  d'espèce  coutraire,  ren- 
versée s'ils  sont  de  même  espèce  (concaves  ou  convexes). 
Si  l'objet  se  déplace,  le  sens  de  l'image  ne  change  que 
quand  elle  passe  par  l'infini,  c'est-à-dire  quand  B'  passe 
en  *;  auti-ement  dit,  quand  B  QB" qui  «uit  égal  à  wu'w' 
prend  une  valeur  supplémentaire. 

En  résumé,  si  l'on  conualt  une  circonférence  polaire 
et  les  points  directeurs. 

Règle  JV.  —  Pour  construire  le  conjugué  B'  de  B, 
mener  Bdt  qui  rencontre  la  circonférence  polaire  en  Q, 
joindre  ûw"  :  cette  droite  coupe  l'axe  en  B".  Le  rapport 
de  l'image  à  l'objet  est  égal  au  rapport  des  racines 
carrées  des  puissances  de  6*  et  B  par  rapport  à  la  circon- 
férence polaire. 

Pour  deux  miroirs  de  même  espèce,  l'image  est  ren- 
versée si  DÛB"  et  <d(u'(i>  sont  égaux,  droite  si  ces  angles 
sont  supplémentaires.  C'est  l'inverse  pour  des  miroirs 
d'espèce  contraire. 

En  particulier,  si  les  points  doubles  S  et  S  des  divi- 
sions homographiques  relatives  à  deux  réflexions  sonl 
imaginaires,  on  sait  que  ces  divisions  peuvent  être  en- 
gendrées par  la  rotation  d'un  angle  constant  autour  de 
son  sommet.  Ce  sommet  peut  être  considéré  comme  une 
circonférence  évanouissante  passant  par  S  et  t..  Nous 
appellerons  ce  point  pôle  optique  du  système  \  l'aoglc 
constant,  angle  caractéristique.  Ceci  posé  : 

Règle  y.  ~~  Pour  obtenir  le  conjugué  B'  de  B,  il  suffit 
de  faire  tourner  Bci>  autour  de  <■>  de  l'angle  caractéris- 
tique; Bw  vient  alors  couper  l'axe  en  B".  Le  rapport  de 
l'image  à  l'objet  est  alors  égal  au  rapport  des  distances 
de  B*  et  de  B  au  pôle  o».  Le  sens  de  l'image  sera  défioi 
e  dans  le  cas  d'une  circonférence  polaire. 
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Un  point  lumineux  placé  en  S  (on  S)  a  son  conjugué 
après  une  réflexion  vn  S  (ou  S);  son  conjugué  après 
diiux  réflexions  coïncide  avec  lui.  S  ut  £  sont  donc  les 
points  de  Bravais  du  système  optique  i-elativemcnl  h 
deux  réRexions.  En  raison  de  leur  rôle,  nous  les  appel- 
lerons, dans  la  suite,  points  asjmptotiques  du  système. 

Si  l'objet  est  en  S  ou  £,  il  faut  cHerclier  directrineut 
le  rapport  des  images  à  l'objet.  D'après  (3),  si  l'objet 
est  en  S, 

o       y  ??,        r    ~v  *i 

et 

'  o       —\    FS  ■  *S 

Si  l'objet  est  en  S,  ou  a  de  même 

-p^  :  ^  est  le  rapport  auliariuouique  des  points  !■ ,  1*, 


"°"""     ©,=*•     ©ri- 

Étant  données  deux  divisions  komographiqueis  de 
même  hase,  le  rapport  anharmonique  de  deux  points 
correspondants  et  de  deux  points  doubles  est  constant. 

Ou  a  donc,  en  tenant  compte  de  (7)  et  reinar(|uatit 
(|ue  V  et  4>  sont  correspondants, 

BS  _!)■£_  F£.*I  _  ,, 
'9'  m'  B'S  ~  t'a  ■  *S  ""'^  ' 

relation  très  simple  entre  les  positions  île  B,  B",  S,  S. 

Ann.  de  Halhëniat..  3-scrie.l.  WllI.  {Novembre  1899.)     33 
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On  peut  remarquer  que  quand  S  et  S  sont  réels, 
'^^  i^st  esseulielleuient  positif,  ot  qu'on  peut  déuouimerS 
et  S,  (le  façon  (|ue  ({>*  soit  supérieur  à  i.  ■}*  ne  pourrait 
être  égal  à  i  que  si  F  et  ^  ou  S  et  S  coïnciil aient. 

III.  —  PAles  et  cihconférences  polaires. 

Le  faisceau  des  circonférences  polaires  d'un  svstèoïc 
de  miroirs  n'est  autre  que  le  faisceau  des  circonférences 
qui  coupent  orlHogon  aie  ment  les  circonférences  (F) 
et  (fl»)  décrites  de  F  et  *  comme  centres,  avecyei  j 
comme  rayons. 

Eu  elVet, 

FS.Fï  =/»,        *S.*ï  =o>. 

Les  circonférences  polaires  cuupaul  l'axe  en  des  points 
homologues  de  chacune  des  involutions  relatives  k  m 
et  à  y.,  on  peut  s'en  servir  pour  appliquer  la  règle  II 
(la  règle  III,  dans  le  cas  d'une  circonférence  évanouis- 

.,.,,1.). 

IV.  — Classification  des  systèmes  de  deux  mikoiks. 


Au  point  de  vue  de  l'éiuile  des  réflexions  multiples, 
on  pourra  classer  les  systèmes  de  deux  miroirs  d'après 
la  nature  des  divisions  homographiques  relatives  à  deux 
réflexions,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  d'après  le  mode 
d'intersection  des  circonférences  (F)  et  (*). 

Divisions  liomographiques  CirconfërenceE' 

avant  :  <F)  et  {*).  SjstrmM 

^  points  doubles  ini8(;inaires Sccantes.  Périodique' 

2  points  doubles  réels Non  sécante!:.  Apériodiquf 

2  points  doubles  confondus Tangentes.  Intermédiiin' 

1  point  double  à  l'infini Concentriques.  Homofocau^ 

Tous  le»  point?  donblcp Coiironilucs.  SiDJ:lllir^^. 
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A'ous  re|>rés(MiUTOiis  Jorénnvaiil  par  B„,  l„  l'iiiiagc 
api-^3  n  i-«tlexioiis  tlu  |M>inl  B„,  de  l'olijct  Ig  si  la  der- 
nière réiluxion  se  fail  sur  le  miroir  [a;  |)ar  It_„,  l_„  les 
images  après  n  réflexions  si  la  dernière  se  l'ait  sur  le 
miroir  m.  Cette  notation  est  rationnelle,  parce  <|ue  Bg 
est  évidemment  l'image  après  «  rêllexions  de  B_n,  in 
dernière  i-éflexioii  se  faisant  sur  le  miroir  u. 

V.  —  Systêmf.s  périodiques. 

Les  divisions  lioiiiograpliiques  relatives  n  deu\  ré- 
flexions ont  leurs  points  doubles  S,  S  imaginaires  :  le 
système  de  miroirs  a  ses  points  asymplotiques  S,  2  ima- 
ginaires. Les  cereles  (F)  et  (^)  su  conpent  en  denx 
points  réels  ;  ces  points  peuvent  èlre  regardés  comme  des 
ci rcouré renées  polaires  évanouissantes  :  le  système  a 
deux  |H>les  optiques  symétriques  par  rapport  a  l'axe. 

Soit  u  l'un  d'eux.  D'après  la  règle  V,  on  voit  immé- 
diatement que  : 

Pour  obtenir  Bj,,,  il  suffira  de  faire  tourner  BgU  au- 
tour de  01  de  n  fois  la  rotation  caractéristique  F(i>4»i  le 
point  d'intersection  avec  l'axe  sera  Bi„. 

Tour  obtenir  B^m,  il  sullira  d'cllêutuer  la  même  ro- 
tation en  sens  inverse. 

B,±,«  se  déduira  de  B,  comme  B±,„  de  B,. 

D'après  les  règles  III  et  f^  : 

Le  rapport  d'une  image  quelconque  l„  à  l'objet  1,  sera 
égal  an  rapport  des  distances  B„  et  Bg  au  pâle  bt. 
Fi  g.  3. 


Le  sens  des  images  se  déduira  aisément  du  cas  de  deux 
rll  îti  ons. 
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On  jieul  (lélîiiir  la  posilion  d'un  jKtint  Bg  sur  l'aie 
]Mir  l'angle  b^  donl  il  faut  faiie  tourner  tùz  (parallèle 
àyx}  pour  J'auiener  sur  «itif 

Soient  (■>  la  valeur  de  la  i-otation  caracU^ristiquc,  a 
l'angle  qui  définit  la  position  du  fo^r  4  sur  l'axe,  on  a 
évideDiinent 

(10)     6|  =  a  —  Aj,     bxn  =  t't-*-  11",    A|+tn=  I* —  i,+  «tu. 


VI.  —  Systèmes  apéiiiodiques. 

Les  divisions  lioinograjihiques  relatives  à  deux  r«- 
tlexîons  ont  leurs  points  doubles  réels,  distincts,  à  dii- 
lance  unie  :  ce  sont  les  points  asympLotiqucs  du  sys- 
tème. Les  CCI  clés  (F)  et  (*)  se  coupent  en  deuT  points 
imaginaires  :  jias  de  |>Ales  réels. 

BjA  se  déduira  aiséiueNl  de  B«  eu  répétant  n  fois  la 
construction  indiquée  h  la  règle  IV.  B_sm  s'en  déduira 
en  faisant  ces  constructions  e»  sens  inverse.  &i±ii,  se 
déduira  de  B,  comme  h±-,„  de  B,, 

D'après  les  règles  II  et  IV,  le  rapport  d'une  image 
quelconque Ia  à  l'objctlf  est  égal  au  rapport  des  racint» 
carrées  des  puissances  de  B„  et  R,  par  rapport  à  une 
circonférence  polaire.  Le  sens  se  déterminera  sans  difS- 
cullé. 

D'après  l'équation  (9),  on  a,  entre  B,  et  Bj,  Ja  lela- 
tion 

B,t  _    I    BaS 
B,S  ~  ^'  BoS' 

Par  suite, 

'"'     B„S"^\,^."^     BoS'  B„+„S~UV     BiS' 

D'ailleurs,  d'aptes  la  remarque  qui  termine  II,  ^'  est 
plus  grand  que  1 .  Il  en  résulte  que  deux  images  com- 
prennent les  deux  |»oinls  S  et  S  ou  u"en  comprennent 
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aucun.  D'auiie  part,  B^m  «t  B|^i„  leiidioiit  vers  li;  point 
asympto tique  S,  »i  la  dernière  réflexion  se  fait  sur  [x, 
(/j>-o);  vers  le  point  asymptotique  S,  si  la  dernière 
réflexion  se  Tait  sur  m,  (n<|o).  Pour  uu  objet  qui 
n'est  ni  en  S,  ni  en  S,  les  quatre  groupes  d'images 
tendent  en  posUion  vers  l'un  des  points  asymptotiques 
(selon  le  groupe),  eu  grandeur  vers  O. 

Pour  un  objet  place  en  S,  les  images  d'ordre  pair  se 
font  en  S,  les  images  d'ordre  impair  en  S.  D'après  les 
équations  (3)  et  (8) 

■    '  lo       -^  '  I,  V   FS*      ' 

les  images  tendent  vers  O  ou  croissent  indéiinimeut, 
'  selon  que  la  dei'nière  réflexion  se  fait  sur  m  ou  sur  p. 
{ii<^o  ou  M>o). 

Ce  serait  le  contraire  pour  un  objet  placé  en  S. 

VII. — Systèmes   înTEBMÉDiAitiES. 

Les  divisions  bomographiques  relatives  à  deux  ré- 
flexions ont  leurs  points  doubles  confondus  en  O.  Les 
cercles  (F)  et  (4>)  sont  tangents  en  ce  même  point.  Ce 
point  est  à  la  fois  point  asymplotique  et  pôle  optique. 
Toutes  les  circonférences  polaiies  sont  tangentes  à  l'axe 
en  ce  point. 

Ce  cas  se  présente  si  le  cciilrc  ou  le  sommet  du  pre- 
mier raii'oir  coïncident  avec  le  centre  sur  le  sommet  du 
second. 

La  construction  de  B„  se  fera  comme  dans  un  système 
apériodique.  Le  rapport  de  l'image  I„  à  l'objet  I«  est 
égal  au  rapport  des  distances  de  R„  et  Bg  au  pile  O 
(comme  dans  uu  système  périodi<(ue). 

ÊtaiU  données  deux  divisions  homographitfues  ayant 
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ieuis  points  iloiihtes  confondus,  la  diffèmnce  des  in- 
verses des  distances  au  /mini  double  est  constante  pour 
deux  points  correspondants. 

Donc 

ÔB,       0B„  ~  Ô*       ÔF 
Par  suite, 

[  ÔB,„+,  ~  ÔB,  ^"\Ô*       ÔF/ 

Pour  lin  objet  qui  n'esi  pas  placé  ou  O,  lus  quatre 
grou|>es  d'images  tendent  vers  le  point  asyntptotiqiie  0; 
en  même  temps  elles  déeroissent  indéllniment.  Pouruti 
objet  placé  en  O,  toutes  les  images  se  font  en  O  et  sont 
égales  à  l'objet;  elles  ne  seraient  toutes  de  même  sens 
que  dans  le  cas  (peu  intéressant)  de  deux  miroirs  se 
touchant  parleurs  somn\ets. 

VIII.  —  Systèmes  homofoci^x  et  singdliers- 
Dans  les  systèmes  homofocaux,  les  deux  divisions 
homograpbiques  relatives  à  deux  rëflexions  sont  sem- 
blables^ un  des  points  doubles  esl  rejeté  à  l'înfiiii, 
le  second  est  au  l'oser  comniuu  F.  Les  cîrconréreiicv^ 
(F)  et  (■!•)  sont  concentriques.  Il  n'y  a  plus  ni  pôle, 
ni  circonférence  polaire.  On  voit  iinmudiatenient  qui- 

"       rii.       \f/         m,        Ky) 

Soit  |J:le  miroir  de  plus  grande  distance  focali- (s >/  >■ 
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Les  images  suLlssaiil  la  doinîère  réflexion  sur  m  tun- 
ctent  vers  le  jioSiit  asymptolique  F  en  décroissant  indé- 
finiment (n  <;  o);  lus  images  subissant  Ia  dernière  ré- 
flexion sur  [1  s'éloignent  indéfiniment  en  grandissant 
indéfiniment  (n  >  o).  Ponr  un  objet  placé  en  F,  toutes 
les  images  se  font  en  F,  mais  dilTérent  de  grandeur;  les 
images  d'ofdre  impair  sont  infiniment  éloignées  et  infi- 
nimeni  grandes. 

Dans  les  systèmes  singuliers,  où  les  distances  focales 
sont  égales,  en  même  temps  que  les  foyei-s  coïncident, 
les  deux  divisions  homograpltiques  relatives  à  doux  re- 
flexions  sont  identiques,  tes  circonférences  (F)  cl  (*) 
coïncident.  Quel  que  soit  Bg,  B]„  coïncide  avec  B«, 
B|4.]„  avec  B, .  Ij  ne  peut  différer  que  par  le  sens  de  lo  ; 
de  même  I,  de  1,  (même  sens  si  les  miroirs  soûl  d'es- 
pèce contraire,  sens  contraire  s'ils  sont  de  même  es- 
pèce). ln+t|i  coïncide  en  tout  cas  avec  l«;  chaque  objet 
a  donc  au  plus  quatre  images  symétriques  deux  à  deux 
par  rapport  à  Taxe  ;  il  n'y  aurait  que  deux  images  dans 
le  cas  (peu  intéressant)  où  les  miroirs  sont  d'espèce 
contraire  (ils  se  toucheraient  par  leurs  sommets). 

iX.  NOMBKE    UES    IMAr.ES. 

En  général,  le  nombre  d'images  d'un  point  ou  d'un 
objet  perpendiculaire  à  l'axe,  données  par  un  système 
de  deux  miixiirs,  est  illimité.  Ce  nombre  peut  être 
limité,  s'il  se  produit  des  coïncidences  d'images. 

Si  un  sjstème  de  miroirs  possède  des  points  asym- 
ptoiiques,  le  nombre  des  images  d'un  point  de  l'axe  est 
illimité,  sauf  si  le  point  coïncide  avec  l'un  des  points 
".y  mplotiq  ues . 

Les  images   d'un  point  qui   difl'cre  des  points  asym- 
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ploliques  tendent  vcrsl'uu  de  ces  points:  elles  sonldouc 
en  nombre  illimité.  Les  images  d'un  poitit  asvnipto- 
tique  soni  l'un  des  points  asyinptoti(]ues  {voir  VI,  Vil, 
VII1)5  il  y  en  a  donc  deux  pour  les  systèmes  apério- 
di<jues  ut  hoinofoeauK,  une  pour  les  systèmes  iuteriné- 
diaii-es  (l'objet  étant  compté). 

Dans  un  système  singulier  (voir  VIII),  toutpoint  de 
l'axe  a  deux  images  (y  compris  l'objet)  :  elles  coïn- 
cident pour  les  centres  el  sommets. 

Dans  un  système  périodique,  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  qu'iin  point  de  l'axe  ait  un  nombre 
limité  d'images  est  que  l'angle  caractéristique  w  soit 
commensurable  avec  la  circonférence.  Si  cette  condi~ 
tion  est  satisfaite,  tout  point  de  l'axe  a  un  nombre 
limité  d'images. 

Si  le  nombre  d'images  est  limité,  ou  peut  trouver 
une  image  de  rang  pair  de  Bg  qui  coïncide  avec  B*  : 
soitB,„.  D'après  (lo) 

i,„  =  è,  ^-  nw. 

Si  Bj  et  Bîn  coïncident,  bi„  et  b^  diffèrent  d'un 
nombi-i:  eiiiier  de  demi-circonférences  :  doue  nu  est  uu 
nombre  entier  de  demî-circonlereHces  el  ti>  est  com- 
mensurable avec  la  circonférence. 

liiverseiiient,  si  <>>  est  commensurable  avec  la  circon- 
férence, on  peut  trouvera  tel  que  nu  soit  multiple  delà 
demi- circonférence,  mais  alors,  comme 

ôp+m  =  i>p  -t-nto, 

les  images  B^^gq  et  B^  coïncideront  :  il  y  aura  au   plus 
2  a  images  d'un  point  quelconque  de  l'axe  H,. 

Pour  qu'un   objet   perpendiculaire  à  l'axe  Ip  ail  un 
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nombre  limilû  d'images,  il  est  nêcr.ssaiiti  que  son  pied 
sur  l'axe  B,  ait  un  nombre  limiié  d'images. 

Dans  les  systèmes  qui  admeticat  des  points  asj'mpto- 
tiques,  cela  ne  peut  se  produire  que  sï  B|  eu  est  l'un  de 
ces  points.  Mais  les  images  seront  en  nombre  illimité, 
car  elles  ont  toutes  des  grandeurs  difTérentes  (voir  VI, 
VII,  VIII)  dans  les  systèmes  apériodiques  et  honiofo- 
cauK.  Au  coiitiaire  (voir  VI[),  un  objet  placé  au  point 
asymptotîqne  unique  d'un  système  iuiermédiaire  a  deux 
images  distinctes  seulement,  symétriques  par  rapport 
à  l'axe  (l'objet  compté),  une  seule  si  les  miroirs  sont 
opposés  par  leurs  sommets. 

Dans  les  systèmes  singuliers,  tout  objet  a  au  plus 
t/tiatre  images  distinctes  {jy  compris  l' objet) ;  elles  peu- 
vent se  réduire  à  une  si  les  miroirs  sont  opposés  par 
leurs  sommets  et  l'objet  placé  en  ce  sommet  (voir  VlH). 

Dans  les  systèmes  périodiques,  oii  l'angle  caiacié- 
rislitjue  est  commensurable  avec  la  circonférence,  tout 
objet  a  un  nombre  limité  d'images. 

Cette  condition  est  nécessaire  pour  que  le  pied  de 
l'objet  ait  un  nombi-e  limité  d'images.  Si  elle  est  satis- 
faite, le  nombre  de  positions  dv.s  images  est  limité.  Mais 
si  deux  imagesont  même  position,  elles  sont  égales,  car 
le  rapport  de  leurs  grandeurs  (règle  V)  est  égal  au  rap- 
port des  distances  de  leurs  pieds  au  pôle;  elles  ne 
peuvent  différer  que  par  le  sens  (elles  ont  m£me  sens 
si  nu  est  un  multiple  delà  circonférence,  sens  contraire 
si  c'est  un  multiple  impair  de  la  demi-circonférence). 
En  tout  cas,  le  nombre  des  images  d'un  objet  est  au 
plus  double  de  celui  de  son  pied  ;  il  est  donc  limité. 

Si  l'on  résout  en  nombres  entiers  l'éiijuatiun 
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la  plus  pulUu  valuitr  de  n,  qui  soît  solution,  indique 
uiiL-  vak'ui'  niaxima  du  iiombro  d'images  d'un  poiul,  sn 
une  valcHi'  inaxima  du  nombre  d'imagos  d'un  objet.  Ce 
nombre  est  abaissé  si  des  images  de  (larité  difTérente 
coïncident. 

En  résumé,  le  nombre  d'images  est  limité  pour 
tout  ohjet  :  1°  dans  tes  systèmes  singuliers;  a"  dans  les 
systèmes  périodiques  où  l'angle  caractéristique  estcom- 
mensurable  avec  la  circonrérenee. 

X,  —  Effet  dk  n  Hf-.FLEXiOMs. 

2n4-  I  réflexions  se  faisant  alternativement  sur  deux 
niiroirs,  m  et  |ji,  peuvent  toujours  se  remplacer  par  uni! 
réflexion  unique  sur  un  miroir  convenablement  choisi. 

En  efTct,  un  point  H,  de  l'axe  et  son  image  B,h+i 
déterminent  sur  l'avi;  deux  divisions  lioniograpliiqucs. 
Dans  ces  divisions,  S  et  £  sont  des  points  corresfmn- 
dants,  que  l'on  regarde  S  comme  appartenant  à  l'une 
ou  à  l'autre;  donc  ces  divisions  sont  un  involution. 

Le  point  centrât  de  celle  involution  est  l'image  F^,, 
apràs  atj  réflexions  (la  première  sur  m)  du  foyer  F  du 
miroir  M.  Comme  F,  il  sera  extérieur  à  S2. 

On  pourra  alors  remplacer  les  an  +  i  réflexions  par 
une  réflexion  unique  sur  un  miroir  de  foyer  Fm,  par 
rapport  auquel  S  et  S  seraient  conjugués.  II  est  clair  que 
non  seulement  la  position,  mais  la  grandeur  et  le  sens 
de  l'image  seront  les  mêmes. 

Si  le  miroir  unique  est  sphérique,  son  centre  et  son 
sommet  coïncideront  avec  leurs  images  après  an  +  i  i^ 
flexions.  Des  objets  placés  en  ces  points  auraient,  l'un 
une  image  symétrique,  l'autre  une  image  identique. 

Si  le  miroir  unique  est  plan,  l'objet  coïncide  avec 
l'image  s'il  esi  dans  le  plan  ;  il  est  symétrique  de  l'image 
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par  rapport  au  ptaii;  pu  général  2n  réfluxious   pour- 
raient être  reinplacêcs  par  deux  réflexions. 

Conclusions. 

Nous  nous  soininc*  )>ro|>o<>é  d'étudier  les  rdilexioos 
multiples  qui  se  produisent  dans  un  systènio  de  deux 
mîrnirs  sphériques.  Ce  problème  corrcspoiul  au  pro- 
blème des  miroirs  plans  parallèles.  Le  cas  d'un  miroir 
spitérique  et  un  miroir  plan  se  di'duirait  de  suite  de 
DOtre  étude. 

Nous  avons  donné  une  classilication  des  s^slèmes  de 
miroirs  fondée  sur  l'iiomngrapliie,  et  montré  eominent 
l«.-s  iWoi-îes  de  l'involution  el  de  l'iiomograpliie  per- 
mi'ttent  de  construire  et  de  déterminer  les  éléments  des 
images. 

En&u  nous  avons  reelterelié  tes  conditions  pour  tjue 
le  noniltrc  des  images  d'un  point  ou  d'un  objet  soit 
limité. 

Les  syslènies  donnant  de  tout  objet,  aprêo  un  certain 
nombi-e  de  réflexions,  une  image  coïncidant  avec  l'objet, 
(juelle  (fue  soit  la  position  do  cet  objet,  seront  les  seuls 
donnant  de /Qut  objet  un  nombre  d'images  limité.  On 
peut  les  définir  ainsi  : 

Pour  qu'un  système  de  miroirs  donne  de  tout  objet 
un  nombre  limité  d'images,  il  faut  :  i"  que  l'on  puisse 
construire  un  triangle  ayant  pour  c6tés  les  deux  dis- 
tances focales  et  la  distance  des  foyers  (ce  triangle  ne 
se  réduisant  pas  à  l'axe);  a"  que  l'angle  de  ce  triangle, 
opposé  à  la  distance  des  foyers,  suit  commensurablc  avec 
la  circonférence. 
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Étant  données  deux  divisions  honwffraphiguer  de  mi 
baie,  le  rapport  anharmonique  de  deux  points  eori 
pondantsMi,  M,  et  des  deux  points  doubles  E,  P  est  e 


M,E     M,E       ^ 

M7F  =  m;f  =  •'■ 

Soient  Mi,  M„   ....  M^^-i  les  points  c 
1,  ...,  M„ 

M,+,E_M,E        .. 

M„+,F  ■  M,F 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pou 

que  Ma+i  coïncide 

rec  M,  (sans  être  en  E  ou  F)  est  qje  K 

oit  une  racine  n'— 

e  l'unité.  \a  coïncidence  aura  alors  lieu  quel  que  soil  M,. 

Cela   ne  peut   arriver   que   si   tes   divisions  sont   identiques 

(K  =  i)  ou  en  involulion  (K  =  —  i);  ou  si,  ayant  leurs  points 
doubles  imaginaires,  elles  peuvent  être  engendrées  par  des 
faisceaux  homographiques  de  même  centre,  dont  les  rayons 
correspondants  font  un  angle  constant  égal  au  n'"™  d'un  mul- 
tiple entier  de  180°. 

Deux  divisions  homographiques  répondant  à  ces  conditions 
peuvent  être  considérées  comme  généralisation  de  deux  divi- 
sions en  involulion.  La  transformation  involuiive  répétée  deux 
fois  reproduit  la  ligure  primitive;  la  transformation  homogra- 
phique  considérée,  répétée  n.  fois,  la  reproduit  de  même. 

La  division  formée  par  les  n  points  consécutifs  correspon- 
dants M,,  M,,  ...,  M,,  lorsque  K  est  une  racine  n'*— de  l'unité, 
peut  de  même  être  regardée  comme  généralisation  de  la  divi- 
sion harmonique.  Quatre  de  ces  points  ont  pour  rapport 
anharmonique  l'une  des  racines  n'"""  de  l'unité,  dans  les  mêmes 
conditions  ob  les  quatre  points  d'une  division  harmonique  ont 
pour  rapport  anharmonique  — i. 

La  considération  de  ces  généralisations  de  l'involution  et  de 
la  division  harmonique  semhlerait  indiquée  dans  les  questions 
OÙ  l'on  a  à  considérer  des  angles  commensurables  avec  la  cir- 
conférence   ou   des  lignes  polygonales  qui  se   ferment.    Un 

Un  angle  inserit  à  une  conique  et  circonscrit  à  une  deuxième 
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conique,  biUngente  à  la  première,  déiermine  sur  une  tangente 
à  Ifl  deuxième  deux  divisions  homographiquea  ayant  pour 
points  doubles  les  points  d'intersection  avec  Iës  tangentes 
communes  et  dans  lesquelles  le  point  decontact  de  la  deuxième 
rouique  correspond  à  l'un  et  l'autre  des  points  d'intersection 
de  la  première.  Donc  :  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  l'on  puisse  inscrire  et  circonscrire  aux  deux  coniques 
un  même  polygone  de  n  cAtès  est  que  ces  deux  divisions  ho- 
mographiques  soient  des  divisions  généralisant  des  divisions 
en  iavolution,  K  étant  une  racine  n''™*  primitive  de  l'unité.  Il 
y  aura  alors  une  infinité  de  polygones  de  n  cAtés  jouissant  de 
la  même  propriété.  Toute  tangente  à  la  conique  inscrite  sera 
divisée  par  les  côtés,  suivant  une  division  à  n  points  générali- 
sant la  division  harmonique;  des  droites  convenablement 
choisies  seraient  divisées  de  même  par  tes  diagonales. 


tCOU  CEHTIIUI  DES  ARTS  ET  XlHUrACTIIiES. 
COUCOUR»  DE  I8M  (UVXrtlIE  SESS[OI«). 


Géométrie  analytique. 

On  donne  un  système  d'axes  rectilignes  OX  et  OY. 

1°  Former  l'équation  générale  du  lieu  (A)  du  point  de  ren- 
contre des  polaires  d'un  point  M(ci,  P)  par  rapport  aux 
coniques  ^  =  o,  ^i  =  o,  lorsque  le  point  M  se  déplace  sur  une 
droite  (  D  )  mx  +  ny  -t-  p  =  o. 

Démontrer  que  les  polaires  d'un  point  de  (D)  par  rapport 
aux  coniques,  passant  par  les  quatre  points  d'intersection 
de_/=  o, /i  =  o,  pivotent  autour  d'un  point  de  4. 

a"  Démontrer  que,  quelle  que  soit  la  droite  (D),  le  lieu  A 
passe  par  les  centres  des  trois  systèmes  de  cordes  communes 
aux  conique5/  =  o,/,  =  o. 

Donner  l'équation  générale  des  coniques  qui  passent  par  les 
centres  des  trois  systèmes  de  cordes  communes  aux  coniques 
/  =  o./,-o. 

3*  Démontrer  que  le  lieu  &  se  réduit  à  deux  droites  si  la 
conique/i=o  est  bitangente  à  la  conique_/'=  o  suivant  une 
.  droite  A  =  «. 
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Démontrer  que  le  lieu  (A)  est  le  lieu  îles  centres  des  coniqut« 
circorgcrites  au  quadrilatère  des  points  d'ÎDlersection  de/  =  o 
el/i  =  0  si  la  droite  (D)  s'éloigne  à  l'infini. 

4°  Comme  application,    foimer  l'équation    de  la  conique  J 
con-ciipondant    au    cercle    (a;  —  r)'-i-(^  — <)'—/' 
l'ellipse   é'a;*-f-o'^' — a'é'  =  o;    puis   former  les  équation! 
des  droites   dont    se  compose  ta    conique  &  dans  le  cat  < 
le    cercle    serait    remplacé    par    une    conique     bi tangente 
A' a?'-*-  a*^' —  a>i'  =  o  suivant  la  droite  ux -t-  vy  -i-  tv  =  o- 

On  Uemande  de  représenter  par  ses  contours  apparents 
tore  circulaire  de  révolution  déitni  de  la  manière  s 


I/axe  (O'Z'OZ)  e>t  de  fr 
rizontal  : 

Distance 

Cote  du  centre  0 

Kluipnement  du  rentre  U. 
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Le  cercle  générateur  a  un  rajon  de  ^o'""  et  le  centre  <le 
ce  cercle  décrit  une  eirconférenre  dont  le  rayon  0'u>'  =  70'"", 

On  lai.ii^fra  trace  complète  des  constructions  faîtes  pour 
obtenir  un  point  courant  du  contour  apparent  horizontal. 

Cela  fait,  on  déierminera  l'intcrsectioD  du  tore  avec  le  cône 
engendré  par  la  révolution  de  la  droite  OZO'Z'  autour  de  la 
verticale  du  point  OO', 

On  représentera  le  tore  en  enlevant  de  ce  corps  la  portion 
contenue  dans  le  cAne  de  révolution  (dont  on  considérera  les 
deu\  nappes). 

Cadre  de  370"°'  sur  450"". 

Ligne  de  terre  XY  parallèle  aux  petits  côtés  du  cadre  cl 
à  iio""  du  côté  si>périeur. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 

Titre  intérieur  :  Tore  et  cône. 


Essai  chitiqce  sur  l'uvpothèsb  des  itohes  dids  la 
Science  coBTEMPOnAiHB,  par  M.  A.  ffannequin,  pro- 
r<:sseur  à  la  Farullë  des  Lettres  de  l'Universiië  de  Lyoïi. 
I  vol.  in-S"  de  la  Bibliolhètjue  de  Philosophie  contem- 
poraine. 3'  édition,  7'',5o  (Félix  Alcaii,  éditeur). 

On  peut  se  demander  encore  de  nos  jours  si  l'atomisme  est 
l'hypothèse  sur  laquelle  repose  la  Physique  tout  entière,  ou 
s'il  n'en  serait  pas  plutôt  le  résultat,  la  conclusion  la  plus  cer- 
taine, certaine  de  la  certitude  des  autres  conclusions;  on  ne 
peut  plus  douter,  en  tout  cas,  qu'il  ne  soit  l'eupression  la  plus 
haute  et  comme  l'arae  de  notre  Science  de  la  nature. 

Les  théories  contemporaines  sont  sur  ce  point  d'accord  avec 
l'histoire  :  elles  consacrent  la  prépondérance,  dans  le  domaine 
scientifique,  de  l'hypothcse  atoniistique. 

M.  Hannequin  s'est  proposé,  en  partant  des  principes  pre- 
miers de  la  connaissance  mathématique  et  en  étudiant  la  con- 
stitution et  les  progrès  principaux  des  Sciences  physiques  et 
chimiques,  d'établir  à  la  fois  la  nécessité  de  l'atomisme  et  se» 
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tntradiction» ;  puis  il  demande  à  la  Mitapkytiqut 


SftLUTIOKS  DK  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Quattion  1790. 

A  quelle!  conditions  peut-on  trouver  lur  une  çuadrii/uf 
un  point  P,  tel  que  tout  cône  ayant  pour  sommet  ce  point 
et  pour  bâte  une  section  par  un  plan  quelconque  paraltèU 
à  une  droite  donnée,  toit  capable  d'un  trièdre  trirec- 
tangle  inscrit  ?  Ces  conditiont  étant  supposées  remplies, 
combien  jr  a-t~il  de  points  P?  <R.  Gilbert.) 

SOLUTION 
Par  M.  E,  Gkntt, 

La  condition  est  évidemoient  que  la  quadrîque  donoéi!  soit 
un  tiyperboloïde  équilatère,  puisque  Je  plan  sécaut  peut 
s'éloigner  à  l'inSni.  Si  cette  condition  est  remplie,  on  vérifir 
sans  peine  qu'il  j  a  deux  points  P  satisfaisaDt  a  la  question  : 
ce  sont  les  points  de  contact  des  plans  tangents  â  l'ellipsoïde 
perpendiculaires  à  la  droite  donnée. 


«UBSTIONS. 


1830.  Soient  A  un  point  d'une  conique  dont  l'un  des  ta-jtn 
est  le  point  F,  T  le  point  de  rencontre  de  la  tangente  m 
point  A  avec  l'axe;  au  point  A  sur  AF  et  au  point  T  sur  AT, 
on  élève  des  perpendiculaires  qui  se  coupent  au  point  S.  La 
droite  PS  rencontre  la  normale  en  A  au  centre  de  cDurbore 
de  la  conique  en  ce  point.  (C.  Sbrvais.) 
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ATIS  AUX  CANMDATS  A  L'AGRÉGATION 
•BS  SCUNCBS  MATflÉMATIQliES. 


La  Rédaclion  des  Nouvelles  Annales  publiera  dans  le 
numéro  de  janvier  1900  le  Tableau  des  principales  for- 
mules de  la  Théorie  élémentaire  des  fonctions  ellip- 
tiques, telle  qu'elle  figureau  programme  de  l'Agrégation. 
Ce  Tableau  sera  vendu  par  la  Librairie  Gauihicr-Villars, 
et  les  candidats  seront  autorisés  à  s'en  servir  pour  les 
compositions  écrites. 


[H8] 

SUR  U  THÉORrB  ISS  ÉQUATIONS  LUVÉAIRBS 

AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 

DU   PREMIER  ORDRE   D'UNE   SEULE  FONCTION; 

Par  m.  N.  SALTYKOW. 


1.  Le  point  capital  de  la  théorie  des  équations  en 
question  consiste  à  réduire  leur  intégration  aux  équa- 
tions aux  dilTérenti elles  ordinaires  ou  totales.  On  en 
i^onnatt  deux  méthodes  fondées  sur  les  idées  d'illustres 
géomètres,  Lagrange  et  Jacobi.  Toutefois  les  recherches 
qui  vont  suivre  semblent  avoir  un  intérêt  au  point  de  vue 
didactique. 

Considérons  l'équation  différentielle 

(1)  p\  ■+■  X,  p,  +  X,/»,  +  . .  .-H  X,^i/i„  =  X, 

où  X|,  Xï,  .  . .,  X  sont  des  fonctions  des  variables  iu- 
Antt.  de  UaCAemal,,  3' série,  t.  XVIII,  (Dikcmbrc  iSgg.)       3^ 
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dépendantes  .r,,  x--^,  .  .  .,  x,,  et  du  leur  fonction  iii' 
Gonaue  2,  les  pt  désignaut  les  dérivées  partielles  t— ■ 
Supposons  que  la  relation 


définit  une  solution  de  l'équation  (i),  C  étant  une  a 
stante  arbitraire.  Il  vient 


et,  par  suite,  l'égalité 

dx,  <)Xi  art  "^a  >>I- 

est  identiquetaent  vérifiée. 

Inversement,  la  relation  (3}  fournît  une  iut^rale  de 
l'équation  (1),  si/,  considérée  comme  fonciion  des  v»- 
riables  indépendantes  x,,Xi,  . . .,  Xq,  3,  vérifie  l'équi- 
tion  (3).  En  elfet,  comme  ou  a 

^  _  _  ^  „, 


l'identité  (3)  devient 

La  dérivée  J-  ne  s'annulant  pas,  par  hypothèse,  notre 
assertion  devient  donc  évidente. 

Jacobi  a  démontré  {')  que  l'ét/uation  (3)  admet  n in- 


{')  DHucidationei  de  œf/uationum  differentialium  vulgariuif 
syilematit  earunigue  connej:ione  eum  wquationibus  differtnlia- 
tibui  partialibia  linearibui  primi  ordinii  (Geiammeile  Wtrkt. 
Bd,  IV,  S.  i'i7.  n'5). 
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lègrales  distinctes,  st  elle  en  n  une.  Par  conséqueni. 
]'é<juatîon  (3)  étant  inlégrable  ('),  il  existe  n  équations 

(4)  /,(x„a:„...,a7„^)  =  C,,  (=1,7 H, 

donnant  n  solutions  distinctes  de  l'*k[uation  (i),  et  il  en 
résulte  des  identités 

(i,      |^^x,|i+...-.xf -o.      ,■  =  ,,, „, 

C,  étant  des  constantes  arbitraires. 

2.  Cela  posé,  supposons  l'équation  (3)  intégrable.  Le 
problème  que  nous  nous  proposons  de  résoudre,  c'est 
Ak  former  un  système  d'équations  différentielles  ordi- 
naires dont  V  intégrale  générale  soit  définie  par  le 
système  (((}, 

II  est  à  remarquer,  en  premier  lieu,  que  le  détermi- 
nant  fonctionnel 

'  \   37,,  J^ ,3  / 

ne  s'annule  pas,  les  fi  étant  encore  distinctes,  consi- 
dérées comme  fonctions  des  JTa,  X3,  ...,x„,  z  seulement. 
Car  s'il  existait  une  relation 

on  en  tirerait,  en  vertu  des  identités{5), 


cl  les  fonctions  ff  ne  seraient  plus  distinctes,  contraire- 
ment Â  notre  hjipothèse.  Il  s'ensuit  que  les  équations  (4) 


('}   Par  le  mot  intégrable,  nous  comprenons 
iidmet  une  jncfgralc. 
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sont  résolubles  par  rapport  aux  a:,,  x,,  . .  -,  x„,  z.  Nous 
sommes  donc  en  état  d'imagiaer  un  système 

(„        ^=2„       ^-.î, |l=z, 

dont  les  intégrales  sont  représentas  par  les  équa- 
tions (4).  Mais  les  dérivas  totales  de  ces  dernières  par 
rapport  à  arj  ëUnt  vérifiées,  en  vertu  du  système  (7  ),  on 
aies  identités 

^  +  ^Z,-H^Z,-^...+  ^Z  =  o, 


donnant  les  valeurs  Z, ,  Zj,  . . . ,  Z  en  fonctions  des  /i. 
Toutefois  il  est  aisé  d'obtenir  les  mêmes  valeurs  en  fonc- 
tions des  X,,  Xi,  . . .  car  il  suffit  de  recoiuir  aux  iden- 
tités (5)  pour  en  avoir  de  nouvelles  : 

.^(^■-''•>-S(^--''-'--*f(^-'')=«' 


Le  déterminant  (6)  ne  s'annolant  pas,  on  a 

z,  =  x„      z,  =  x,,      ...,      z  =  x, 

et  le  système  (7)  devient 

(8,         j!=x„       ^=.X ^=X. 

Inversement,  chaque  intégrale  du  dernier  système 
/(afi,^,,...,«,,*)  =  C 

fournit  une  solution  de  l'équation  (t),  car  la  fonction  / 
satisfait  à  la  relation  (3). 

Par  conséquent,  l'équation  (3)estintégrable  en  même 
temps  que  le  système  (8). 


i 
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Or,  considérons  le  domaine  où  X,,  X^,  . . .  sont  des 
fonclioDS  liotoinorphea  de  toutes  les  variables  x  et  z.  Il 
est  bien  connu  (]ue,  dans  ce  domaine,  les  étjuations  (8) 
admettent  n  intégrales  distinctes  de  forme  (4),  les  fonc- 
tions fi  j  étant  holomorphes. 

Donc,  pour  le  même  domaine,  l'équation  (i)  admet 
n  solutions  distinctes  gui  s'obtiennent  eh  intégrant  le 
système  (8). 

EnBn,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  est  repré- 
sentée par  la  formule 

(9)  n(/„/. /,)  =  o, 

n  étant  une  fonction  arbitraire.  Cette  dernière  int^rale 
jouit  de  la  propriété  bien  connue  de  contenir  toutes  les 
solutions  de  l'équation  (i)  pour  le  domaine  où  ses  coef- 
licients  restent  holomorphes.  Si  la  fonction  X  est  nullti, 
l'équation  (i)  admet  unn  intégrale  évidente 


La  formule  (9)  peut  être  mise  alors  sons  la  forme 

^  =  n(/„/„. ..,/„-,). 

f,,/i,  . .  •,fn-.\  présentant  n  —  i  intégrales  de  l'équa- 
tion considérée  distinctes  de  z.  C'est  ainsi  que  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (3)  est 

/-n(/.,/..  ■-.,/-)■ 

Nous  avons  toujours  supposé  dans  les  recliercbes  pré- 
cédentes que  les  équations  (4)  contiennent  explicitement 
la  variable  z.  Les  considérations  complémentaires  sont 
donc  nécessaires  dans  le  cas  conlraire.  Ce  fait  se  pré- 
sente, par  exemple,  quand  les  fonctions  X,,  X],  ...  ne 
contiennent  plus  z.  Or  Jacobi  a  démontré  dans  sou  Mé- 
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moire  cité  plus  haut  ('  )  que  le  problème  étudié  revieDt 
dans  ce  cas  de  même  k  intégrer  le  système  (8). 

3.  Passons  à  présent  aux  équations  simulunées 

les  coefficients  X  étant  des  fonctions  des  variables  x  H 
z.  On  n'en  étudie  ordinairement  que  les  intégrales  ad- 
mettant les  dérivées  partielles  de  deuv  premiers  ordres 
continues.  Nous  le  ferons  de  même  et  nous  supposeroni 
de  plus  que  le  système  (lo)  est  jacobien  ('),  en  y  com- 
prenant que  ses  intégrales  ne  satisfont  qu'aux  équa- 
tions (lo).  11  est  donc  nécessaire  que  les  égalités 

1  X*-{Xï)-XHXi)  =  o, 
II.)  X*(X*)-X"(X4)  =  o, 

(  f  =  i,a,  .,.,  n  — m 

wïcnt  vérifiées  pour  toutes  les  valeurs  distinctes  dos 
indices  A,  ft  de  i  A  m,  en  représentant  symboliquement 
par  X*  l'opération 


■  ''■  [  Vx'"     ^      I  X  — . 


Cela  posé,  soit  la  valeur  de  z,  tirée  de  l'équatiou 

(12)  /(a^i.a^i, -...aTB.aJ^C, 

une  intégrale  du  système  (lo),  C  étant  une  constante  a 


(')  Gesammelte  Werke.  Bd  IV,  p.  176,  n-  6- 
('}  On  nomme  ordinairement  jacobiena  les  syalëmes  hainagèDï« 
seulement. 
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bitrairc.  On  en  conclut  que  les  relations 
(i3)  X*(/)  =  o,        *  =  ,,î m 

sont  identiquement  vérifiées. 

Inversement,  l'égalité  (12)  fournit  une  solution  du 
système  (10),  si  la  fonction /satisfait  aux  équations  (i  3). 
En  effet,  comme  la  dérivée  ~  ne  s'annule  pas,  notre 
assertion  est  nne  conséquence  immédiate  des  identités 

*  =  i,2 m. 

i.  Ou  démontre  aisémeni  que  les  conditions  (1 1)  sont 
noD  seulement  nécessaires,  mais  aussi  suffisantes  pour 
que  les  équaLÎons  (10)  soient  intégiables,  car  te  sj's- 
tème  1^1  i)  possède,  étant  de  même  jacobien,  n  —  m+  1 
intégrales  distinctes  et  holomorphes  dans  le  domaine 
où  les  Jonctions  X  le  sont  aussi.  Il  existe,  par  consé- 
quent, n  —  m  +  1  équations  distinctes 

\/i(x„x ,=e„,t)  =  Ci, 


(i4) 


/i  étant  des  fonctions  holomorphes,  satisfaisant  iden- 
tiquement aux  relations 

(,5)  làxt        JU     *dT„+r  Oa  ' 

{  k=t,2,...,m, 
d'étant  des  constantes  arbitraires.  De  plus,  on  a 

Les  équations  (i'j)sont  donc  résolubles  par  rapport 
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aux  variables  a^m+i  >  Xm+i,  •  ■  • ,  ^n,  ^,  «L  il  est  aisé  d'en 
tirer  ces  dernières  valeurs  en  fonctions  des  variables  io- 
dépeudantes  Xf ,  x^,  . . . ,  Xm  et  de  n  —  m  +  i  constante) 
arbitraires. 

Mous  sommes  à  présent  en  état  d'aborder  le  problème 
Fondamental  de  former  un  système  d'équations  aux 
différentielles  totales 


dont  les  intégrales  soient  les  équations  (i4)-  Pour  ob- 
tenir les  valeurs  des  fonctions  Z,  nous  avons  à  remarquer 
que  les  diflerenti elles  totales  des  équations  (14)  donnent, 
en  vertu  du  système  (17},  les  identités 


|(£-ï; 


V^7,^'M: 


~  7.k  \  dxk  = 


car  il  est  impossible  d'éliminer  les  constantes  Ci  entre 
les  équations  (i4).  Or  les,  variables  X|,  Xj,  ...,Xm  étant 
indépendantes,  ou  a  identiquement 


l'indice  k  prenant  toutes  les  valeurs  de  1  à  m.  En  y  ji>i- 
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gnant  les  identités  (i5),  il  vient 


L'iDégalîté  (i6)  a^ant  lieu,  nous  avoDS 

Zi  =  Xî,        Zt  =  X*. 
Le  système  (17)  devient  donc 

(.8)  (  « 


Inversement,  on  tire  de  chaque  intégrale  du  dernier 
système  une  solution  du  (10)'^*,  les  identités  (i5)  étant 
satisfaites,  et  les  n  —  m  +  1  intégrales  distinctes  des 
équations  (18)  en  définissent  les  solutions  requises  du 
système  (10). 

Enfin  la  formule 

D(/.-/. A-«*,)  =  o, 

n  désignant  une  fonction  arbitraire,  représente  une  in- 
tégrale générale  du  système  (10).  Cette  dernière  jouît  de 
la  propriété  remarquable  de  contenir  toutes  les  solutions 
des  équations  (lo)  pour  le  domaine  où  leurs  coefficients 
sont  holomorphes,  comme  je  l'aï  démontré  dans  un  cas 
bien  plus  général  dans  mon  Travail  :  Étude  sur  les  in- 
tégrales d'un  sj-stème  d'équations  différentielles  aux 
dérivées  partielles  de  plusieurs  fonctions  inconnues  (  '  ). 


(')  Journal  de  M.  Jordan,  p.  4^3; 
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Si  les  fondions  X^  étaient  nulles,  les  équations  (  i  o)  éUni 

homogènes,  l'une  de  leurs  solutions  est  évidemment 

a  =  const. 

C'est-à-dire  l'intégrale  générale  correspondante  peut 

être  représentée  par  la  formule 

^  =  n(/,. /„...,/„-„). 

5.  Les  considérations  citées  ne  sont  permises  que  si 
les  fonetionsy,'  dépendent  de  z,  selon  l'hypothèse  intro- 
duite. Par  suite,  il  est  indispensable  d'étudier  le  cas, 
oii  les  éfjualions  (t8)  admettent  des  intégrales  indépen- 
dantes de  z, 

*  =  i,2,...,/,  l<n~m+i. 
Les  dernières  équations  sont  toujours  résolubles  pai 
rapporta  /variables quelconques  parmi Xn+i < ^m+ii  ■■- 
x„  que  nous  nommerons  Xa^., ,  Xjn^i,  . . . ,  x^^j.  En  in- 
troduisant yi,^!,  . . .,// comme  nouvelles  variables  in- 
dépendantes au  lieu  de  ces  deruières,  les  équations  (lo: 
deviennent 


les  parenthèses  désignant  le  résuliat  de  la  transfor- 
mation efTectuée,  et  forment  un  système  jacobien.  Les 
équations  aux  differeniïellcs  totales  correspondantes  sont 
présentées  par  les  n  —  m  —  l  +  i  équations  que  l'on 
obtient  de  n  —  m  —  /  +  '  dernières  du  système  {i8), 
en  y  éliminant  les  variables  Xn^t,  .. .,  x„i^.  Soit  leur 
intégrale  générale  donnée  par  les  équations 
//+.y(a:,,ar„  . . .,  ar„,i„+,+,,  ...,a:„,  s,/„/„  ...,/,)=  C,t/, 
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Il  est  évident  que  l'iutégrate  gëiiërale  du  syslème  exa- 
miné aux  dérivées  partielles  est  une  fonction  arbitraire 
de  toutes  les  m — m -J- i  fonctions  y",  exprimées  ea  x 
et  z.  Par  conséquent,  le  problème  d'intégration  du  sys- 
tème (lo)  revient  Loujoursà  intégrer  les  équations  (18). 


[FShf] 

SUR  LR  iOliVEMSNT  D'UN  SOLIBK  PISANT 

AUTOUR  D'UN  POINT  FIXE 

(APPLICATION  DBS  rO?(CTIONS  ELLIPTIQUES}; 

Par  m.  E.  LACOUR, 
Proresse a r- adjoint  A  l'Université  de  Nancj-. 


i.  Définition  des  paramètres  i3L,^,f,  h.  — Ayant  en 
vue  de  développer  un  exercice  sur  les  fonctions  ellip- 
tiques à  propos  du  mouvement  de  la  toupie,  tel  qu'il  est 
étudié  dans  le  Livre  de  MM.  Klein  et  Sonimerfeld(77ico- 
rie  des  Kreiseh,  Leipzig,  Teubaer,  1897),  expliquons 
d'abord  comment  il  est  utile  de  substituer  aux  angles 
d'Euler  i/,  cp  et  8,  quatre  quantités  complexes  a,  ^,  -^1  ^ 
satisfaisant  à  la  condition 

Soient  : 

Oxty,  z^  le  système  d'axes  iixes; 
Oxyz  le  système  mobile; 

•]i,  (p  et  0  les  angles  d'Euler  qui  définissent  à  chaque  in- 
stant la  position  du  système  mobile. 

Supposons  écrites  les  formules  de  transformation  de 
coordonnées  permettant  de  passer  du  système  tixe  au 
système  mobile,  les  coefficients  étant  exprimés  en  fonc- 
tion des  angles  <|«,  cp  et  0.  Ces  formules  se  simplifient 
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beaucoup  si  l'on  fail  le  changement  de  variables  défini 
par  les  égalités 


S  = 

x  +  iy. 

S,-     " 

+  ■>. 

i=- 

~x  +  iy, 

1],  =  — ar 

+  ^l 

!;  = 

—  «, 

t.  =  -'i 

on  trouve 

alors 

i 

=  .■!  +  pv 

+  "Pi:, 

(■) 

' 

-t'i+8.. 

f-^ïSt, 

t 

=  T,(+S8 

+  (.8  + 

Pt)î. 

eu 

posant 

Ce  sont  ces  quantités  a,  ^,  y,  S,  satisfaisant  k  ta  con- 
dition 

que  nous  nous  proposons  d'exprimer  en  fonction  du  temps 
dans  le  problème  de  la  loupie  et  qui  nous  conduiront  k 
des  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce. 
Mais,  avant  de  traiter  le  problème  de  Mécanique,  pour 
justifier  l'introduction  de  ces  éléments  a,  P,  fi  ^>  "'^'^^ 
allons  indiquer,  d'après  M.  Klein,  comment  la  transfor- 
mation dé&nie  parlesformuIes{i)  se  ramène  à  une  sub- 
stitution de  la  forme 


a,  ^,  Y,  S  étant  précisément  les  quantités  complexes  qoe 
nous  venons  de  définir. 

Pour  cela,  considérons  les  formules  (i)  comme  défi- 
nissant le  déplacement  du  irièdre  Oxjrs,  dont  l'origiDC 
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reste  fixe;  un  point  xyz  iavariabl émeut  lie  à  ce  trièdrc 
reste  sur  une  sphère  ayant  pour  centre  l'origine  et  pour 
rajon  la  distance  R  du  point  O  au  poiot  xyz.  L'équation 
de  cette  sphère,  en  coordonnées  Ç,  t],  Ç,  est 

Nous  déûnirons  la  position  du  point  \-t^  aur  la  sphère 
à  l'aide  de  deux  paramètres  X  et  X',  si  nous  posons 

XV       1       X  +  X'        ' 

et  ai  nous  déterminons  t  de  façon  que  l'on  ait 


'(^)*- 


Posons  de  même 

JU  -  5!  -        t.        _  , 

Ji,l;      1       >n-  x;       " 

„(i!=ii)-lR.. 

Les  formules  de  transformation  (i)  peuvent  alors 
s'écrire,  en  désignant  par  p  un  facteur  de  proportioa- 
nalité, 

pX.Xi  =  («X  +  p)CaX'+p), 
P={7X-i-3)(yX'+B), 
p(X,+  Xi)=C«X  +  p)CYX'+B)  +  (aX'+p)(YX  +  5); 

on  en  déduit 

.   . ,  _  aX  +  p  aX'+p 

*'   *~ïX-t-S  yX'+è' 

^    ^  j,^»X  +  p   ^   «X'+p^ 

'        '      yX  +  3       Y*"'-!-  ^ 

et  l'on  en  peut  facilement  conclure  que,  pour  obtenir  le 
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déplaccincnl  défini  parles  formules  (i),  il  suffit  d'effec- 
tuer, à  la  fois  sur  X  et  X',  les  suLsti  lu  lions 


définies  de  la  façon  la  plus  simple  par  nos  quatre  para- 
inëlres  a,  P,y,  S. 

2.  Mise  en  équations  du  problème  de  Mécanique. 
—  La  quesiion  de  Mécanique  Â  laquelle  se  raiiaclie 
l'exercice  indiqué  sur  les  fonctions  elliptiques,  est 
l'élude  du  mouvement  d'un  solide  pesant  autour  d'un 
point  fixe,  dans  le  cas  considéré  par  Lagrauge  et  par 
Poisson;  on  suppose  que  l'ellipsoïde  d'inertie  relatifau 
point  fixe  O  est  de  révolution  autour  d'un  axe  passant 
par  ce  point  et  que  le  centre  de  gravité  est  sur  l'axe. 

Prenons  pour  origine  le  point  de  suspension  O,  pour 
axes  liés  au  corps  l'axe  de  révolution  Oz  et  deux  axes 
perpendiculaires,  pour  axes  fixes  la  verlicale  ascen- 
dante 0~|  et  deux  axes  perpendiculaires  ('). 

On  démontre  que  les  angles  d'Euler  ^,  cp  et  0,  qui  dé- 
finissent la  position  des  axes  liés  au  corps  par  rapport 
aux  axes  fixes,  sont  donnés  en  fonction  du  temps  par  les 
formules  suivantes.  D'abord,  en  posant 


m'^ 


^)' =/(=). 


où  m,  n,  [X,  V  désignent  des  constantes  dont  la  première 
ni  est  positive,  de  sorte  qac /(z)  esl  un  poljnome  du 


(  '  )   Voir  Appell  cl  Lacour,  Principes  de  la  théorie  dei/oitctiom 
elliptiquet,  p.  96. 
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Lroisième  degré.  On  a  ensuite 


To  désignant  une  autre  constante. 

Inversion,  —  Pour  introduire  les  fonctions  ellip- 
tiques, on  fait  le  changement  de  variable  défini  par 
l'égalité 

a  =-  Mi  +  N, 

où  M   et  N  sont  des  constantes  choisies  de  façon  que 
l'équation  transformée  en  s  prenne  la  forme 


m- 


:4,»_^,ï 


et  l'on  construit  la  fonction  pu  aux  invariants  g^  et  g^. 

Comme /{s)  et,  par  suite,  4** — ^ — ^s  o"t  leurs 
racines  réelles,  on  esL  dans  le  cas  où  l'on  peut  prendre 
comme  périodes  primitives  une  quantité  réelle  i<d  et 
une  quantité  purement  imaginaire  2u'. 

On  peut  alors  exprimer  z  en  fonction  uniforme  du 
temps  t  par  la  formule 

le  temps  étant  compté  à  partir  d'une  valeur  pour  la- 
quelle z  est  égal  à  la  plus  petite  racine  de_/'(z). 

Pour  calculer  les  angles  •]«  et  cp,  nous  nous  limiterons 
au  cas  (;i  =  ;-g)  où  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  point 
de  suspension  du  solide  pesant  est  une  sphère  [<).  Alors, 
en  introduisant  deux  arguments  elliptiques  a  clb  définis 

(')  Voir  une  Note  de  M.  Darboux  à  la  fin  du  Traité  de  Méca- 
aique  de  Uespethous,  t.  II,  p.  517. 
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p> 

les  égalités 

Mpo  +  N-i,       Mp6 

'■■'■  =  'T>       ■>■' 

on 

obtient  successivement 

.rf+           p'b 

du      pu-pb      J 

.,■'''           »•■*        , 

du       pu—pb 

Dans  les  expressions  de  a,  ^,  Yt  S  en  fonction  des 
angles  d'Euler,  les  angles '{<  et  f  n'interviennent  que  par 
leur  somme  ou  leur  différence.  Mous  sommes  donc  con- 
duits à  ces  deux  combinaisons  des  équations  précédentes  : 

(d-B  d^\  _      p'b 

du  du}      pu  —  pb 

./d-D  d^\^       p'a 

\lii  du)       pu—pa 

Calcul  des  paramètres  a,  p,  y»  5.  —  Nous  avons  ob- 
tenu pour  les  paramètres  a,  ^,  Yi  ^  ^^^  expressions  qui 
peuvent  s'écrire,  en  se  rappelant  que  s  =  cosO, 

.=  ^/Hi/^),   ,.,^/ïEï,<*^), 

Prenonsles  dérivées  logarithmiques  des  deux  membres 
de  chacune  de  ces  égalités,  remplaçons  2,-^  •\-  ^> 
-^  —  T^  par  leurs  valeurs,  il  vient 


r.C-s'J^r^nr^^'      iirA^if 


;  p«-pi'      3;v'"sf'-;  p„_p„' 

rf  , ,  ,        I  p'u-Hp'o  «^  ,1       N,         i  p'«  —  p'6 


bvGoogIc 


(  519) 

On  voit  qu'on  passe  de  a  à  ^,  y,  S  en  changeant  res- 
pectivement A  en  —  a,  a,  —  6  :  il  nous  suffira  de  dé- 
tailler pour  t  les  calculs  d'intégration. 

La  décomposition  en  éléments  simples  de  la  fonction 
à  intégrer  est  donnée  ici  par  la  formule  d'addition  pour 
la  fonction  !^ii  :  à  l'aide  de  cette  formule,  on  trouve 

L0K«  ^J[!,(u  -  b)  -nu^Kà]  du, 

Loga  =  Logii'(u  —  b)  —  Log'3'u  +  uÇè  +  LogAi, 

/t,  désignant  une  constante,  puis 
On  trouve  de  même 

j. „„-.=.  ïiiti^. 

Y  —  AjCt" '-, 


/(],  /i),  /ij  désignant  d<;  nouvelles  constantes. 

Au  lieu  des  fonctions  i^  el  !^  de  Weierstrass,  il  peut 
être  commode,  pour  les  calculs  numériques  par  exemple, 
d'introduire  les  fonctions  H  et  Z  de  Jacobi  reliées  aux 
précédentes  par  les  formules 

H'(o) 
Ann.  de  Mathémal.,  3'strie,  t.  XVIII.  (  Di-ecmbre  iSyy.)      3j 


b,  Google 


(  55o 

trouve 

aJors 

■  - 

„    .„.II(u-t) 
<=■•■"       H(„, 

(1  = 

Ce-' 

H(«) 

r  = 

C,e"ï 

11{U) 

s  = 

c- 

„  Il(«  +  4) 

HU) 


Ci,  Cg,  Cj,  Ct  désignant  de  nouvelles  constantes. 

Ces  constantes  se  déterminent  en  fonction  des  don- 
nées initiales  en  faisant  f  =:  o  dans  les  formules  procè- 
de ntcs. 

Enfin  rappelons  que  H(u)  représente  la  série 

„,       ,  l/—     .      TT't  t/— :      .      Suit  i, — r;      ,       5jt(l 

H(u)  =  av'îsin  —  —  ay'y'sin  — —  +  ay'y"sin -^-^|^ ..., 

3.  Calcul  des  constantes  elliptiques.  —  Proposons- 
nous  maintenant  d'exprimer  directement  en  fonclioii 
des  données  ii,  v,  ;o  et  des  racines  de  /(z)  (qui  peuvent 
être  calculées  dès  que  l'on  connaît  les  valeurs  de  (ji,  v, 
ro)  d'une  part,  les  deux  périodes  aw,  aw'  d'autre  part, 
les  arguments  elliptiques  a  et  B. 

On  sait  que  les  trois  racines  du  polynôme  /(z)  consi- 
déré en  commençant  sont  toutes  les  trois  réelles  et  que, 
si  l'on  désigne  par  z,,  Zj,  z^  ces  racines  rangées  par 
ordre  de  grandeur  décroissante,  les  nombres 


sont  aussi  rangés  par  ordre  de  grandei 
changement  de  variable 
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et  la  valeur  trouvée  pour  M  (M  =  -  j  est  positive.  Cela 
posé,  on  voit  de  suite  que  l'on  a 

/•'•  ds  _  /•■'      dx 

Dans  ces  formules,  les  intégrales  sont  prises  suivant 
.  des  chemins  rcctilignes;  de  plus,  dans  la  première,  le 
radical  qui  est  réel  est  pris  avec  le  signe  +;  dans  la  se- 
conde, le  signe  du  radical,  qui  est  purement  imaginaire, 
est  choisi  de  façon  que  ■=  \lf{z')  soît  |>  o. 

Nous  allons  de  même  représenter  a  et  &  par  des  inté- 
grales définies,  mats,  pour  pouvoir  préciser,  nous  de- 
vons connaître  les  signes  de  -:  p'a  et  ■:  p'b.  Pour  cette 
discussion,  nous  nous  limitons  au  cas  où  l'on  a 


Cela  posé,  puisque  pb  est  réel  et  -^p'b  positif,  b  est 
purement  imaginaire;  on  peut  prendre  b  de  façon  que 


En  remarquant  que,  quand  s  varie  de  Zj  â  —  i,  u  varie 
de  (1)'  à  £,  et  j  de  d  à  pb,  on  trauve  sans  peine  que 
l'on  a 

.'„    /'(■■-/;i«-f.     J,.     t'As) 
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l'iiitégi-alc  étaut  prise  le  long  d'un  cliemîa  rectiligne  et 
les  signes  des  radicaux  étant  définis  par  les  inégalités 

J  /4«^-f.«-«-.  >o,       j  //(T)  >  «. 

On  trouve,  en  raisounant  d'une  façon  analogue, 

_     _    ,_    r'" df r*    di 

""J,,     ^ ______ -^^^^  ^^_, 

les  intégrales  étant  encore  prises  suivant  des  chemins 
rtxtiligncs  et  les  signes  des  radicaux  déterminés  par  les 
conditions 

Remarque.  —  Les  formules  précédentes,  qui  se  prê- 
tent facilement  aux  applications  nuinériijues  et  qui 
montrent  d'une  façon  simple  comment  les  résultats  se 
relient  aux  données  de  la  question,  se  trouvent,  à  un 
changement  de  notation  près,  dans  le  Livre  déjà  cité 
(T/teorie  des Kreisets,  p.  4ao).  MM.  Klein  et  Sommer- 
fcldy  parvieuncntpar  une  autre  voie:  les  intégrales  ellip- 
tiques qui  donnent  a,  ^,  •<{,  S  en  foucliou  de  z  sont  élu- 
dié<>s  à  l'aide  de  la  surface  de  Riemanu  qui  correspond  à 
<i//{s)  et  de  la  représentation  conforme  de  cette  surface 
sur  le  plan  de  la  variable  t  ;  on  reconnaît  ainsi  que  a.,  ^, 
Y,  S  sont  des  fonctions  uniformes,  doublement  pério- 
diques de  seconde  espèce  de  la  variable  t\  on  détermine 
leurs  périodes,  leurs  multiplicateurs,  leurs  zéros  et  leurs 
iniinis,  et  l'on  peut  alors  obtenir  immédiatement  leur 
expression  sous  la  forme  d'un  quotient  de  fonctions  II 
multiplié  par  une  exponentielle  à  exposant  linéaire. 

La  méthode  suivie  dans  cette  Note  consiste  à  intro- 
duire de  suite  les  fonctions  elliptiques  correspondant  à 
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'intégrale 


'=// 


et  à  décomposer  eii  éléments  simples  les  fondions  à  in- 
tégrer, après  avoir  mis  les  constantes  sous  la  f'ornie  con- 
venable; l'intégration  est  alors  immédiate. 

Les  deux  méthodes  conduisent  aux  mêmes  formules 
définitives  et  aux  mêmes  calculs  numériques. 


SUR  LE  PROBLÈME  D'A\AL¥SS  UMÏ  A  L'A6Rfi(iATI0\ 
EN  1899; 

P*B  M.  V.  JAMET  (1). 

1.  Ce  problème  consistait  dans  l'étude  des  intégrales 
communes  aux  deux  équations  : 

(p~.T){z-e)-(:r-a)(pT  +  <iy-^i)  =  o, 
(?-r)(=  — c)-(j-  b)(^p:r  +  qy  —  -iS)  =  o, 
où  l'on  désigne,  comme  d'habitude,  par  z  une  fonction 
des  deux  variables  a:,^  par  /;,  </  ses  dérivées  partielles, 
et  (lù  l'on  fait,  successivement,  les  deux  bypotlièses  sui- 
vantes :  i"  a,  b,  c  désignent  trois  constantes  données; 
2°  a,  h,  c  sont  trois  fonctions  d'un  même  paramètre  "k, 
de  telle  sorte  que  si  X  varie  d'une  matiici-e  continue, 
le  point,  qui  a  pour  coordonnées  a,  b,  c,  décrit  une 
courbe  C. 

Ces  équations  sont  évidemment  la  traduction  du  pro- 
blème suivant  : 

Trouver  une  surface  telle  que  si,  en  un  quelconque, 
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A,  de  ses  points,  on  lui  mène  un  plan  tangent  M,  et 
qu'on  Joigne  te  point  A  au  pôle  B  du  plan  M  par  rap- 
port au  paraholoîde,  dont  l'équation  est 


ta  droite  A^  passe  sans  cesse  par  le  point  abc  ;  de  sorte 
que,  dans  la  première  tiypothèse,  elle  tourne  autour 
d'un  point  fixe  et  que,  dans  la  deuxième,  elle  ren- 
contre sans  cesse  une  courue  donnée. 

En  effet,  silepuiat  Aapour  coordoiiuëvs  x,y,  z  el  si 
p,  q  désignent  les  dérivées  parlielles,  par  rapport  à  x  et 
j',  du  la  foiictiou  z  définie  par  l'équation  de  la  surface 
cliercliée,  les  coordonnées  du  point  B  seront 


et  la  droile  qui  joindra  le  point  {a,  £,  c)  au  poini  A  s* 
représentée  par  les  équations 


X,  V,  X.  étant  les  coordonnées  courantes. 

Pour  que  le  point  B  soit  sur  cette  droite,  ii  faudra 
qu'on  ait  coDstaniiuent 


et  ces  équations  sont  équivalentes  aux  équations  (i)- 

Je  me  propose  de  généraliser  le  problème  en  rempla- 
çant le  paralioluïde  qui  figure  dans  l'énoncé  précédent 
par  une  quadrique  quelconque. 

2.  Suit  f(j.-, y,  z ,  t)^=  o  l'éfjuatiou de  celte  quadrique 
en  coordonnées  liomogènes  :  nous  i-emplacerons  aussi 
les  coordouiiées  cariésîenncd  du  point  a,  b,  c,  par  des 
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coordotinées  homogènes  a,  b,  c,  d,  de  sorte  que,  si  les 
(Xiordou liées  cartcsit^nnes  du  point  A  sont  X,  y,  z,  le 
plan  tangent  eu  ce  point  à  la  suiface  cherchée  sera  re- 
présente par  l'équation 

OÙ  p,  q  ont  ta  signification  habitueile,  X,  Y,  Z  désignant 
les  cooi-dounées  courantes;  mais  les  coordonnées  homo- 
gènes du  )>oint  B  devant  être  égales,  par  exemple,  à 

cette  même  écjuatîoa  doit  être  identique  à  la  suivante  : 

où  l'ou  a  fait  t=i  I.  Nous  désignarons  désormais  les  dé- 
rivées dts  /(x,y,  z,t)  qui  figurent  dans  cette  équation 
par  /j,  f'y,  fj,  f',\  les  dérivées  de  fi^a,  b,  c,d)  par  /^, 

/;,  /;,/;• 

Eu  Ideiiliiiant  ces  deux  dernières  équations,  nous 
trouverous 

l'élimination  de  ]*  et  de  v  eiilie  ces  trois  dernières  équa- 
tions donne  les  deux  équations  de  condition  suivantes  : 

i/j  /;         p        I 

l/J     /(■      -(pr-l-qj'~S)  i 

I  n  /.'  1         I 

l/.i  /;  ..1/.,,--.  7,i~-)l 
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i  à  chercher  les  intégrales  communes  â 
ces  deux  équations,  dans  les  deux  hypothèses  énoncées 
au  début,  concernant  le  point  (a,  b,  c,  d). 

3.  Examinons  d'abord  le  cas  où  a,  b,  c,  d  sont  des 
constantes  ;  désignons  par  H  la  quadrique  donnée,  par 
S  le  point  dont  les  coordonnées  homogènes  sont  a,  b, 
c,  dy  par  P  son  plan  polaire  par  rapport  à  H,  et  consi- 
dérons une  quadrique  S  tangente  à  H  en  tous  les  points 
communs  à  H  et  à  P.  En  uu  point  A  pris  sur  S,  menons 
le  plan  langent  à  cette  surface,  et  soit  M  ce  plan.  Les 
deux  plans  M  et  P  se  coupent  suivant  une  droite  D  ayant 
même  polaire  réciproque  par  rapport  aux  deux  qua- 
driques  HetS.  En  eiret,  la  polaire  réciproque  de  D,  soit 
par  rapport  à  H,  soit  par  rapport  à  2,  doit  passer  par  le 
point  S  et  par  le  pôle  C  de  la  droite  D,  par  rapport  à  la 
conique  de  contact  des  deux  surfaces  H  et  £.  D'ailleurs 
cette  polaire  réciproque  passe  évidemment  par  le  point  A 
et  aussi  par  le  pôle  du  plan  M,  par  rapport  à  la  qua- 
drique H,  car  le  plan  M  contient  la  droite  D. 

A.  Donc  toute  surface  £  est  une  des  surfaces  que  nous 
cherchons.  L'équation  générale  de  ces  surfaces  est 

k  désignant  un  paraïuèLre  arbitraire.  Maïs  les  équa- 
tions (a)  ont  été  établies  en  supposant  '  ^  i  ;  faisons 
donc  ici  /  =  I  et  proposons-nous  de  démontrer  que  toute 
intégrale  commune  auxé')uaLions(a)est  déSnie  par  une 
équation  de  la  forme  (3).  A  cet  effet,  écrivons  les  équa- 
tions (a)  sous  la  forme 

qu'on  trouve  aisément  en  transformant  les  déterminants 
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qui  Ggureut  dans  les  équations  (2).  Observons  ensuite 
que  chacun  des  rapports  écrits  dans  ces  dernières  pro- 
portions doit  être  égal  au  rapport  suîvaut  : 

-=^f.-yfy-^n-r. 
~rr,~yn~>n-fà 

o'i  bien 


eu  vertu  d'une  propriété  des  proportions  bien  connue. 
Donc  les  équations  (4)  et,  par  conséquent,  les  équa- 
tious  (3)  sont  équivalentes  à  celles-ci  : 


(5) 


fk+PA     n^in     ^fk+yA  +  >f.+f.i 


qui  sont,  elks-inéuies,  équivalentes  à 


{=^A+yn+  ^fc+jk)  -J^~y--^--^ 


^^J{x,y,z,i) 


Soit  — — -—^ —  la  dérivée  de  la  fonction^  par  rapport 
àx,  calculée  e»  regardant  z  comme  une  fonction  des 
deux  variables  X  et  _j'i  soit  ^-  sa  dérivée  analogue  par 
rapporta^.  En  divisant  le  premier  membre  de  chacune 
des  équations  précédenles  par  — y(x,  _/,  s,  i)  et  en 
attribuant  aux  signes  -p>  -r-  le  sens  que  nous  venons  de 
préciser,  on  trouve 

■'"V      •f/^'.y.'.'i      ) 
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et  ces  deus  conditions  ne  sont  remplies  que  si  le  rapport 

est  constant.  Désignant  ce  rapport  constant  par  yj—ii, 
nous  trouvons  que  toute  fonciion  2,  assujettie  à  vén6er 
les  équations  (2),  est  déûuîe  par  une  équation  idcnûque 
à  l'équation  (3),  où  l'on  a  fait  f  =  i. 

5.  Passons  maintenant  à  la  deuxième  hypothèse.  Sup- 
posant que  <j,  5,  c,  d  sont  des  fonctions  données  d'un 
paraoïèlre  X,  on  éliminera  ce  paramètre  entre  les  équa- 
tions (2);  on  obtiendra  de  la  sorte  une  équation  aux 
dérivées  partielles 

dont  l'intégrale  générale  doit  dépendre  d'une  functiuD 
arbitraire.  On  aura  donc  trouvé  celte  iiilêgrale  géué- 
ralc  si  l'on  sait  former  une  fonction  z  de  ^  et  dey  >êri- 
fiant  les  équations  (a),  ou  bien  les  équaûous  équivi- 
I  eu  tes 

pourvu  que  la  formation  de  cette  fouclioa  z  coniporti' 
l'etii|jIoi  d'une  fonction  arbitraire.  Or,  si  l'on  désigue 
par  h  une  fonction  arbitraire  de  \,  par  k  sa  dérivét, 
pari»',  i',c',(/' les  dérivées  de  a,  5,  C,  rf  par  rapport»  a, 
les  deux  équations  ci-dessus  seront  vérifiées  quand  od 
regardera  2  et  X  connue  deux  fonctions  de  x  et  de /. 
délinics  par  les  deux  équations  suivantes 
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En  ell'et,   en  diflertDtiaitt  la  première  <Ie  ces  équa- 
tions, successivement,  par  rapport  à  j;  et  par  rapport 
ày,  et,  en  tenant  compte  de  la  deuxième,  ou  trouve 


fà^pn    n  +  qn  *■ 

Mais,  en  vertu  delà  première  équation  (c),  ce  dernier 
l'apport  est  égal  à 

'/(''■  7,',') 

(le  sorte  <|ue  la  fonction  z  déGuie  par  les  équations  (6) 
vérifie  les  équations  (5). 

6.  La  deuxième  des  équations  (6)  a  été  obtenue  en 
égalant  entre  elles  les  dérivées  des  deux  membi-es  de  la 
pi'emière  par  rapport  à  \.  La  surface  intégrale  définie 
par  ces  deux  équations  est  donc  la  surface  enveloppe 
des  quadriques  délîuies  parla  première  des  équations  (6), 
où  l'on  regarde  X  comme  un  paramètre  arbitraire.  Cha- 
cune de  ces  quadriques  touche  la  surl'ace  enveloppe  sui- 
vant une  courbe  définie  par  les  équations  (6),  et  si  l'on 
eût  traité  l'équatiou 

P{^,  y. ^,p, <])  =  '> 

par  la  méthode  des  caraclëris tiques,  ce  sont  évidemment 
(le  telles  courbes  que  l'on  eût  trouvées  comme  caracté- 
ristiques. Je  dis  qu'une  telle  courbe  est  une  conique.  En 
efTet,  le  système  des  équations  (6)  est  équivalent  au  sys- 
tème formé  par  la  première  d'entre  elles,  jointe  h  la  sui- 
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I  m'fk+yn+'f.^fïi 


-*(»^/i+:>'/i+. /;.*/;.)-•. 


qu'on  obtient  en  divisant  membre  à  membre  les  é(]ua- 
tîons  (6),  et  en  cbassant  les  de'nominaleurs. 

Si  \  est  constante,  cette  dernière  équation  représente 
un  |)lan.  Donc,  sur  cbacune  des  surfaces  intégrales 
trouvées,  les  caractéristiques  sont  des  coniques.  Chacune 
d'elles  répond  à  une  valeur  de  \,  ou  »  une  position  du 
point  (a,  i,  c,  d')  sur  la  courbe  C  qu'il  décrit;  soïl  S  la 
position  qui  répond  à  une  valeur  donnée  de  ^,  P  le  plan 
polaire  du  point  S  par  rapport  à  la  quadrique  donnée. 
Quand  le  point  S  décrit  la  courbe  C,  le  plan  P  enve- 
loppe nue  certaine  développablc,  et,  à  chaque  position 
du  point  S  sur  C,  répond  une  génératrice  G  de  celle 
développablc.  D'après  l'équation  que  nous  venons  de 
trouver,  le  plan  de  la  caractéristique  passe  sans  cesse 
par  cette  génératrice. 

Soient  D,  E  les  deux  points  où  la  droite  G  coupe  ta 
quadrique  donnée,  et  par  suite  aussi  la  conique,  inter- 
section de  cette  quadrique  avec  le  plan  P.  En  uu  tel 
point,  ta  quadrique  représentée,  par  la  première  des 
équations  (6),  a  le  rnènie  plan  tangent  que  la  quadrique 
donnée,  et  chacun  de  ces  deux  plans  tangents  contieDdra 
la  tangente  à  la  caractéristique,  au  point  decoulacl cor- 
respondant. Si  donc  une  quadrique  T  contient  la  carac- 
téristique définie  par  les  équations  (6)  et  si,  en  chacun 
des  deux  points  D,  E,  son  plan  tangent  contient  une 
droite  tangente,  au  même  point,  à  la  quadrique  donnée, 
mais  non  tangente  à  lu  caractéristique,  la  quadrique 
donnée  et  la  quadrique  T  auront,  aux  deux  points  D,  E, 
les  mêmes  plans  tangents  et,  par  conséquent,  se  cou- 
peront suivant  deux  couibcs  planes.  A  la  fin   de  cr 
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Travail,  nous   aurons  l'occasion  d'appliquer  culte  re- 
marque. 

7.  Pour  le  moment,  supposons  qu'on  nous  donne  les 
fonctions  a,  &,  c,  ti,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  la 
courbe  C,  et  proposons- nous  de  déterminer  la  fonction  k 
de  telle  sorte  que  le  plan  de  la  caractéristique  de  la 
surface  intégrale  trouvée  passe  par  un  point  fixe.  Soient 
OL,  p,  '[,  S  les  coordonnées  homogènes  de  ce  point;  il 
suffit  évidemment,  en  vertu  de  l'équation  (^),  que  l'on 
ait 

ou  bien,  d'après  une  propriété  des  formes  quadratiques, 
ou  bien  encore 


ou  enfin,  en  désignant  par  m  une  constante. 

On  observera  que,  pour  une  même  valeur  de  ).,  c'est- 
à-dire  pour  une  même  position  du  point  S  sur  la  courbe 
C,  le  plan  de  la  caractéristique  est  toujours  le  même 
quel  que  suit  m.  Donc,  sur  toutes  tes  surfaces  intégrales 
dont  les  caractéristiques  sont  dans  des  plans  passant 
par  un  point  donné,  les  caractéristiques  répondant  à 
une  même  position  du  point  S  sont  dans  un  même  plan. 
En  se  reportant  à  la  première  des  équations  (6),  on  voit 
que  toutes  ces  caractéristiques  sont  les  intersections  de 
ce  plan  avec  les  quadriqucs  circonserites  à  la  quadrique 
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donnée,  suivant  la  courbe  d'iniersection  de  celle-ci  avec 
le  plan  polaire  du  point  S.  Toutes  ces  coniques  carac- 
téristiques ont  deux  points  communs,  savoir  les  deux 
points  que  nous  avons  appelés  D,  E  (n°  6);  en  ces  deux 
points,  elles  ont  les  mêmes  tangentes,  savoir  les  inter- 
sections de  leur  plan  avec  les  plans  tangents  en  D,  E  à 
la  quadrique  donnée. 

8.  Revenons  au  cas  général.  Menons,  en  tous  les 
points  d'une  même  caractéristique,  des  plans  tangents  â 
la  surface  intégrale  qui  la  contient;  ils  sont  aussi  tan- 
gents à  une  surface  du  second  degré,  dont  l'équation 
sera,  par  exemple,  la  première  des  équations  (6);  et 
comme  la  caractérisiique  est  une  section  plane  de  cette 
quadrique,  lous  ces  plans  tangents  envelopperont  un 
cône  circonscrîi  à  la  quadrique  tout  le  long  de  cette 
caractéristique.  Le  sommet  de  ce  cône  sera,  par  rapport 
à  la  quadrique,  le  pôle  du  plan  représenté  par  l'équa- 
tion (7).  Soient  S,  Ti,  Ç,  8  les  coordonnées  homogènes 
de  ce  point.  Si  l'on  forme  l'équation  du  jilan  polaire 
de  ce  point  et  qu'on  l'identifie  avec  l'équation  (7),  on 
trouve,  pour  déterminer  £,  tj,  ^,  8,  les  équations  sui- 
vantes : 


-A/,;. 

-'"/; 

_'./,'(£/;  + 

-'•/; 

_  i./;i(!/.'+ 

-'■/.■ 

Ces  équations  vont  nous  permettre  de  rechercher  à 
quelle  condition  toute  caractéristique  d'une  des  surfaces 
intégrales  se  compose  de  deux  droites. 
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Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  est  nécessaire  et  suffisant 
que  le  point  S,  ri,  Ç,  6,  pèle  du  plan  de  la  caractéristique, 
se  trouve  dans  ce  plan.  Cette  dernière  condition  est,  en 
elTet,  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  plan  de  la  ca- 
ractéristique soit  sans  cesse  tangent  à  la  surface  (6)  et, 
par  conséquent,  pour  que  la  caractéristique  se  décom- 
pose en  deux  droites. 

Or  on  reconnaît  aisément  que  chacun  des  rapports 
entrant  dans  les  proportions  ci-dessus  doit  être  égal  à 

j    -"'{"A  +  f'A-^ >:/',  + '^ A)  t 

c'est-à-dire  à 

,  .  ,       WiA,  b,  c,  d)  -  Art]  fg/;-.-  ,;/^  +  !:/;+  H//,) 

D'autre  part,  ces  rapports  sont  égaux  au  suivant  : 

k\a-f;,^0-fi+c'f;+df:,)--^kf(a',b',e',d:) 
Mais,  si  le  point  (Ç,y],Ç,  6)   est  dans  le  plan  de  la 
caractéristique,  c'est-à-dîre  si  l'on  a 

A'{î/â-H  v*+ !:/■+ o/rf)  =  *(i/:+ 1/;-+-  ï/;+  e/i-)- 

Ce  dernier  rapport  sera  égal  à 

^     '        A-'(a'/'^-  b- n-^  c- /',+ d  fi)  -ikf(a\  b\  c;  d) 

En  comparant  entre  eux  les  deux  rapports  (A)  et  (B), 
on  trouve  la  condition 

if{a.b.c,d)-k* 
■j-i-fia,  b,  c,  d)  -  A-{^'/-  4-  b'/i  ■+■  c-/-+d'/y, 

_       ^(i-n+b-fi+c-f',+d/i)  ^~  kk' 

-  k'i„-/i^b'/i,-+-<:'/;+d/i)-^/./{a'.b;c:tr)' 
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équivaluntti  à  celle-ci 


kU- 

f.-^dfA-kf 

ou  encore  à 

Regardons  cette  dernière  équation  comme  une  équa- 
tion difTérentielle  où  la  fonctioD  inconnue  est  A' et  où  les 
fonctions  a,  h,  c,  d  sont  données.  Nous  pourrons  l'in- 
tégrer en  posant 


(8)  ,/4/(a,6,c,'i)-*'  =  acos<i.v/(a,i,c,d) 

et,  par  conséquent, 


(9)  k  =  ■x^iJ{a,b,c,d)%^^^^, 

En  effet,  si  l'on  fait 

le  premier  membre  de  l'équation  à  intégrer  sera  ég«l  î 
et  se  réduira,  en  vertu  des  formules  (8)  et  (9),  à 
On  trouvera  donc 

A">,''.'.'')(§)'+Ii>xi'/(«,«,o,rf)l'-/(»',y,c',rf), 

.  _  r\  //('•■  y. e'.  J ) - 1 Di/(»,  t. c.  J)P  ^ 
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1  bitin 


./,   "         Vfi.i.t.r.^,'  '        ■ 


On  en  conrli.n 


<""( 


"■>.Jla,b,c.d) 


9.  Parmi  lus  diverses  dcteriiiiuatioii»  qu'on  peut  as- 
signer à  la  foiictiou  k,  notons,  ei»  passant^  cnlle  (|ui  ré- 
sulte de  l'i'quatioH 

k-'=\f(a,b,c,d). 

LV(jualiun  (jéiicj-ale  des  quadritjucs  <'nvelo|>pécs  par 
une  des  surfaces  inlégrales  chtrcliées  lepréseule  alors  les 
surfaces  coniques  circonscrites  à  la  quadrique  donnée, 
et  dunl  les  sommets  sont  les  points  de  la  eourlie  don- 
née C.  La  surface  intégrale  correspondante  sera  tangente 
A  la  quadrique  donnée,  suivant  une  courbe  F,  inter- 
section de  la  quadrique  donnée  avec  la  surface  dévelop- 
|>al>le,  dont  les  plans  tangents  sont  les  plans  polaires 
des  poîuis  de  la  courbe  C  par  rappoil  ù  la  quadrique 
donnée.  Sur  chaque  génératrice  G  de  celle  développable 
et  sur  la  courbe  F,  se  trouveront  deux  points  D,  E,  ap- 
partenant à  l'une  des  suifaces  coniques  qui  nous  oc- 
cu[>eut  actuellemeSit.  Tout  cela  résulte  des  développe- 
ments qui  terminent  le  n"  6,  et  s'étend  aiséineut  aux 
surfaces  trouvées  dans  le  cas  général. 

10,  L'équation  des  surfaces  coniques  définies  ci- 
dessus,  savoir 

Ann.de  W«f/.e-ii,</.,  :i- série,  t.  XVIII.  (W.cmbre  .K.ki,)    30 
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va  nous  permettre  de  trouver  IVquntioii  du  i-ûiil-  ayaiii 
pour  sommet  un  point  (a,  A,c,  (/)(le  laoourbuCct  pour 
base  la  courbe  définie  par  les  Àjualtons  (6),  c'esl-à-din; 
une  caractéristique  d'une  des  surfaces  intégrales  trou- 
vées, savoir  celle  (pli  répood  à  )a  position  (a,b,  c,  il) 
du  point  S. 

INous  recberclierons  ensuite  s'il  y  a,  sur  re  uône,  des 
coniques  qu'on  puisse  considérer,  chacune,  comme  la 
caractéristique  d'une  autre  surface  intégrale,  ces  diverses 
surfaces  répondant  à  d'autres  déterminations  de  la  fonc- 
tion k. 

Observons  d'abord  que  l'équation  générale  des  sur- 
faces coniqiles  du  second  degré,  tangenles  au  c6ne  repré- 
senté par  l'équation  ci-dessus,  suivant  les  génératrices 
passant  par  les  points  que  nous  avons  appelés  D,  E,  sera, 
en  désignant  par  (o  un  paramètre  arbitraire. 


1                 -,/(".»,«,■;>(»/,;■ 

F.ii  <HU't,  L-i 

égal 

JUl    , 

léro  le  fact 

■Air  entre  cr 

Kbels 

ôciit  sur  la  lie 

uxici 

,eli. 

ne  de  celte  < 

quation,  on 

troir- 

v.;rait  l'é<jual 
SI),  SE.  Jl  ,« 

ond 

u  plan  passant  par  les  deux  ( 
maintenant  »  eboisir  ia  de  telle 

roi  le» 

que,  sur  t-rllt 

sur 

oce. 

se  trome  la 

-ourbe  détin 

e  par 

les  équaliniis 

{(il. 

Mais 

,  pour  abrég 

!r  l'éeriture, 

poscrnii. 
nous  nbscrrri 

uns  ( 

uel' 

h,  r.  .1)  -  A  : 

idcmi 


lu  dérivée  de  A  j>ai'  lapporl  à  À.  et  uous  la  dés 
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^nei'uiis  par  A'.  iSoiix  poserons  aussi 

^/:.'  -  rA-  -^  =/;.+/,;. = («7; + */;  +  c/:  4^  ^y;  ), = ,  ^  P', 

et  nous  observerons  qite  P'  est  la  tlérivû»;  du  P  par  rap- 
port à  ^. 

Alors  les  équations  d'une  oaracléristi<]ue  seronl 

J  A'P  — *?-^o. 

L'é(]ualion  (lo)  deviendra 

P'— lA/Cr.^.^,  i)  +  u>(A'P  — 2AP')t=^  o, 

et,  pour  que  la  surface  représeiitéu  par  cclt<'  dernière 
équation  ninfeiine  la  courbe  représoniéf  pai-  les  deux 
i^quaLÎons  qui  précèdent,  il  faut  qu'on  ait 

*i_4AH-(o(A'A-aAA')*=o: 

celle  dernière  eonditioii  résulte,  en  effet,  de  l'élimi- 
nation dey  et  de  P'  entre  les  trois  équations  ei-dessus. 
Voici  donc  l'équation  du  cane  a^ant  |>our  sommet  le 
point  (a,  J,  c,  (/)  et  pour  base  la  courbe  définie  par  les 
équations  (■  i)  : 

l'î—  i/(  j-,  j.a.  1)  _  (A'P  — ■!AP')' 

Â-^—~ix"        ~  (A'l—-/.\A--)i' 

li.  Considérons  uni:  autre  surface  intégrale,  par 
exemple  celle  qu'on  ol)tîent  en  remplaçant  la  fouctioti  /' 
pat-  une  autre  fonction  h  de  la  variable  '/..  Au  point  S, 
(a,  b,  c,  fi)  considéré  piécédeinment.  répond,  sur  celle 
surface,  «ne  certaine  caractéristique,  située  sur  un  cône 
ayant  pour  équation 

l'i-i,/ï,r,,)-,^..M    _.  (A'P   -Ji^\P')^ 
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et  pour  que  ce  cane  coïncide  av«c  celui  dont  nous  venons 
d'établir  l'équation,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  l'oD 
ait 

A'— 4 A  _  (A'A  —  aAA')' 

*>— 4A  ~  (A'A  — aAA')*' 

Ceci  exige  qu'il  y  ait,  entre  h  et  k,  une   relation  va 
termes  finis  que  nous  allons  établir. 
A  cet  effet,  posons 

k  =  3\/Âh„ 

X-  =  av/AA-i; 
l 'équation  précédente  deviendra 
a;— I  _  A^ 


d'où  l'on  conclut 

(la) 


J^-^_ 


puis,  en  intégrant  et  désignant  par  a  une  constante  arbi- 
traire, 

l»>g(  A,  -t-  //l  î  —  l)  ±  log  (i|  -t-  y/A:}  — l)  =  log«. 

Si  l'on  suppose  le  deuxième  logaritlime  précédé  du 
signe  +,  on  trouve 


ou  bien 

A, -hv/Âr=n"=  =■{*, -v^pr7), 

équation  équivalente  à 
d'où  l'on  conclut 


^J[(-i)^.-("-0^ 
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et,  eu  posant 


K-à)='' 


j  A,  =  m/-,-v/(i^m')(i-*î) 

En  supposant  le  dcuxiôme  radical  précédé  du  signe  - 
nous  eussions  trouvé 


A,=  mA,+  /(.-m')(i-Aî), 

et  l'un  aurait  pu  réunir  ces  deux  dernières  formules  e 
une  seule,  savoir 


^  désignant  une  constante  arbitraire.  C'est  aussi  ce  qui 
résulte  de  la  forme  suivante  : 

qu'on  peut  donner  à  l'intégrale  générale  de  l'équation 
(  I  a),  en  supposant  que  fi'  désigne  une  constante  arbi- 
traire. 

Mais  nous  avons  tenu  à  exposer  en  détail  le  calcul 
conduisant  à  l'équation  (i3),  à  cause  des  conséquences 
que  celle-ci  entraîne  immédiatement. 

12.  La  surface  conique  définie  aun"  10  el  représentée 
par  l'équation 

V^—i/(j^.y,s,i)  _  (A'P-^AP')' 
k'—i\  (A'A-aAA')"' 

a,  avec  la  quadrique  donnée,  deux  points  communs  où 
les  plans  tangents  aux  deux  surfaces  sont  les  mêmes.  Ce 
sont  les  points  désignés  antérieurement  par  D,  E.  Donc 
ces  deux  surfaces  se  coupent  suivant  deux  courbes 
planes,  et  l'on  voit  immédiatement  que  les  plans  de  ces 
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dnux  courbes  soûl  loprtiseutés  par  l'équaiioii 

f       ^  fA'P  — -iAP')* 
X-'— 4A  ~~  (A'/t  ~*aX-')'' 

Donc  l'un  deux  a  pour  équation 

(A'A  — aAA'— /A->— 4AA')l'  +  aA/(t»-4AI"  =  .>; 

nous  le  désignons  par  U. 
L'auire  est  repi-és«nlé  par  l'équaiiou 

(A'X-  — aAA'-+-v^A'"4AA')t'  — 3A^it>-4ÂP'  =  o. 

Nous  le  désignerons  parV, 

Considérons  aussi  los  plans  des  caractéristiques  dv 
deux  surfaces  intégralos  répondant  aux  fonolious  A  et  /' 
étudiées  au  «"il;  l'un  d'eux  est  représenté  par  l'équa- 
tion 

/.■■P-X-p'  =  o, 

l'autre  par  l'équation 


Ces  quatre  plans  passeiil  par  une  nii'tnie  droîlu  ayan 
pour  équations 

P  =  o,        P'=o; 

c'est  la  droite  DE,  désignée  aussi  par  G.  Clierclious  !<' 
rapport  auliarinoni<|ue  de  ces  quatre  plans.  A  cet  ellel, 
suppusous  qu'on  ait  écrit  l'équation  du  plan  U  sous  la 
forme 

|.P  +  vP'^«, 

et  calculons  la  ditTéicnre 


bvGoogIc 


(=7'  ) 
^ous  Irouvons  d'abord 

et  si  l'on  fait,  comiiic  précédemmeDt, 

on  trouve 

_  if  -    — '^î         jil 

puis,  à  causi;  du  la  relation  (i3), 

A'  _  A',         A'    _    my/j^f^TT— /„,._,  A-,  X' 


A         /'i         îA.        mX-|  — /(/nî- i)(A-î  — i)  /AJ  —  i        aA 
puis  encore 

De  niâme,  si  l'on  écrivait  l'étjualion  du  plan  V  sous 
la  forme 


trouverait,  par  u 

1  calcul  a 

nalogut, 

il-       k'            k' 

(™-^ 

/„..-, )(*,_/<(_,) 

■'■        A       Aï 

- 1         mk 

-l/(/»'-i)(*î-i) 

par  conséquent. 

V              k 

m  -+  ^'m 

On  trouvera  le  rapport  anliarmonique  cherché  en 
divisant  le  second  membre  de  cette  dernière  égalité  par 
l'expression  de 
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I  fimclion  tiu  À,  Or  culte  expression  ne  peut  dillërer  de 

K       A' 


que  par  le  cliaiiguineat  de  m  en  +  i .  Car,  pour  m  =  i, 
*i\\  trouve 

h,  =  A,. 

Donc  l'expression  ijuu  nous  clii;r<;hous  acLuellenientesi 
el  lu  rapport  au hai'mo nique  des  quatre  plans  considérés 


,t-n/,«i_ 


Ceci  iious  luonLru  que,  d'une  des  surfaces  intégrait» 
trouvées,  on  peut  eu  déduire  une  infinité  d'autres 
comme  il  suit.  Soit  A  un  point  situé  sur  une  première 
surface  intégrale,  B  le  pôle  de  son  plan  tangeul  en  A  par 
rapport  à  la  quadrique  donnée.  La  droite  AB  passe, 
comme  on  sait,  par  nu  point  S  situé  sur  la  courbe  C; 
c'est  donc  une  génératrice  du  cône  ayant  pour  sommet 
S  et  pour  base  la  caractéristique  tracée  par  le  jKiint  A 
sur  la  surface  considérée.  Celte  droite  coupe  la  qua- 
drique donnée  en  deux  points  M,  N,  situés  respective- 
ment sur  les  deux  coniques  communes  à  ce  c6ne  et  à  U 
quadrique  donnée.  Soit  »i  un  nombre  donné  cl  P  un 
point  situé  sur  la  droite  MN,  de  telle  sorte  que  le  rap- 
port anliarmonique 

(M^AI') 
soit  égal  à 
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Quand  le  point  A  décrira  une  caractéristique  de  la 
surface  intégrale  considérée  en  premier  lieu,  le  point  P 
décrira  une  cararlérisLÎ^ue  d'une  deuxième  surface  inté- 
grale; soient  H  la  première  surface.  H'  la  seconde. 
Quand  la  caracténstit^ue  sur  laquelle  se  trouve  le  point 
A  décrira  la  surface  H,  la  caractéristique  lieu  du  point  P 
décrira  la  deuxième  surface  intégrale  H'. 

Il  est,  d'ailleurs,  Lien  évident  qu'au  lieu  de  se  donner 
le  nombre  m,  on  peut  se  donner  arbitrairement  le  rap- 
port anharmottique  constant 

(MNAP) 
égal,  par  exenipic  à  f,  et  déterminer  m  par  la  condition 


le  nombre  •(,  ainsi  cboisi,  déterminera  la  surface  inté- 
grale H'. 

13.  D'après  la  manière  dont  nous  avons  établi  les 
équations  (2),  ou  (5),  il  est  évident  qu'à  toute  surface 
H  répondant  à  la  question,  répond  une  surface  H",  po- 
laire réciproque  de  H  )iar  rapport  à  la  quadrique  donnée. 
Mais,  ici,  les  deux  points  A,  P  se  correspondent  de  telle 
sorte  que  le  rapport  anliannouique 
(MNAP)     ou     i- 


est  égal  à 
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CERTIFICATS  B'BTUBES  SUPERICLRES 
DES  FACULTtS  DES  SCrB\CES. 


SESSION  DE  JUILLET  1839.  -  COMPOSITIONS. 


Éléments  génëh.iux  de  M^théhatiquks. 

I.  Les  ares,  coor/lonniis  étant  reclangulairrs  sur  lu 
circonféren  ce 

3  —  o,        3;»+/'  =  a', 

on  considère  le  point  A,  d'abscisse  n,  et  un  point  va- 
riable M,  que  l'on  joint  au  point  P,  de  coordonnées o, 
o,  AM.  Calculer  le  volume  compris  entre  OXV  et  la 
surface  engendrée  par  la  droite  MP  quant  le  point  M 
parcourt  la  circonférence;  moment  d'inertie  de  ce 
volume,  supposé  homogène,  autour  de  OZ.  Trajec- 
toires orthogonales  des  génératrices  MP. 

II.  S  tant  donnés  trois  axes  rectangulaires,  dont  OZ 
est  dirigé  dans  le  sens  de  ta  pesanteut ,  on  considère 
la  courbeC.. 

qui  coupe  07.  en  A.  Un  tube  très  étroit,  dont  l'axe 
coïncide  avec  un  arc  B'AB  de  C,  peut  tourner  autour 
deOZ;  il  renferme  une  petite  masse  m  qui  peut  y  glis- 
ser sans  frottement.  A  l'instant  initial,  le  tube  tourne 
autour  de  OZ  avec  une  vitesse  w,  le  point  Xinesl  en  A 
avec  une  vitesse  V,  et  le  iysicme  est  abandonné  à  lui- 
mêmi-.  Déterminer  m  et  le  moment  d'inertie  Idu  tube 
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autour  de  OZ  de  sorle  <jue  la    vitesse  de  glissement 
de  tu  dans  le  tube  reste  constante. 

pt-ojcctioii  d'une  irajocloiie  sur  OXY  : 

(a-r)'(i-h4sîn'l8)  =  C'. 
II.   r  cl  0  étaiil  les  cnordonnées  pulaip's  de  la  projcc- 
lioti  d(!  in  sur  OXY,  sï  l'on  élimine  -j-eiilre  lus  équa- 
tions des  aires  et  des  forct's  vives,  V  disparait  et  l'on  a 
ftij'      _,    ,       imffar*  _ 
I  ■+■  mr*  £!'-+-/■*  ' 

pour  <jtie  celte  ëtpiatiou  sort  vérifiée  <juel  (pie  soîl  ;■,  il 
faut 

,..  =  l/M ,  I  =  ma*. 

Kprel'ye  pratique.  —  En  un  point  de  l'c^/uateur, 
OH  trouve  h  et  h'  pour  les  hniUears  d'une  même  étoile 
à  deux  époifues  séparées  par  un  intervalle  de  six  heures 
sidérales  :  calculer  la  déclinaison  de  l'étoile. 
siD>n  =  cos(A+ A')cos{A  — A'). 

C.VLCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  INTÉGRAL. 

I.    Définir  les  systèmes  différentiels  orthononies  et 
montrer  que  la  déjinition  est  satisfaite  par  le  système 

au  _  .du  du        dt<        <)•' 

àv  àv         de  ^ 

à'e        d*v        du        du 
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Vérifier  que  la  condition  de  passivité  relative  à  la 
dérit-ée  cardinale  ■:  ^  ,  est  identiquement  satisfaite  : 
puis,  supposant  la  même  vérification  faite  pour  les 
deux  autres  conditions  de  passivité,  chercher  l'éco- 
nomie des  conditions  initiales  dont  la  donnée  suffit  à 
déterminer  une  solution  ordinaire  du  système  pro- 
posé. 

II.  Etant  donnés  Crois  axes  rectangulaires  OX,  OY, 
OZ,  déterminer  une  surface  dont  les  sections  paral- 
lèles à  ZOX  soient  des  lignes  de  courbure  et  gui  te 
raccordent  avec  ta  surface 

a;=H-'ix'— _f'-i-3'  — jr —  l  =  o, 
tout  le  long  de  sa  trace  sur  leplan  YOZ. 

II.  Une  piemièrv  intégraLioii  donne 

)e  long  de  la  courbe  proposée,  w^=  -— —  q^  -~^> 

donc 

?(/)  = 


/4^'- 


On  a  à  intégrer  une  équation  du  premier  ordre  dont 
l'intégrale  est 


on  trouve  que  C  est  nul  et  que  la  surface  cherchée  est 
un  hjperboloïde  de  révolution. 

Épreuve  pratique.  —  Trouver  l'intégrale  générale 
du  système 
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1  prenant  pour  variables  indépenriniitpi 


et  choisissant  a,,  b,,  a^,  bi  de  sorte  que  la  première. 


des  équations  transformées  ne  renferme  que  y:,  -y-qy 


as       t)>3      (l>a 


Ou   peut  prendre  i7,=  &,  ^:  oj^  i,   Aj  égal  à  une 
racine  cubique  imaginaire  de  l'unité,  et  l'(in  irouvc 

3  =  k  e'*y-i-  (b  cos  ^^^  /3  4-  C  5in  ^^^  v'3)e"»"+  D. 


MÉCANIQUI!. 

I.  Sui-  un  cône  dont  tes  génératrices  font  un  angle 
de  3©°  ai/ec  l'axe  OZ,  trouver  une  courbe  C  telle  qu'un 
point  de  masse  m,  assujelti  à  rester  sur  C  et  attiré 
vers  OZ  par  une  force  égale  au  produit  de  m  par  une 
constante  X^  et  par  la  distance  de  m  à  OZ,  arrive  en 
un  point  déterminé  de  C  nu  bout  du  temps  v .  quel  que 
soit  le  point  d'oii  il  part  sans  vitesse  initiale.  Montrer 
que  C  est  une  géodésique  du  cône. 

II.  Une  couche  sphrrique  homogène,  soustraite  à 
l'action  de  toute  force  extérieure,  peut  tourner  autour 
d'un  de  ses  points  O,  qui  est  fixe;  à  l'instant  initial,  elle 
tourne  awcc  une  vitesse  tu,  autour  d' un  axe  instan- 
tané Q\  qui  fait  un  angle  de  4ô°  avec  le  diamètre  OM. 
Mouvement  ultérieur,  pression  sur  le  point  O,  calcul 
du  temps  au  bout  duquel  OIM  sera  perpendiculaire  à 
sa  direction  initiale. 
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I.  On  doit  avoir  aui-  C  ; 


0(1  cil  lircn  =^  — r-r'  e'  la  rolalion  —jS-  ^  -  caractérise 

COSJ  1^  du  II 

une  géodésiijue  sur  une  surface  de  révolution. 

II.  [,'axc  OS  du  couple  dos  quantilés  de  inouvcmcnl, 
<Mii  vst  fixe  dans  IVspurc,  est  silué  dans  le  plan  lOMg. 
luisant  avec  OM  l'anglv  H  dont   U   tangente  est  |;   les 

■■6„»  de  Poinsol  ,0,11  <1„  ré.olaiion  ..S^'tS. 

Le  ci'iilre  de  gravité  décrit  luiifoniiémPiil  un  eertic. 
d'où  l'on  cniicUit  la  cliaige  <lu  j)oinlO,  égaie  à 

Kuiin  le  temps  au  bout  duquel  OM  sera  |)erpi-iidicu- 
lairu  H  sa  direction  initiale  est  donné  par  ré()uation 

'       Vi  «■ 

Epkeuve  l'RATiQUE.  —  Uitc  maitiveUc.  0\,  île  i"*rfe 
long,  tourne  tmiforiiiiUiient  autour  iIkQ  en  faisant  trois 
tours  par  secoiiiln  ;  aile  est  articulée  à  une  bielle  AB, 
longue  de  a",  chnt  l'extrémité  B  gl/sse  sur  une 
droite  OX.  Calculer  la  vitesse  de  B  quand  AOB  eit 
ri^al  <t  6o°. 

/.e  mouvement  de  la  bielle  peut  s'ohie.ntr  en  la  liant 
{\  une  courbe  qui  roulerait  sans  glisser  sur  une  coiu'hf 
fixe  :  déterminer  ces  deux  courbes. 
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mrbelixc-  : 

j'tj-t      0(9— j- 

^  (:ri-3)> 

ulante  : 


OUESTIOKS. 


183i.  On  donne  un  cercle  O  et  un  point  A  dans  l'espace; 
soit  M  un  point  du  cercle,  démontrer  que  le  plan  mené  par  M 
perpendiculairement  à  A  M  passe  par  un  point  livc  A'  quand  M 
décrit  Je  cercle. 

Trou>er  le  lieu  que  décrit  A',  lorque  A  décrit  un  plan  P.  Ce 
lieu  est  une  quadrique;  mettre  en  évidence  les  plans  de  sec- 
tion circulaire  et  reconnaître  la  nature  de  la  surface. 

Trouver  le  lieu  que  dt-crit  A',  lorsque  A  décrit  une  sphère. 
Ce  lieu  est,  en  général,  une  surface  du  quatrième  degré.  Mon- 
trer que  toute  spliârc  passunt  par  le  cercle  0  coupe  celte  sur- 
face, à  distance  Unie,  suivant  un  second  cercle. 

(Ch.  BiocHE.) 

ISliâ.  I.  Si  l'on  considère  les  triangles  T  inscrits  à  une  co- 
nique A  et  circonscrits  à  une  conique  I),  le  lieu  des  centres  des 
cercles  S  qui  leur  sont  circonscrits  est  une  conique  C. 

il.  Il  existe  un  point  du  plan  aj'ant  même  puissance  par  rap- 
port à  tous  Ic^  cercles  £  :  ce  point  se  détermine  comme  il  suit  : 
deux  des  triangles  T  ont  un  sommet  à  rinfini;  les  deux  côtés 
Opposés  respectivement  à  ces  sommets  se  coupent  au  point 
cherché  P. 

[|I.  D'après  cela,  l'enveloppe  des  cercles  £  est  une  anallag- 
matique  du  quatrième  ordre  avant  le  point  P  pour  pôle  et  la 
conique  Cponr  déférente;  pour  que  celte  courbe  se  décompose 
en  deux  cercles,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux  foyers  de  la  co- 
nique B  soient  situés  sur  la  conique  A. 

IV.  Trouver  la  condition  nécessaire  el  -^uflisanlc  pour  que 
tous  les  cercles  ^  passent  par  le  point  P. 

(G.  TliunKAT.) 
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«labli,  et  les  rectifications  dont  il  a  été  l'objet.    La  Rédaction  li 
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UN  VOLLUB  CHAnn  IN-8  AVEC    177  FIOVHPJ  ET  I   PLANCHE;    1899. 

Broché 14  fr.      |      Relié  (cuir  sotipleï 17  fr. 


Le  présent  Traité  contient,  avec  tout  le  développement  qu'elle  com- 
porte, la  théorie  de  la  représentation  graphique  cotée  des  équations  à 
plusieurs  variables,  en  vue  de  la  construction  des  abaques,  théorie  dont 
une  première  esquisse  avait  été  donnée  par  l'Aateur  dans  une  brochure 
[tarue  en  1891. 

Les  divers  types  usuels  d'abaques  y  font  l'objei  d'études  très  complètes 
qu'accompagnent  de  nombreux  exemples  d'application,  tous  puisés  dans 
la  pratique  des  Arts  techniques  où  îniervient  te  calcul  :  art  de  l'ingénieur, 
urt  militaire, navigation,  géodésie,  hydraulique, opérations  DnBDciàres,  etc.. 

Ceu!(  de  ces  exemples  qui  se  rattachent  aux  types  d'abaques  les  plus 
courants  sont  d'ailleurs  traités  dans  les  moindres  détails  de  façon  à 
^rvir  de  modèles  dans  les  cas  analogues  qui  se  rencontrent  très  fré- 
quemment. 

A  la  base  de  la  théorie  se  place  la  notion  ^échelle  d'une  fonction  que 
l'Auteur  approfondit  tout  d'abord  pour  l'appliquer,  dans  le  Chapitre  1,  â 
la  représentation  des  équations  li  deux  variables. 

Pour  les  équations  à  trois  variabUi  s'olTre  d'abord  un  mode  absolu- 
ment général  de  représentation,  étudié  dans  le  Chapitre  II  et  donnant  lieu 
aux  abaques  dits  à  enlrecroitement.  Ces  abaques  sont,  pour  chaque 
équation,  susceptibles  d'une  infinité  de  varienlea  parmi  lesquelles  la 
théorie  enseigne,  dans  chaque  cas,  à  discerner  les  plus  simples.  La 
mieux  est  évidemment,  chaque  fois  que  faire  se  peut,  de  n'avoir  recours 

3u'à  de  simples  lignes  droites.  C'est  dans  ce  but  qu'intervient  le  principe 
e  V anamorphose  imaginé  par  Lalanne  ot  généralisé  par  M,  Massau.  L'Au- 
teur fait  voir,  en  outre,  le  parti  que  l'on  peut  tirer,  en  vue  d'améliorer 
la  disposition  d'un  abaque,  à  droites  entrecroisées,  du  principe  de  l'Aomi/* 
graphie,  réservé  jusqu'ici  au  seul  domaine  de  la  spécumlioa  pure. 


b,  Google 


_  2  _ 

Ud  autre  principe,  également  emprunté  à  la  Géométrie  moderne,  cetji 
de  la  dualUÎf,  a  encore  permis  à  l'Auteur  de  proposer  un  tvpe  nouveau 
d'abacjue  dit  à  alignement,  d'un  emploi  extrËmement  général  et  c\ai  offre, 
au  point  de  vue  pratique,  les  plus  grands  avantages.  A  ce  type  d  abaque. 
tlont  ta  meilleure  disposition  résulte  encore  de  rapplicalioh  du  principe 
de  l'homographie  et  à  ceux  qui  en  dérivent,  est  consacré  le  Chapitre  UJ. 

Le  Chapitre  iV  est  réservé  à  une  application  générale  des  principes 
précédents  au  calcul  des  profils  de  remblai  et  de  déMai.  On  retroate 
ainsi,  par  une  marche  uniforme  et  rationnelle,  toutes  les  solutions  qui 
ont  été  proposées  de  ce  problème  célèbre,  et  l'on  met  en  évidence  celle  qui 
est  la  plus  commode  et  la  plus  simple. 

A  partir  de  quatre  variables,  il  n  existe  plus  de  mode  de  représenta  lion 
applicable  à  une  équation  quelconque;  mais,  gr&ce  à  l'emploi,  d'une  part, 
dos  éléments,  points  ou  lignes,  à  plusieurs  cotes,  de  l'autre,  des  tystèmei 
mobiles,  on  arrive  à  constituer  des  modes  de  représentation  applicables  i 
des  équations  à  plus  de  trois  variables  d'une  grande  généralité  ei  com- 

E Tenant  à  peu  pr6s  toutes  celles  qui  se  rencontrent  dans  les  spplicatioDS. 
os  plus  usuels  d'entre  eus:  sont  étudiés  dans  te  Chapitre  V. 
Il  y  avait  grand  intérêt  à  former  et  à  classer  tous  les  modes  possibits 
do  représenlalion  applicables  à  des  équations  à  un  nombre  quelconque  dt 
■variables.  Ce  problème,  dont  la  solution  synthétise  toute  ta  théorie  dére- 
loppée  dans  l'Ouvrage,  est  complètement  résolu  dans  le  Chapitre  Vi  qu: 
renferme,  en  outre,  divers  développements  analytiques  sur  les  équations 
répondant  aux  types  d'ebaqucs  qui  se  présentent  te  plus  fréquemmen: 
dans  la  pratique. 
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